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摘要:将一种基于数值积分公式的隐式迭代格式与一种改进的牛顿迭代法结合 , 得到一种新的求解非线性方

程的预测 -校正方法 , 并用数值实例来验证该方法 .新方法比一些已知的方法收敛阶、收敛精度更高 ,适合函

数类的范围更宽 ,是一种较优的方法 .
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Abstract: An implicit iteration formula for solving nonlinear equations is presented, then by the

implicit iteration scheme and the improved New ton i terative method, a new forecast correction

method is given, and use numerical examples to verify the method. The new method is better
than the known methods on the high coverg ence o rder and convergence precision. The method is

superior in range of function class to the other methods.
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　　经典的牛顿迭代法 ( CN法 )是非线性方程 (组 )

求根的一个基本方法 ,它二次收敛到单根 ,线性收敛

到重根 .牛顿法因收敛速度快而得到广泛应用 .最

近 , 一些学者提出一些新的迭代算法 [1～ 6 ] .文献 [ 1]

提出具有二阶收敛速度的指数迭代法 . 文献 [2]对

牛顿法做了一个重要的改进 ,改进后的牛顿法保持

牛顿迭代法的收敛速率和计算效率 , 克服了强加于

f (x )的单调性要求 f′(x )≠ 0,但是改进后的牛顿法

仍然只有二阶收敛 . 文献 [4]提出调和平均牛顿方

法 ( HN法 )和中点牛顿方法 ( MN法 ) , 它们至少三

阶收敛到单根 .文献 [6 ]提出两个牛顿迭代方法 ( SN

法和 GN法 ) ,它们也至少三阶收敛到单根 .

　　本文基于一个数值积分公式 , 给出一个求解非

线性方程的隐式迭代格式 , 然后将得到的隐格式与

文献 [2 ]中改进的牛顿法结合 , 得到了一个新的预

测 -校正方法 . 该方法摒弃了强加于 f (x )的单调性

要求 f′(x )≠ 0,比文献 [2 ]中改进的牛顿迭代法的

收敛性提高了一阶 .

1　预备知识

　　定义 1
[6 ]
　设序列 { xk }

∞
0 收敛于T,若存在 p≥

1及常数 C≥ 0, 使得 lim
k→∞

xk+ 1 - T
( xk - T)

p = C ,则称序列

{ xk }∞0 是 p阶收敛的 , C称为收敛因子 . p = 1时称

xk收敛于T是线性收敛 , p > 1是超线性收敛 , p =

2是二阶收敛 .

在定义 1中 , 令 en = xn - T, 则称关系式

　　 en+ 1 = Ce
p
n + O (ep+ 1

n ) ( 1)

为误差方程 . p称为收敛阶 ,p = 1时称 xk收敛于T是

线性收敛 ,p > 1是超线性收敛 , p = 2是二阶收敛 .

　　引理 1　函数 f ( x )在 [x0 ,x 1 ]上的定积分满足

数值积分公式

　　∫
x
1

x
0

f (x )dx≈
h
2
[ f (x 0 ) + f ( x1 ) ]+

h
2

12
[ f′(x 0 )

+ f′( x1 ) ] , ( 2)

其中 h = x 1 - x 0 .
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2　一个新的预测校正格式

　　设T是方程 f (x ) = 0的根 , f′(T)≠ 0, f ( x )在

开区间 I内有二阶连续导数 , 显然由牛顿 -莱布尼

茨公式可得

f (x ) = f (xn ) +∫
x

x
n

f′(x ) dx . ( 3)

将 ( 3)式中右端积分用数值积分 ( 2)式近似代替 ,

并令 x = T, 则

　　 0≈ f ( xn ) +
T- xn

2
[ f′(xn ) + f′(T) ] +

(T- xn )
2

12
[ f″(xn ) - f″(T) ]. ( 4)

用 xn+ 1近似代替 ( 4)式中的T, 整理得迭代格式

　 　 xn+ 1 = xn - f ( xn ) / (
f′(xn )+ f′(xn+ 1 )

2
+

(xn+ 1- xn ) ( f″(xn ) - f″(xn+ 1 ) )
12 ) . ( 5)

显然 , ( 5)式关于 xn+ 1是隐式的 , 这给求解带来很大

的麻烦 . 为了避免隐式求解 ,可先用文献 [3 ]中改进

的牛顿法进行预测 , 再用 ( 5)式进行校正 , 即得到

预测-校正格式

Zn+ 1= xn -
f ( xn )

f′( xn )+ f ( xn )
,n= 0, 1, 2,… ,

xn+ 1= xn- f ( xn ) /

　 (
f′( xn )+ f′( Zn+ 1 )

2
+

( Zn+ 1- xn ) ( f″( xn ) - f″( Zn+ 1 ) )

12
) ,

　　n= 0, 1, 2,… .

( 6)

3　收敛性分析

　　定理 1　设T是充分光滑函数 f (x )∶ I R→ R

的零点 , I是一个开区间 , f′(T)≠ 0,则当 x0充分接

近T时 ,由迭代公式 ( 6)所得的序列 { xn }至少三阶

收敛 .

　　证明　因为 f (x )充分光滑 , 且 f (T)= 0, f′(T)

≠ 0, 所以将 f ( xn )在T处展开得到

　　 f (xn )= f′(T) (xn -T)+
f″(T)
2!

(xn -T)
2+ … ( 7)

令 en= xn -T,ck=
1
k!

f
(k ) (T)
f′(T)

, (k= 2, 3,… ) , 则 ( 7)式

可化为

　　 f (xn )= f′(T) [en+ c2e
2
n+ c3e

3
n+ … ] , ( 8)

同理 , 将 f′( xn ) , f′( Zn+ 1 ) , f″( xn ) , f″( Zn+ 1 ) ,分别

在T处展开并代入 ( 6)式 , 整理可得

　　 en+ 1= (c2+ c
2
2 )e3n+ O (e4n ) . ( 9)

所以 ,由 ( 9)式可知 , 由迭代公式 ( 6)所得的序列

{ xn }至少三阶收敛 .

4　数值实验

　　例 1　给定误差|f ( x* )|<X= 10- 8 ,测试函数

f (x )取自文献 [1 ] ,分别为 1. f (x )= x
3
- 2x - 5, x

∈ [1, 5 ] ,x 0= 5; 2. f ( x )= arctanx+ sinx+ x- 2, x∈

[ 1, 4] , x0= 4; 3. f ( x )= xe
x - 5x

3+ 6, x∈ [4, 6 ] , x0

= 6; 4. f (x )= x
10
- 2x

3
- x+ 1, x∈ [1, 2] , x0= 2; 5.

f (x )= ( x
3
+ x - 11) / ( 3x

4
- 2x

2
+ 5) , x∈ [ 1, 2. 8 ],

x 0= 2. 8.

　　从表 1结果可以看出 ,在相同迭代次数下 , 新

方法的精度明显比文献 [1 ]方法高 ,所得到的预测校

正格式的收敛阶也比文献 [2]提高了一阶 .

　　例 2　测试函数 f ( x )取自文献 [6 ] , 除新方法

的数据外 ,其余的数据也取自文献 [6 ] , 给定误差
表 1　数值结果

Tabl e 1　Numerical results

问题
Problem

新方法 New algori thm 指数迭代法 Ind ex i teration[1 ] 迭代公式 ( 1) Iteration( 1) [2]

N x* f (x* ) N x* f (x* ) N x* f ( x* )

1 6 2. 09455148154233 8. 31e-014 7 2. 09455148154307 8. 31e-012 11 2. 0945514815701 3. 10e-010

2 13 0. 71858676906358 4. 44e-015 4 0. 718586769074032 - 2. 52e-011 9 0. 718586769064 6. 79e-014

3 6 4. 68753083769978 7. 38e-013 5 4. 687530837699779 2. 17e-013 9 4. 687530837699 7. 39e-013

4 8 1. 11033918535812 2. 88e-015 11 1. 11033918535812 1. 98e-015 12 1. 110339185358 2. 89e-015

5 4 2. 074344075860467 - 2. 05e-016 4 2. 074340758537658 - 1. 79e-011 5 2. 07434075860467 2. 05e-016

问题
Problem

迭代公式 ( 2) Iteration( 2) [2] SN [6] GN [6]

N x* f (x* ) N x* f (x* ) N x* f ( x* )

1 12 2. 094551481542 3. 81e-014 126 2. 09455148201 5. 17e-09 5 2. 09455148154 3. 89e-014

2 10 0. 718586769066 5. 74e-012 118 0. 071858676964 1. 41e-09 144 0. 71858676964 2. 89e-012

3 9 4. 6875308381 7. 39e-013 122 4. 68753083823 1. 54e-07 5 4. 68753083769 3. 41e-012

4 12 1. 110339185358 2. 89e-015 129 1. 110339185909 9. 52e-09 7 1. 110339185444 1. 4925e-09

5 5 2. 07434075860467 2. 05e-016 134 2. 07434075917295 1. 52e-010 5 2. 07434075860467 2. 05e-016
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|f ( x
*
)|<X= 10

- 14
.计算结果见表 2.

　　测试函数 f (x )分别取为 ( a) x
3+ x

2 - 10,T=

1. 8674600246063, ( b) (x - 1) 6- 1,T= 2, (c) ( x-

1)
3
(x+ 2)

4
,T1= 2,T2= - 2, ( d) sin( x- 1)+ x - 1,T

= 1.

　　从表 2结果可以看出 ,新方法适合函数类的范

围比文献 [4]和文献 [6 ]都要宽 .

表 2　数值实验结果

Tabl e 2　Numerical results

f (x ) x 0

迭代次数 N Iteration times N

HN [4 ] MN [4] SN [6] GN [6] 新方法
New algori thm

( a) - 0. 5 42 10 10 4 8

1 3 3 3 3 8

2 3 3 3 3 4

( b) 1. 5 7 58 195 12 13

2. 5 4 5 5 5 6

3 5 6 6 5 7

( c) 1. 4 41 49 49 46 49

- 3 60 70 72 67 70

( d) 1. 5 3 3 2 3 4

3 14643 4 3 7 63

- 1 18592 4 3 7 13

5　结束语

新方法在较广的函数类中至少是三阶收敛 , 比

文献 [1 ]的指数迭代法高一阶 .同时 , 新方法也保持

了文献 [2]的一个重要的优点: 去掉了强加给 f ( x )

的单调性即要求 f′(x )≠ 0.

总之 , 不同的方法有不同的特点 ,从以上的理

论分析和数值实验可知 ,新方法是一种较优的求解

非线性方程的方法 , 在理论上和实用上都有一定的

价值 .
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再由 ( 11)式 , ( 12)式 , ( 14)式和 ( 17)式得到

　　 l
^
n
2
(θ) =

n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1
Y
^
i2 - θ

2 - 1

n
- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1

Y
^
i2 -

θ

2

+

op ( 1) . ( 18)

最后由引理 1和 2知 ,定理 1成立 .

　　由于非标准的i
2
分布不能对θ作区间估计 ,故

需引入调整的对数经验似然比 l
^
n
2
,a d (θ) ,首先构造

V (θ)的相合估计 ,令

　　 X- 2 = n
- 1
2 ∑

n
2

i= 1

X i2 ,e
^ 2 = n

- 1
1 ∑

n
1

i= 1

( Yi1 -

X
f
i1U
^
)
2
,X 1X

f
1= n

- 1
1 ∑

n1

i= 1
X i1X

f
i1 , X 2X

f
2 = n

- 1
2 ∑

n2

i= 1
X i2X

f
i2 ,

则 V
^
(θ) = U

^ f
X 2X

f
2U
^

- 2( X
^
2 )
f
U
^
θ + θ

2
+

n2

n1
( X
^
2 )
f
( X1X

f
1 )

- 1
X
^
2e
^ 2
为 V (θ)的相合估计 .由引理

2知 V
^
1 (θ) = n

- 1
2 ∑

n
2

i= 1

( Y
^

i2 - θ) 2为 V1 (θ)的相合估计 ,

进一步令 r (θ) =
V
^
1 (θ)

V
^
(θ)

, l
^
n
2
,ad (θ) = r (θ) l

^
n
2
(θ) .

　　定理 2　在定理 1的假设下 ,如果θ为真参数 ,

则 l
 
n
2
, ad (θ)渐近i21分布 ,即 P ( l

^
n
2
,ad (θ)≤ cT) = 1 -

T+ o( 1) ,其中 P (i
2
1≤ cT) = 1 - T.

　　证明　由 l
^
n
2
,ad (θ)的定义和 ( 18)式知

l
^
n
2
,ad (θ) = n

- 1 /2
2 ∑

n
2

i= 1

Y
^

i2 - θ

V
^ 1 /2

(θ)

2

+ op ( 1) . ( 19)

由于 V
^
(θ)为 V (θ)的相合估计 ,由引理 1和 ( 19)式 ,

定理 2得证 .

　　注　由定理 2可以构造θ的置信区间 ,令

In
2
,T= {θ′∶ l

^
n
2
,ad (θ′)≤ cT} ,则 P(θ∈ In

2
,T) = 1 -

T+ o( 1) .
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