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不同分布 h
～
混合序列加权和的完全收敛性和强收敛性*
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h
～
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摘要: 在不同分布的情况下 ,讨论 h
～ 混合序列加权和的完全收敛性和强收敛性 ,给出其收敛的新判据 ,推广了

Stout和 Thrum定理 .
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Abstract: Some sufficient conditions of the complete converg ence and st rong convergence for

w eigh ted sums of dif ferent distributed h
～

mixing random sequences are established. The results

ex tend the theorems of Stout and Thrum.
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　　h
～
混合与通常的h混合有一定的类似 ,但并不相

同 ,它们互不包含 .h
～
混合是一类极为广泛的相依混

合序列 .文献 [1～ 3 ]讨论 h
～
混合序列的若干收敛性

质 .文献 [4]讨论同分布的 h
～
混合序列加权和的完全

收敛性和强收敛性 .本文进一步讨论h
～
混合序列加权

和的完全收敛性和强收敛性 ,并将文献 [4]的定理 1

和定理 2由同分布推广到不同分布的情况 ,这推广了

Stout和 Th rum定理 .

　　本文以 c记与 n无关的正常数 ,“ ”表示通常的

大“O” .

1　相关定义和引理

　　设 {X i , i∈ N }是概率空间 (K,U, P )上的随机变

量序列 , FS = e(X i , i∈ S N )为e-域 ,在U中给定

e-域 F , R,令h(F , R) = sup{|P (B|A ) - P (B ) ; A∈

F ,P ( A ) > 0,B∈ R|} .引入相依系数:对 k≥ 0,令

　　h
～
(k ) = sup{h( FS ,FT ) ,有限子集 S, T  N ,且

dist ( S, T )≥ k } , ( 1)

显然 , 0≤ h
～
(k+ 1)≤ h

～
(k )≤ 1,且 h

～
( 0) = 1.

　　定义 1　对随机序列 {X i , i∈ N } ,若存在 k∈ N ,

使 h
～
(k ) < 1,则称 {X i , i∈ N }为 h

～
混合序列 .

　　 注　 对h
～
混合序列 ,可以不失一般性地假设 h

～

( 1) < 1.

　　引理 1
[5 ]

　设 {X i , i∈ N }是h
～
混合序列 , EX i =

0, E|X i|q < ∞ ,q> 2,h
～
( 1) < 1则存在仅依赖于 q和

h的 常数 c, 使 得 对  n ≥ 1, 有 E|Sn|q ≤

c{ (∑
n

i= 1
EX

2
i )

q /2
+ ∑

n

i= 1
E|xi|

q
} ,其中 Sn = ∑

n

i= 1
X i .

　　引理 2
[6 ]

　设 {X i , i∈ N }是任意随机变量序列 ,

如果存在某 r. v. X ,使得对任意 x > 0, i ≥ 1,有

P (|X i|≥ x ) ≤ cP (|X|≥ x ) ,则对 U> 0, t >

0,有 E|X i|U
I (|X

i
|≤ t) ≤ c( E|X|U

I (|X|≤ t ) + t
U
P(|X|>

t ) ) .

　　以下设 {X i: i≥ 1}为一随机变量序列 , {ani , 1≤ i

≤ n,n≥ 1}是下三角实数矩阵 ,即当 i> n时 ,ani = 0,

记 Tn = ∑
n

i= 1
aniX i .

2　主要结果

　　定理 1　设 {X i , i∈ N }是h
～
混合序列 , 0 < T≤
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1,且

　　EX i = 0, ( 2)

若存在某 r. v. X ,满足

　　E|X|1 /T < ∞ , ( 3)

使得对任意 x > 0, i≥ 1,有 P (|X i|≥ x )≤ cP (|X|

≥ x ) ,且

　　|ani|≤ cn
- 2T-W

, 0 < W< T/2. ( 4)

当 0 < T≤ 1 /2 - W时 ,进一步假设

　　∑
n

i= 1

a
2
ni ≤ cn

- θ,θ> 0, ( 5)

则 Tn = ∑
n

i= 1

aniX i

c
0,n→ ∞ .

　　证明　记 Xni = X i I (|aniXi|≤ n
- W

) , X~ ni = Xni - EXni ,

则有

　　 {|∑
n

i= 1
aniX i| > X}  ∪

n

i= 1
{|aniX i| > n

- W
} ∪

{|∑
n

i= 1
aniXni|> X} An ∪ Bn .

故只需证明

　　∑
∞

n= 1

P ( An ) < ∞ , ( 6)

　　∑
∞

n= 1
P (Bn ) < ∞ . ( 7)

先证 ( 6)式 .由 ( 2) ～ ( 4)式有

　　∑
∞

n= 1

P ( An ) ≤ ∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1

P {|aniX i|> n
- W} 

∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1

P{|X i|> cn
2T}  ∑

∞

n= 1
∑

n

i= 1

P {|X|> cn
2T} =

∑
∞

n= 1
nP (|X|> cn

2T
) ∑

∞

n= 1
n∑

∞

j= n

P( cj
2T
<|X|< c( j+

1) 2T) = ∑
∞

j= 1
∑

j

n= 1

nEI ( cj 2T<|X|<c( j+ 1) 2T) ≤

∑
∞

j= 1

j
2
EI (cj2T<|X|< c( j+ 1) 2T) ≤

∑
∞

j= 1
E|X|

1 /T
I (cj2T<|X|< c( j+ 1)

2T
)  E|X|

1 /T
< ∞ .

故 ( 6)式成立 .

　　为证 ( 7)式 ,先证

　　E (∑
n

i= 1
aniXni )→ 0,n→ ∞ . ( 8)

　　由 ( 2)式和 ( 4)式得

　　|E (∑
n

i= 1

aniXni )|= |∑
n

i= 1

E (aniX i - aniXni )|≤

∑
n

i= 1
E|aniX i|I (|a

ni
X
i
|> n

- W
)  ∑

n

i= 1
E|aniX|I (|a

ni
X|> n

- W
)  

∑
n

i= 1

n
W/T- W

E|aniX|1 /T n
- 1- W→ 0,n→ ∞ ,

故 ( 8)式成立 .现在只需证明

　　∑
∞

n= 1

P(|∑
n

i= 1

aniX
~

ni|>
X
2
) < ∞ , X> 0. ( 9)

　　在引理 1中 ,取 q > max ( 2, 2 /T, 2 /θ, 1 /|2T-

1 /2+ W|) ,且由 Markov不等式、 cr不等式、 ( 2)式和

( 4)式有

　　 P (|∑
n

i= 1

aniX
~

ni|> X
2
) E|∑

n

i= 1

aniX
~

ni|q  

∑
n

i= 1
E|aniX~ ni|q + (∑

n

i= 1
E(aniX~ ni ) 2 )q /2 

∑
n

i= 1
E|aniX i|

q
I (|a

ni
X
i
|≤ n

- W
) + (∑

n

i= 1
a
2
ni )

q /2
 

∑
n

i= 1
E|aniX|

q
I (|aniX|≤ n- W) + ∑

n

i= 1
n
- Wq

P (|aniX|> n
-W
) +

(∑
n

i= 1

a
2
ni ) q /2 ∑

n

i= 1

E|aniX|1 /T
n
- W(q- 1 /T) +

∑
n

i= 1
n
-Wq

P (|aniX|> n
- W) + (∑

n

i= 1
a
2
ni ) q /2  n

- 1- Wq +

∑
n

i= 1
n
-Wq

P (|aniX|> n
- W
) + (∑

n

i= 1
a
2
ni )

q /2
. ( 10)

由 q的取法 ,显然

　　∑
∞

n= 1

n
- 1-Wq < ∞ . ( 11)

由 ( 6)式的证明有

　　∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1

n
- Wq

P (|aniX|> n
- W) ≤ ∑

∞

n= 1
∑

n

i= 1

P (|aniX|

> n
- W) < ∞ . ( 12)

　　当 0 < T≤ 1 /2 - W时 ,由 ( 5)式有 (∑
n

i= 1
a
2
ni ) q /2 

n
- θq /2

;当 T> 1 /2 - W时 ,由 ( 4)式有 (∑
n

i= 1
a
2
ni )

q /2
≤

n
( 1- 4T- 2W)q /2

.

由 q的取法 ,都有

　　∑
∞

n= 1

(∑
n

i= 1

a
2
ni )q /2 < ∞ . ( 13)

综合 ( 11) ～ ( 13)式 ,得 ( 9)式成立 .

　　定理 2　设 {X i , i∈ N }是h
～
混合序列 ,并且 0 <

T≤ 1,

　　 EX i = 0, ( 14)

若存在某 r. v . , X ,满足

　　 E|X|1 /T < ∞ , ( 15)

使得对任意 x > 0, i≥ 1,有 P(|X i|≥ x )≤ cP(|X|

≥ x ) ,且

　　|ani|≤ cn
- 2T- W+ TW

, 0 < W< T/2, ( 16)

则 Tn = ∑
n

i= 1
aniX i

a. s.
0,n→ ∞ .

　　证明　记 Xni = X i I (|a
ni
X
i
|≤ n- W) ,X

～
ni = Xni - EXni ,

则有
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　　 Tn = ∑
n

i= 1

ani ( X i - Xni ) + ∑
n

i= 1

ani ( Xni - EX ni ) +

E (∑
n

i= 1

aniXni ) Tn 1+ Tn 2 + Tn3 ,

故要证定理 2,只需证 Tni

a. s.
0,n→ ∞ , i = 1, 2, 3.

　　先证 Tn 1
a. s.

0,n→ ∞ .由 ( 14) ～ ( 16)式得

　　∑
∞

n= 1
P (X i ≠ Xni ) = ∑

∞

n= 1
P (|aniX i|> n

-W
)  

∑
∞

n= 1
P (|aniX|> n

-W
)≤ ∑

∞

n= 1
n

W/T
E|aniX|

1 /T
 

∑
∞

n= 1

n
- 2+ W < ∞ .

因此 ,根据 Borel-Cantelli引理 ,有 Tn1

a. s.
0,n→ ∞ .

　　再证明 Tn2

a. s.
0,n→ ∞ .

　　在引理 1中 ,取 q > max( 2, 2 /T, 1 /|2T- 1 /2+

W- TW|) ,由 Markov不等式、 cr不等式、 ( 14) ～ ( 16)

式有

　　P (|∑
n

i= 1
aniX
~

ni|>
X
2
)  E|∑

n

i= 1
aniX
~

ni|q 

∑
n

i= 1

E|aniX~ ni|q + (∑
n

i= 1

E (aniX~ ni ) 2 ) q /2  

∑
n

i= 1

E|aniX i|q
I (|a

ni
X
i
|≤ n- W) + (∑

n

i= 1

a
2
ni )q /2  

∑
n

i= 1
E|aniX|

q
I (|aniX|≤n - W) + ∑

n

i= 1
n
- Wq

P(|aniX|> n
- W
) +

(∑
n

i= 1
a
2
n i )

q /2
 ∑

n

i= 1
E|aniX|

1 /T
n
- W( q- 1 /T)

+

∑
n

i= 1
n
- Wq

P(|aniX|> n
- W) + (∑

n

i= 1
a
2
ni )q /2  n

- 1+ W-Wq +

∑
n

i= 1

n
- Wq

P(|aniX|> n
- W) + (∑

n

i= 1

a
2
ni )q /2 .

由 q的取法 ,显然有

　　∑
∞

n= 1

n
- 1+ W- Wq < ∞ , ( 17)

　　∑
∞

n= 1
∑

n

i= 1
n
- Wq

P (|aniX|> n
-W
) ≤ ∑

∞

n= 1
∑

n

i= 1
n
- Wq+ W

T  

E|aniX|
1
T ∑

∞

n= 1
n
- 1- Wq+ W < ∞ . ( 18)

由 ( 16)式有

　　 (∑
n

i= 1

a
2
ni )q /2≤ n

( 1- 4T- 2W+ 2TW)q /2 . ( 19)

综合 ( 17)～ ( 18)式得∑
∞

n= 1

P (|∑
n

i= 1

aniX
~

ni|> X
2
) < ∞ ,

故 Tn 2
a. s.

0,n→ ∞ .

　　最后证明 Tn 3
a. s.

0,n→ ∞ .由 ( 14)～ ( 16)式有

　　|Tn 3| = |E(∑
n

i= 1

aniXni )| = |∑
n

i= 1

E(aniX i -

aniXni )|≤ ∑
n

i= 1

E|aniX i|I (|a
ni
X
i
|> n- W)  ∑

n

i= 1

E|aniX| 

I (|aniX|> n
- W

) ≤ ∑
n

i= 1
n

W( 1 /T- 1)
E|aniX|

1 /T
 n

- 1
→ 0,n→

∞ .
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生物电能要比生物燃料更有效

　　生物能源主要包括生物电能和生物燃料两大类。生物电能指的是利用各种植物秸秆进行发电 ,而生物燃料

则是以玉米等作物和农业废弃物为原料制造的乙醇等燃料。生物能源既是可再生能源 ,又是无污染或低污染的

绿色能源。

　　美国加利福尼亚大学默塞德分校等机构的研究人员对生物电能和生物燃料的对比研究发现 ,如果用同等

面积土地上种植的作物来发电或制造乙醇供应给汽车 ,那么使用生物电能的汽车的行驶里程要比使用乙醇的

汽车多出 81%。前者的温室气体减排效果也要远远大于后者。无论从使用效果还是从环保角度考虑 ,利用生物

电能都比利用生物燃料更为可行。但是研究人员表示 ,这项研究并没有考虑水资源消耗、生产成本等因素。

(据科学网 )　　
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