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摘要:给出荷花图 D2
n, 4* pm* St的概念 ,并证明当 m ≡ 0, 1( mod 4且 m ≥ 4 )时 ,荷花图是优美且奇强协调的 .
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Abstract: We first int roduce the notion of D2
n , 4* pm* St . Then, proof that w henm ≡ 0, 1 ( mod 4)

andm≥ 4,D2
n , 4* pm* St is a graceful g raph and an odd st rong ly harmonious g raph.
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　　 1967年 , Rosa提出图的优美标号的概念 ,而后

Graham和 Sloane又提出图的协调标号 . 如今图的优

美标号及协调标号理论已经比较成熟 ,主要成果可以

参考文献 [1～ 3].王卫军等 [4 ]提出图的奇优美标号和

奇强协调标号的概念 ,并讨论图 Dn , 4的奇优美性和奇

强协调性 .本文在此基础上提出荷花图 D
2
n , 4* pm* St

的概念并探讨路 pm的长度与共用 2个公共顶点的四

回路 D
2
n, 4个数的关系与 D

2
n , 4* pm* St 的优美性和奇

强协调性是否相关 ,并证明当 m≡ 0, 1( mod 4)且 m

≥ 4时 ,荷花图的优美性和奇强协调性 .文中图论方

面的术语除特别说明外 ,均来自文献 [5 ].

1　相关定义

　　定义 1
[3 ]　一个 q条边的简单图 G(V , E ) ,如果

存在一个单射 f : V (G) → { 0, 1, 2,… ,q}使得对所有

的边 e= uv∈ E(G) ,由 f
* (uv ) = |f (u) - f (v )|导

出 E (G)→ { 1, 2, 3,… ,q}是一个一一对应 ,则称 G是

优美图 , f 是 G的优美标号 (或优美值 ) .

　　定义 2
[4 ]

　一个 q条边的简单图 G= (V , E)称

为奇强协调的 ,如果存在一个单射 f : V (G) → { 0, 1,

2,… , 2|E|- 1}使得对所有的边 e= uv∈ E(G) ,由

f
* (uv ) = f (u) + f (v )导出的映射 f

* : E (G) → { 1,

3, 5,… , 2|E|- 1}是一个一一对应 , f称为 G的奇强

协调标号 .

　　定义 3　由 n个四回路并且恰有 2个公共点所构

成的图记作 D
2
n , 4 .

　　定义 4　在图 D
2
n , 4中 ,取 2个公共点中的其中一

个与路 pm一端的顶点粘接 ,而路 pm中顶点为 v0 (m≡

1( mod4)且 m≥ 5)或 v1 (m≡ 0( mod4)且 m≥ 4)与

星图 St中度数为 t的顶点粘接得到的图称之为荷花

图 ,记为 D
2
n, 4* pm* St .

2　主要结果

　　定理 1　如果 m≡ 0( mod 4)且 m≥ 4,m = k+

1,m = 4n - 4(n≥ 2)则图 D
2
n, 4* pm* St既是优美又

是奇强协调的 .

　　证明　因为在图 D
2
n , 4* pm* St中 ,总共有 8n -

5+ t条边 ,其中顶点度数为 2n的且不与路 pm粘接的

点记为 z 1 , t为任意自然数 . 为方便叙述 ,规定图

D
2
n , 4* pm* St 的顶点如图 1所示 .

　　图 1的顶点标号如下 .

　　 f (v2i+ 1 ) = i , f (v2i ) = 4n+ k - i ,其中 i = 0, 1,

2,… ,
k - 1

2
.

　　 f (z1 ) =
k - 1

2
+ 2, f (ui ) =

k - 1
2

+ 4i - 1.

　　 f ( yi ) =
k - 1

2
+ 4i ,其中 i = 1, 2, 3,… ,n,m =

k+ 1,m = 4n - 4(n≥ 2) .

　　 f (wi ) = f (v0 ) + i ,其中 i = 1, 2,… , t.
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图 1　D2
n, 4* pm* St的顶点

Fig. 1　 Vertex o f D2
n, 4* pm* St

　　验证 f是图 1的一个优美标号 .

　　因为 f (v2i+ 1 ) = i ,而 i = 0, 1, 2,… ,
k - 1

2
,m =

k+ 1,m = 4n - 4(n≥ 2) ,所以当 i取遍 ( 0, 1, 2,… ,

k - 1
2

) 时 , f (v2i+ 1 )取遍 ( 0, 1, 2,… , 2n - 3) . 因为

f (ui ) =
k - 1

2
+ 4i - 1= 2n - 3+ 4i - 1 = 2n+

4i - 4,所以当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 , f (ui )取遍

( 2n, 2n + 4, 2n+ 8,… , 6n - 4) .因为 f (yi ) =
k - 1

2

+ 4i= 2n - 3+ 4i = 2n+ 4i - 3,所以当 i取遍 ( 1,

2, 3,… ,n)时 , f ( yi )取遍 ( 2n+ 1, 2n + 5,… , 6n -

3) .因为 f (v2i ) = 4n+ k - i ,而 m = k+ 1,m = 4n

- 4(n≥ 2) ,所以当 i取遍 ( 0, 1, 2,…
k - 1

2
)时 ,

f (v2i )取遍 ( 8n - 5, 8n - 6,… , 6n - 2) ,即顶点的标

号有 ( 0, 1, 2,… , 2n - 3, 2n, 2n + 1, 2n+ 4, 2n+ 5,

… , 6n - 3, 6n - 2,… , 8n - 5) .又因为 f (z 1 ) =
k - 1

2

+ 2= 2n - 3+ 2 = 2n - 1,所以顶点的标号为 ( 0,

1, 2,… , 2n - 3, 2n - 1, 2n, 2n+ 1, 2n+ 1, 2n+ 4, 2n

+ 5,… , 6n - 3, 6n - 2,… , 8n - 5) .又因为 f (wi ) =

f (v0 ) + i = 8n - 5+ i其中 i = 1, 2,… , t显然 f :

V (G) → { 0, 1, 2,… ,q}是一个单射 .

　　 因为 ui 与 vk 相邻 ,而 f
* (uivk ) = |f (ui ) -

f (vk )|= |
k - 1

2
+ 4i - 1 -

k - 1
2

|= |4i - 1|,当

i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 , f
*
(uivk )取遍 ( 3, 7, 11,… , 4n

- 1) .因为 ui 与 z1相邻 ,而 f
* (ui z1 ) = |f (ui ) -

f (z 1 )|= |
k - 1

2
+ 4i - 1-

k - 1
2

- 2|= |4i - 3|,

当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 , f * (uivk )取遍 ( 1, 5, 9,… ,

4n - 3) .而 yi与 vk相邻 ,所以 f
* ( yivk ) = |f ( yi ) -

f (vk )|= |
k - 1

2
+ 4i -

k - 1
2

|= |4i|,当 i取遍 ( 1,

2, 3,… ,n)时 , f * ( yivk )取遍 ( 4, 8, 12,… , 4n) .因为 yi

与 z1相邻 ,所以 f
*
( yi z1 ) = |f ( yi ) - f (z 1 )|= |

k - 1
2 + 4i -

k - 1
2 - 2|= |4i - 2|,当 i取遍 ( 1, 2,

3,… ,n )时 , f * (yiz 1 )取遍 ( 2, 6, 10,… , 4n - 2) ,即现

在有边标号 ( 1, 2, 3, 4, 5,… , 4n - 2, 4n - 1, 4n) .因为

v2i与 v2i+ 1相邻 , 所以 f
* (v2iv2i+ 1 ) = |f (v2i+ 1 ) -

f (v2i )|= |i - 4n - k+ i|= 4n+ k - 2i.又因为 m

= k+ 1,m = 4n - 4(n≥ 2) ,所以 f
*
(v2iv2i+ 1 ) = 8n

- 5 - 2i , 当 i 取遍 ( 0, 1, 2,… , 2n - 3) 时 ,

f
* (v2iv2i+ 1 )取遍 ( 8n - 5, 8n - 6, 8n - 7,… , 4n +

1) .又因为 v1与 wi相邻 ,所以 f* (v1wi ) = |f (v1 ) -

f (wi )|= 4n+ k+ i= 8n - 5+ i ,当 i取遍 1, 2,… ,

t时 , f* (v1wi )取遍 8n - 4, 8n - 3, 8n - 5+ t ,所以

由 f
* 导出了 E(G) → { 1, 2, 3, 4,… , 8n - 5+ t }的一

个一一对应 .所以 f 是荷花图的一个优美标号 ,从而

荷花图是优美图 .

　　同样为叙述方便将图 1中 y1到 yn的顶点记号改

为 un+ 1到 u2n ,其余的顶点记号保持不变 .图的顶点标

号如下 .

　　 f (vi ) = i ,其中 i = 0, 1, 2,… , k, f (z 1 ) = k+ 2,

f (ui ) = k+ 4i - 3,其中 i = 1, 2, 3,… , 2n,m = k+

1,m = 4n - 4(n≥ 2) , f (wi ) = f (u2n )+ f (z 1 ) + 2i

= 2k+ 8n - 1+ 2i = 16n - 11+ 2i ,其中 i = 1, 2,

3,… , t.

　　因为 f (vi ) = i ,其中 i= 0, 1, 2,… ,k ,而 m= k+

1,m = 4n - 4(n≥ 2) ,所以当 i取遍 ( 0, 1, 2,… ,k )

时 , f (vi )取遍 ( 0, 1, 2,… , 4n - 5) .因为 f (ui ) = k+

4i - 3= 4n - 8+ 4i ,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… , 2n)时 ,

f (ui )取遍 ( 4n - 4, 4n ,… , 12n - 8) .又因为 f (z 1 ) =

k + 2 = 4n - 5+ 2 = 4n - 3, f ( wi ) = f (u2n ) +

f (z 1 ) + 2i = 2k+ 8n - 1+ 2i = 16n - 11+ 2i ,当

i取遍 1, 2,… , t时 ,显然 f : V (G) → { 0, 1, 2,… , 2|E|

- 1}是一个单射 .

　　 因为 ui与 vk相邻 ,而 m = k+ 1,m = 4n - 4(n

≥ 2) ,所以 f
*
(uivk ) = f (ui ) + f (vk ) = k+ 4i - 3

+ k= 2k+ 4i - 3= 8n+ 4i - 13,当 i取遍 ( 1, 2, 3,

… , 2n)时 , f * (uivk )取遍 ( 8n - 9, 8n - 5,… , 16n -

13) .因为 ui与 z 1相邻 ,所以 f
*
(uiz 1 ) = f (ui )+ f (z1 )

= 4n - 8+ 4i+ k+ 2= 8n+ 4i - 11,所以当 i取

遍 ( 1, 2, 3,… , 2n )时 , f * (ui , z 1 )取遍 ( 8n - 7, 8n - 3,

8n+ 1,… , 16n - 11) .又因为 f (vi ) = i ,其中 i = 0,

1, 2,… , 4n - 5,m = k+ 1,m = 4n - 4(n≥ 2) ,所以

f
*
(vivi+ 1 ) = f (vi ) + f (vi+ 1 ) = 2i+ 1,当 i取遍 ( 0,

1, 2,… , 4n - 6)时 , f
*
(vivi+ 1 )取遍 ( 1, 3, 5,… , 8n -

11) .又因为 wt与 v0相邻 ,所以 f* (wiv0 ) = f (wi )+

f (v0 ) = 2k+ 8n - 1+ 2i = 16n - 11+ 2i ,当 i取
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遍 1, 2,… , t时 , f* (wiv0 )取遍 16n - 9, 16n - 7,… ,

16n - 11+ 2t .综上所述 f
* 是 E(G) → { 1, 3, 5,… ,

16n - 11+ 2t }的一个一一对应 .所以 f是荷花图的

奇强协调标号 ,故荷花图是奇强协调图 .

　　定理 2　如果 m≡ 1( mod 4)且 m≥ 5,m = k+

1,m = 4n - 3(n≥ 2) ,则图 D
2
n , 4* pm* St既是优美的

又是奇强协调的 .

　　证明　因为 m≡ 1( mod4)且 m≥ 5,所以将星

图粘接在图 1的 v0顶点处 ,在图 D
2
n , 4* pm* St中 ,一

共有 8n - 4+ t条边 ,其中顶点度数为 2n的且不与路

pm粘接的点记为 z 1 , t为任意自然数 .为方便叙述规定

图 D
2
n, 4* pm* St的顶点记号仍然如图 1所示 .图的顶

点标号如下 .

　　 f (v2i ) = i , i = 0, 1, 2,… , k
2
, f (z1 ) = k

2
+ 2,

f ( yi ) = k
2
+ 4i ,其中 i= 1, 2, 3,… ,n, f (ui ) = k

2
+

4i - 1, ( i = 1, 2, 3,… ,n) , f (v2i- 1 ) = 4n+ k+ 1 -

i , ( i= 1, 2,… , k
2
) ,其中 m = k+ 1,m = 4n - 3(n≥

2) . f (wi ) = f (v1 ) + i = 4n + k+ i = 8n - 4+ i ,

其中 i = 1, 2,… , t .

　　因为 f (v2i ) = i , i= 0, 1, 2,… ,
k
2
,所以当 i取遍

( 0, 1, 2,… ,
k
2
)时 , f (v2i )取遍 ( 0, 1, 2,… ,

k
2
)时 ,即

取遍 ( 0, 1, 2, 3,… , 2n - 2) .因为 f (z 1 ) =
k
2+ 2= 2n

- 2+ 2= 2n,而 f (ui ) = k
2
+ 4i - 1 = 2n - 2+

4i - 1 = 2n + 4i - 3,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 ,

f (ui )取遍 ( 2n+ 1, 2n+ 5,… , 6n - 3) .因为 f (v2i- 1 )

= 4n+ k+ 1 - i= 8n - 3 - i ,当 i取遍 ( 1, 2,… ,
k
2
)

时 , f (v2i- 1 )取遍 ( 8n - 4, 8n - 5,… , 6n - 1) .又因为

f (wi ) = f (v1 ) + i= 4n+ k+ i = 8n - 4+ i ,其中

i = 1, 2,… , t ,显然 f : V (G) → { 0, 1, 2,… ,q}是一个

单射 .

　　 因为 ui 与 vk 相邻 ,而 f* (uivk ) = |f (ui ) -

f (vk )|= 2n+ 4i - 3 - 2n + 2 = 4i - 1,当 i取遍

( 1, 2, 3,… ,n)时 , f* (uivk )取遍 ( 3, 7,… , 4n - 1) .

因为 yi与 vk相邻 ,所以 f * (yivk ) = |f ( yi ) - f (vk )|

= |
k
2 + 4i -

k
2|= 4i ,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 ,

f * (yivk )取遍 ( 4, 8,… , 4n) .因为 ui与 z 1相邻 ,所以

f * (ui z 1 ) = |f (ui ) - f (z 1 )|= |k
2
+ 4i - 1 - k

2
- 2|= 4i - 3,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 , f* (ui z 1 )

取遍 ( 1, 5, 9,… , 4n - 3) .因为 yi与 z 1相邻 ,所以

f * (yiz 1 ) = |f (yi ) - f (z 1 )|= |k
2
+ 4i - k

2
- 2|

= 4i - 2,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,n)时 , f* ( yiz 1 )取遍

( 2, 6, 10,… , 4n - 2) .即有边标号 ( 1, 2, 3, 4,… , 4n ) .

又因为 v2i与 v2i- 1 ,v2i+ 1相邻 ,所以 f* (v2iv2i- 1 ) = |i
- 4n - k - 1+ i|= |4n+ 4n - 3 - 2i|= 8n - 3

- 2i ,当 i取遍 ( 1, 2, 3,… ,
k
2 )时 , f * (v2iv2i- 1 )取遍

( 8n - 5, 8n - 6,… , 4n+ 1) .而当 i取 0时 , f* (v0v1 )

= |f (v0 ) - f (v1 )|= 4n+ k= 8n - 4.又因为 v0与

wi相邻 ,所以 f* (v0wi ) = |f (v0 ) - f ( wi )|= 4n+

k+ i = 8n - 4+ i ,当 i取遍 1, 2,… , t时 , f* (v0wi )

取遍 8n - 3, 8n - 2,… , 8n - 4+ t .

　　综上所述 , f* 导出了 E (G)→ { 1, 2, 3,… , 8n -

4)的一个一一对应 .所以 f 是荷花图的一个优美标

号 ,从而荷花图是优美图 .

　　同样为方便叙述 ,将图 1中 y1到 yn的顶点记号

改为 un+ 1到 u2n ,其余的顶点记号保持不变 .图的顶点

标号如下 .

　　 f (vi ) = i , i = 0, 1, 2,… ,k , f (z 1 ) = k+ 2.

　　 f (ui ) = k+ 4i - 3, i= 1, 2, 3,… , 2n ,其中 m =

k+ 1,m = 4n - 3(n≥ 2) .

　　 f (wi ) = f (u2n ) + f (z 1 ) + 2i = k+ 8n - 3+

k+ 2+ 2i = 16n - 9+ 2i.

　　因为 f (vi ) = i , i = 0, 1, 2,… ,k ,而 m = k+ 1,

m = 4n - 3(n≥ 2) ,所以当 i取遍 ( 0, 1, 2, 3,… ,k )

时 , f (vi )取遍 ( 0, 1, 2,… , 4n - 4) .因为 f (ui ) = k+

4i - 3 = 4n - 4+ 4i - 3 = 4n+ 4i - 7,当 i取遍

( i = 1, 2, 3,… , 2n )时 , f (ui )取遍 ( 4n - 3, 4n+ 1,

… , 12n - 7) .又因为 f (z 1 ) = k+ 2= 4n - 4+ 2=

4n - 2, f ( wi ) = f (u2n ) + f (z 1 ) + 2i = k+ 8n - 3

+ k+ 2+ 2i = 16n - 9+ 2i ,当 i取遍 1, 2,… , t时 ,

显然 f : V (G) → { 0, 1, 2,… , 2|E|- 1}是一个单射 .

　　因为 ui 与 vk 相邻 ,所以 f* (uivk ) = f (ui ) +

f (vk ) = 4n+ 4i - 7+ 4n - 4= 8n+ 4i - 11,所以

当 i取遍 ( i = 1, 2, 3,… , 2n)时 , f* (uivk )取遍 ( 8n -

7, 8n - 3,… , 16n - 11) .因为 ui 与 z 1相邻 , 所以

f* (ui z1 ) = f (ui ) + f (z 1 ) = k+ 4i - 3+ k+ 2=

2k+ 4i - 1= 8n+ 4i - 9,所以当 i取遍 ( i = 1, 2,

3,… , 2n)时 , f* (ui z1 )取遍 ( 8n - 5, 8n - 1,… , 16n

- 9) .又因为 f (vi ) = i , i = 0, 1, 2,… ,k ,而 m = k+

1,m = 4n - 3,所以 f* (vivi+ 1 ) = f (vi )+ f (vi+ 1 ) =

2i + 1, 所以当 i取遍 ( 0, 1, 2, 3,… ,k - 1) 时 ,

f* (vivi+ 1 )取遍 ( 1, 3, 5, 7,… , 8n - 9) .又因为 wi与

V0相邻 ,所以 f* (wiv0 ) = f (wi )+ f (v0 ) = 2k+ 8n

- 1+ 2i = 16n - 9+ 2i ,所以当 i取遍 1, 2,… , t时 ,

f* ( wiv0 )取遍 16n - 7, 16n - 5,… , 16n - 9+ 2t.

(下转第 135页 Continue on page 135)　　
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　　jn (x ; a) = ∑
n

k= 0

an ,kx
k . ( 3)

用 D
k
q作用 ( 3)式两边并令 x = 0得

　　an ,k =
n

k q

( - a )kqk(k- 1) /2 ,

于是有

　　 (ax ; q)n = ∑
n

k= 0

n

k q

( - ax )
k
q
k( k- 1) /2

,

或者

　　 (x ; q)n = ∑
n

k= 0

n

k q

( - x ) kqk (k- 1) /2 . ( 4)

　　推论 1　 二项式定理:

　　 ( 1 - x )n = ∑
n

k= 0

n

k
( - x )k .

　　证明　令 q→ 1并注意到

　　 lim
q→ 1

n

k q

=
n

k
,

则 ( 4)式变为

　　 ( 1 - x )
n
= ∑

n

k= 0

n

k
( - x )

k
.

　　定理 2　q-Chu-Vandermonde求和公式:

　　
(T; q) nU

n

(TU; q)
= 2O1

q
- n ,U

TU
; q; q .

　　证明　对 b≠ 0,多项式序列 {jn (x ;b ) }∞n= 0是所

有多项式的另一个基底 ,于是

　　jn (x ; a) = ∑
n

k= 0

bn ,kjn (x ;b ) . ( 5)

用 D
k
q作用于 ( 5)式两边 ,并在所得的结果中令 x =

b
- 1
q
- k
得

　　 cn, k =
n

k q

a
b

k

jn- k (b
- 1
q
- k
; aq

k
) =

n

k q

a
b

k (a /b; q) n

( 1 - ab
- 1
q
n - k )… ( 1 - ab

- 1
q
n - 1 )

=
n

k q

 

( - q
1- n ) kqk (k- 1) /2 (a /b; q)n

(ba
- 1
q
1- n

; q)k
.

于是有

　　
(ax; q) n

(a /b; q)n
= ∑

n

k= 0

n

k q

( - q
1- n )kqk (k- 1) /2 (xb; q)kqk

(q; q)k (ba
- 1
q
1- n

; q)k
,

或者

　　
(ax; q)n
(a /b; q)n

= ∑
n

k= 0

( q- n ,q)k (xb; q) kqk

(q; q) k (ba- 1
q
1- n ; q) k

.

令 x = 1,a = T
- 1
q
1- n

,U= b,我们有

　　
(T

- 1
q
1- n

; q)n
(T- 1U- 1

q
1- n ; q)n

= ∑
n

k= 0

(q
- n

,U; q)k
(q,TU; q)k

q
k , ( 6)

化简后 ( 6)式变为

　　
(T; q)nUn

(TU; q)n
= ∑

n

k= 0

(q- n ,U; q)kqk

(q,TU; q)k
, ( 7)

或者

　　
(T; q)nUn

(TU; q)
= 2O1

q
- n

,U

TU
; q; q .

　　推论 2　 Chu-Vandermonde求和公式:

　　
(b - a)n

(a )n
= ∑

n

k= 0

( - n) k (b) k

(a )kk!
.

　　证明　在 ( 7)式中令T= q
a- b ,U= q

b ,再令 q→

1得

　　
(b - a)n

(a )n
= ∑

n

k= 0

( - n) k (b) k
(a )kk!

.

　　 从以上定理和推论的证明过程可以看出 ,

Jackson q-差分算子可以用来证明很多 q-级数公式或

者组合恒等式 . 事实上 ,通过灵活的变换还可以得到

新的恒等式 .
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由上可知 f* 是 E (G) → { 1, 3, 5, 7,… , 16n - 9, 16n

- 7, 16n - 5,… , 16n - 9+ 2t }的一个一一对应 .所

以 f 是图 D
2
n , 4* pm* St 的奇强协调标号 , 故图

D
2
n, 4* pm* St是奇强协调图 .
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