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摘要:给出赋 Luxemburg范数和赋 Orlicz范数下 Musielak-Orlicz序列空间单位球面上的点是强暴露点的充分必

要条件 .
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　　记 X为 Banach空间 , X
*
表示 X 的对偶空间 ,

B (X )和 S(X )分别表示 X的单位球和单位球面 . x∈

S (X )称为 B (X )的暴露点是指存在某 f ∈ S( X* ) ,

使得对任何 y∈ B ( X ) \ { x } , f ( y ) < f (x ) = 1. x∈

S (X )称为 B (X )的强暴露点是指存在 f ∈ S( X
*
) ,

使对任何 { xn }∞n= 1 B (X ) , f (xn ) → f ( x ) = 1,蕴含

 xn - x → 0.

　　暴露点与强暴露点是 Banach空间几何学中的基

本概念 ,在控制论与逼近论中有广泛的应用 ,具有较

好的几何意义 .目前已有很多学者研究过 Orlicz空间

的暴露点和强暴露点 [ 1～ 3] . M usielak-Orlicz序列空间

的 暴 露 点 在 文 献 [4, 5 ] 中 已 有 讨 论 , 但

Musielak-Orlicz序列空间上的强暴露点还未见报道 .

本文给出 Musielak-Orlicz序列空间上的点是强暴露

点的充要条件 ,旨在完善与推广强暴露性理论 .

1　定义及引理

　　定义 1
[6 ]记 M = (Mi )∞i= 1为函数列 ,其中 Mi: ( -

∞ , + ∞ )→ [0,∞ )满足 Mi ( 0) = 0, lim
u→∞

Mi (u ) =

∞ ,存在 ui > 0使 Mi (ui ) < ∞ ,Mi (u )为偶的、凸的 ,

左连续函数 , i = 1, 2,… . N = ( N i )
∞
i= 1 ,其中 N i (v ) =

max
u≥ 0

{u|v|- Mi (u) } ,具有与 M同样的性质 ,称为 M

的余函数 ,可以证明 M也是 N函数 .记 e ( i ) = sup{u

≥ 0: Mi (u ) = 0} ,B ( i ) = sup{u > 0: Mi (u) < ∞ } , i

= 1, 2,… ,p-
i (u ) , pi (u )分别为 Mi (u )的左 ,右导数 ,

q
-
i (v ) ,qi (v )分别为 N i (v )的左 ,右导数 .

　　定义 2
[ 6]　线性集 {x: 存在λ> 0,使dM (λx ) <

∞ }赋予 Luxemburg范数: x = inf {c≥ 0: dM (
x
c
)≤

1}或 Orlicz范数: x 0 = inf
k> 0

1
k
{ 1+ dM (kx ) } ,皆为

Banach空间 ,称为 Musielak-Orlicz序列空间 ,分别记

为 lM和 l
0
M .其子空间 {x∈ lM:对任何λ> 0,存在 iλ,使

∑
i> i

λ

Mi (λx ( i ) ) < ∞ }赋予上述范数也是 Banach空

间 ,分别记为 lM和 l
0
M .

　　 对 x∈ l
0
M记 k (x ) = [k*x ,k* *

x ] ,其中 k
*
x = inf{k

> 0: dN (p (k|x|) ) = ∑
∞

i= 1

N i (p (k|x ( i )|) )≥ 1} ,k* *
x

= sup{k> 0:dN ( p(k|x|) ) = ∑
∞

i= 1

N i ( p (k|x ( i )|) )≤
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1}.每一个 y∈ l
0
N都可以看作是 lM的泛函 ,其意义

[7 ]

为 y (x ) = ∑
∞

i= 1

x ( i ) y ( i ) ,x∈ lM . lM上每一个有界线性

泛函 f ,可唯一分解为 f = y+ h,其中 y∈ l
0
N ,h为奇

异泛函 ,且  f =  y 0
N +  h .

　　对 x∈ l
0
M ,记 Sx = {i: x ( i )≠ 0} ,Ox = {i: x ( i ) =

0} ,θx = inf {c> 0:dM ( c
x
) < ∞ } ,则θx = lim

n→∞
 x -

[x ]n = lim
n→∞

 x - [x ]n 
0
, 其中 [x ]n = (x ( 1) ,… ,

x (n) , 0, 0… ) .记 x = { x ( i ) }
∞
i= 1为实数列 ,x关于 M的

模定义为dM ( x ) = ∑
∞

i= 1

Mi (x ( i ) ) .

　　定义 3
[ 8]
称 M满足W2

0
-条件 (简记为 M∈ W2

0
)是

指存在 k > 0,u0 > 0, i0∈ N ,Ci ≥ 0( i > i0 )和∑
i> i0

Ci

< ∞ 满足 Mi ( 2u )≤ kMi (u) + Ci ( i > i0 ,Mi (u )≤

u0 ) .

　　定义 4
[9 ]　称闭区间 [a,b ]为 Mi (u)的构成仿射

区间是指 Mi (u )在区间 [a,b ]上是仿射的 ,且对任意X

> 0,Mi (u )在 [a - X,b ]和 [a,b+ X]均非仿射的 .

　　定义 5
[9 ]
　一个点 x ∈ R称为 Mi的严格凸点是

指如果 x =
u+ v
2

,u ≠ v , 则有 Mi (
u + v
2

) <

1
2
(Mi (u) + Mi (v ) ) .Mi上严格凸点的全体记为 SM

i
,

SM
i = R\ (∪

n
(an ,bn ) ) ,其中 [an ,bn ]是 Mi的构成仿射

区间 .

　　再引入记号: A= {ai: p
-
(ai ) < p (ai ) } , B= {bi:

p
-
(bi ) < p (bi ) } , A

′
= {ai: p

-
(ai ) = p (ai ) } ,B

′
= {bi:

p
-
(bi ) = p(bi ) } .

　　引理 1
[10 ]　若 x∈ l

0
M ,∑

i∈ S
x

N i (B ( i ) ) > 1,则 k (x )

≠O,当且仅当 k∈ k (x )时 , x 0 =
1
k
( 1+ dM (kx ) ) .

若∑
i∈ S

x

N i (B ( i ) )≤ 1,则  x 
0
= ∑ |x ( i )|B ( i ) .

　　引理 2
[ 11]　 x∈ S( lM )为 B ( lM )端点的充要条件

是以下 3个条件都成立 . ( 1)|x ( i0 )|= B ( i0 )或者

dM (x ) = 1; ( 2)e( i ) = 0, i∈ Ox ; ( 3)u{i:|x ( i )| 

SM
i
}≤ 1.

　　引理 3
[ 11]　 x∈ S( lM )为 B ( lM )的强端点的充要

条件为 x是端点且 M ∈ W2
0 .

　　引理 4
[4 ]　若 x ∈ S( lM ) ,且至少有一个 i0使得

|x ( i0 )|≠ B ( i0 ) , f = y+ h( y∈ l
0
N ,h为奇异泛函 )为

x的支撑 ,则有 k ( y )≠ O.

　　引理 5
[4 ]　若 x ∈ S( lM ) ,且至少有一个 i0使得

|x ( i0 )|≠ B ( i0 ) ,则 f = y + h( y∈ l
0
N ,h为奇异泛

函 )为 x的支撑的充要条件是以下 3个条件都成立 .

( 1)dM ( x ) = 1; ( 2) x ( i )y ( i )≥ 0, h = h( x ) ; ( 3)pi
-

( x ( i ) )≤ ky ( i )≤ pi (x ( i ) ) , i = 1, 2,… ,k∈ k ( y ) .

2　主要结果

　　 定理 1　 设 x ∈ S( lM ) ,且至少有一个 i0 ,使

|x ( i0 )|≠ B ( i0 ) ,则 x为 B ( lM )的强暴露点的充要条

件是以下 4个条件都成立 . ( 1)x是 B ( lM )的强端点 ;

( 2)存在f> 0使dN ( ( 1+ f) p- ( x ) ) <∞ ; ( 3)若 {i

∈ N :|x ( i )|∈ R \ SM } = {i0} ,则 {i≠ i0: |x ( i )|∈ A
′

∪ B
′} = O; ( 4)若 {i∈ N :|x ( i )|∈ R\ SM } = O,则 {i

∈ N:|x ( i )|∈ B
′} = O或 {i∈ N :|x ( i )|∈ A

′} = O.

　　证明　先证必要性 .不妨设 x ( i ) > 0,由于强暴

露点必为强端点 .由引理 3知条件 ( 1)成立 .

　　若条件 ( 2)不真 ,即对任何X> 0,dN ( ( 1+ X)p-

( x ) ) = ∞ .若 x ∈ S ( lM )为强暴露点 ,从而必为暴露

点 ,对于 x的任意暴露支撑 f = y+ h( y∈ l
0
N ,h为奇

异泛函 )则 y≠ 0.否则 ,若 y = 0, f = h,由于h(x ) =

h(x - [x ]n ) ,但 x≠ x - [x ]n .与 x为暴露点矛盾 .由

引理 4和引理 5,得 k ( y )≠O,且dM ( x ) = 1, x ( i ) y ( i )

≥ 0, h = h(x ) , p-i (x ( i ) )≤ ky ( i )≤ pi (x ( i ) ) ,有 k

∈ k( y ) ,p
-
i ( ( 1+ X)x ( i ) )≤ k ( 1+ X) y ( i )≤ pi ( ( 1+

X) x ( i ) ) .所以由∞ = dN ( ( 1+ X) p
-
(x ) )≤dN ( ( 1+

X)ky )≤ ( 1+ X)dN (ky )≤ ( 1+ X)dN ( pi ( x ( i ) ) ) <∞ ,

导出矛盾 .故条件 ( 2)成立 .

　　 若条件 ( 3)不真 ,即存在 i∈ N ,使 x ( i )∈ A
′∪

B
′,亦即存在 i∈ N使 x ( i )∈ A

′或 x ( i )∈ B
′.若 x ( i )

∈ A
′, A′= {ai: p

- (ai ) = p(ai ) } ,则 p
- ( x ( i ) ) =

p( x ( i ) ) .不妨设 i = 1,即 p
- (x ( 1) ) = p( x ( 1) ) .取X1

> 0, 使 p1 ( x ( 1) ) = p1 (x ( 1) + X1 ) ,M 1 ( x ( 1) ) =

M1 (x ( 1) + X1 ) .令 x
′= (x ( 1)+ X1 ,x ( 2) ,x ( 3) ,… ) ,

则 dM (x
′
) = ∑

∞

i= 1
Mi ( x

′
( i ) ) = M1 (x ( 1) + X1 ) +

∑
∞

i= 2
Mi ( x′( i ) ) = M1 (x ( 1) ) + ∑

∞

i= 2
Mi (x ( i ) ) =

∑
∞

i= 1

Mi ( x ( i ) ) = dM (x ) = 1,所以 x
′∈ S ( lM ) .任取 x

′

的支撑泛函 f = y + h(y ∈ l
0
N ,h为奇异泛函 ) ,则

k ( y )≠O,且 dM ( x ) = 1,x ( i ) y ( i )≥ 0, h = h(x ) ,

p
-
i (x ( i ) )≤ ky ( i )≤ pi (x ( i ) ) ,k∈ k ( y ) .

　　 事实上 ,dM ( x
′
) = 1, h = h( x ) = h( x

′
) ,

p
-
1 (x ( 1) + X1 )≤ p1 ( x ( 1) + X1 ) = p1 (x ( 1) ) = p1

-

( x ( 1) )≤ ky ( 1) .而 ky ( 1)≤ p1x ( 1) = p1 (x ( 1) +

X1 ) ,即有 p
-
1 ( x′( 1) )≤ ky ( 1)≤ p1 ( x′( 1) ) ,所以 f也

为 x
′的支撑 .这与 x为暴露点矛盾 .
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　　 同理 ,若 x ( i )∈ B
′
也可以推出矛盾 .从而条件

( 3)为真 .

　　 若条件 ( 4)不真 ,则有如下 2种情况之一成立 .

(Ⅰ )存在 i , j∈ N , i≠ j使 x ( i ) = bi∈ B
′
, x ( j ) = aj

∈ A
′
. (Ⅱ )存在 i0∈ N ,x ( i0 ) = bi

0
∈ B

′
或 x ( i0 ) =

ai
0
∈ A

′
.

　　由条件 ( 3)知情况 (Ⅰ )不可能发生 .若情况 (Ⅱ )

发生 ,对 x的任意支撑泛函 y ,由 M∈ W0
2知 y∈ l

0
N .又

由 x ( i0 ) = bi
0
∈ B

′知 k ( y )是单点集 .记为 {ky } ,于是

 ky - [ky ]n 0
N → 1,故存在一列 {xn }∞n= 1 S( lM ) ,使

∑
∞

i= n+ 1
xn ( i )ky ( i ) = 〈xn ,ky - [ky ]n〉≥  ky - [ky ]n 

0
N -

1
n
.

　　不失一般性 ,可设 xn = ( 0,… , 0, xn (n+ 1) ,xn (n

+ 2) ,… ) .记 C = Mi
0
(bi

0
) - Mi

0
(ai

0
) ,并假设 C < 1.

当 i > i0时 ,记 zn = (x ( 1) ,… , x ( i0 - 1) ,ai
0 , x ( i0+

1) ,… ,x (n ) ,Cx (n+ 1) ,Cx (n+ 2) ,… ) .易证dM (zn )

≤ 1. 此蕴含  zn ≤ 1. 进一步 , 有 〈zn ,ky〉 =

∑
n

i= 1, i≠ i
0

x ( i )ky ( i ) + ai
0
p(bi

0
) + C∑

i> n

xn ( i )ky ( i ) =

∑
n

i= 1

[Mi (x ( i ) ) + N i (ky ( i ) ) ] + 0(
1
n
) → dM (x ) +

dN (ky ) = ky ,于是〈zn , y〉→ 1.但  zn - x ≥ ( 0,… ,

0,bi
0
- ai

0
, 0, 0,… ) > 0.说明 x非强暴露点 ,矛盾 .

　　综合上述 ,条件 ( 4)为真 ,从而必要性得以证明 .

　　再证充分性 .分 3种情况: (Ⅰ ) {i: x ( i )∈

(R \ SM
i )∪ B

′
} = O; (Ⅱ ) {i: x ( i )∈ (R \ SM

i )∪ A′} =

O; (Ⅲ ) {i: x ( i )∈ (R \ SM
i
) } = {i0 } , {i≠ i0: x ( i )∈ A

′

∪ B
′} = O.

　　 对于情况 (Ⅰ ) ,记 I = {i: x ( i ) ∈ A
′
} , J = {i:

x ( i )∈ A
′∪ B

′} , H = N \ ( I∪ J ) .对每个 i∈ J ,选

取 Xi > 0, 使 p
-
i ( x ( i ) ) + Xi < pi ( x ( i ) ) ,

∑
i J

N i (p-i ( x ( i ) ) ) + ∑
i J

N i ( p-i (x ( i ) ) + Xi ) < ∞ .令

　　w ( i ) =
p
-
i ( x ( i ) ) + Xi , i∈ J ,

p
-
i ( x ( i ) ) , i J ,

则dN (w ) <∞ ,所以 w∈ l
0
N .令 y =

1
 w 0N

,则 y 
0
N =

1, 即 y ∈ S ( l
0
N ) . 又 1 ≥ 〈x , y〉 =

1
 w 0N

(∑
i J

x ( i )pi (x ( i ) ) )+ ∑
i∈ J

x ( i ) p-i (x ( i ) + Xi ) ) =

1
 w 

0
N
( ∑

i J

Mi (x ( i ) ) + N i (p
-
i ( x ( i ) ) ) ) +

∑
i∈ J

(Mi (x ( i ) ) + N i ( p
-
i (x ( i ) )+ X) ) =

1
 w 

0
N
(dM (x )

+ dN (w ) ) =
1

 w 
0
N
( 1+ dN (w ) )≥ y 

0
N = 1,即 1=

 y 0N =
1

 w 0N
( 1+ dN ( w 0N y ) ) .故〈x ,y〉 = 1,k =

 w 0
N ∈ k ( y ) .由此得到 y为 x点的支撑泛函 .对任何

{ xn }
∞
n= 1 B ( lM ) ,〈xn , y〉→ 1.显然有∑

∞

i= 1
(Mi ( xn ( i ) )

+ N i ( w 
0
N y ( i ) ) ) - ∑

∞

i= 1
 w 

0
N xn ( i ) y ( i ) → 0. 由于

Mi (xn ( i ) ) + N i ( w 0N y ( i ) ) -  w 0
N xn ( i ) y ( i )≥ 0,故

Mi (xn ( i ) ) + N i ( w 
0
N y ( i ) ) -  w 

0
N xn ( i )y ( i )→ 0(n

→ ∞ , i = 1, 2,… ) .当 i∈ J ∪ H时 ,必有 xn ( i )→

x ( i ) . 由 Fatou 定 理 , 知 lim
n→∞ ∑i∈ J∪ H

Mi (xn ( i ) ) ≥

∑
i∈ J∪ H

Mi ( x ( i ) ) . 由于 dM ( xn ) ≤ 1 = dM (x ) , 有

lim
-

n→∞∑
i∈ I

Mi ( xn ( i ) )≤∑
i∈ I

Mi (x ( i ) ) ,对每个 i∈ I ,x ( i )

为 Mi (u)的构成仿射区间的左端点 .易证对任意 i∈

I ,有 lim
n→∞

xn ( i ) = x ( i ) .

　　综合上述 , lim
n→∞

xn ( i ) = x ( i ) ,结合 M∈ W2 0 ,得 xn

- x → 0,所以 x为强暴露点 .

　　 情况 (Ⅱ )和 (Ⅲ )采用与 (Ⅰ )相同的思路可以

证明 .

　　定理 2　 x∈ S( l
0
M )为 B ( l

0
M )的强暴露点的充要

条件是以下 4个条件都成立 . ( 1) x是强端点 ; ( 2)对

任意 k∈ k (x )有 {i: k|x ( i )|∈ ( R \SM
i
0)∪ A

′∪ B
′}

= O; ( 3)存在 x的支撑泛函 y和 f> 0,使dN ( ( 1+

f)p- (x ) ) < ∞ ; ( 4) 若 dN (p- (kx ) ) = 1,则 {i:

k|x ( i )|∈ B } = O;若dN ( p(kx ) ) = 1,则 {i: k|x ( i )|

∈ A } = O.
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即方程组 ( 12)有解 u
*
0 ( t )且对 t∈ [0, 1] ,有 0 < ( -

1)
k
u
* ( k)

( t )≤ ak ( 0≤ k≤ 2n - 1) .
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