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摘要:给出有限群W-子群的定义 ,并利用该定义得到超可解群的充分条件 .
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Abstract: The defini tio n ofW-subg roup is giv en. Some sufficient condi tions for supersolvability of

finite g roups are obtained.
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　　苏向盈在文献 [1 ]中首次给出半正规子群的概

念:群 G的子群 H称为半规子群 ,如果存在 B≤ G使

得 G= HB ,并且 HX < G对任意 X < B成立 .王品

超在文献 [2 ]中利用半正规性得到了超可解群的一

列充分条件 .本文给出有限群W-子群的定义 ,并利用

该定义得到超可解群的若干充分条件 .我们只考虑有

限群 .

1　定义及性质

　　定义 1　有限群 G的子群 H称为W-子群 ,如果

存在 B≤ G使得 G= HB ,并且 NG ( H )X = XN G( H )

对任意 X≤ B成立 .

　　性质 1　 设 H≤ K≤ G, H是 G的W-子群 ,则

H也是 K的W-子群 .

　　证明　设 H是 G的W-子群 .由W-子群的定义 ,

存在 B≤ G使得 G= HB .于是 K = H (K∩ B ) .令

B1 = K∩ B ,则 K = HB1 .对任意 X≤ B1 ,则也有 X

≤ B , 于是 N G (H ) X = XN G( H ) . 这样 , K ∩

(NG ( H )X ) = X ( K∩ NG ( H ) ) = XNK ( H )是子群 ,

故 H是 K的W-子群 .

　　性质 2　设 P为 G的 p-子群 ,N 4 G,且 (|N|,

p) = 1.如果 P是 G的W-子群 ,那么 PN /N也为 G /N

的W-群 .

　　证明　因为 P是 G的W-子群 .由W-子群的定义 ,

存在 B1≤ G使得 G= PB1 .于是 ,G /N = PB1 /N =

( PN /N ) (B1N /N ) . 令 B = B1N , 则 G /N =

( PN /N ) (B /N ) .对任意 X /N≤ B /N ,有 X = X∩ B

= N (X ∩ B1 ) .于是 ,NG ( P ) (X ∩ B1 )是子群 .这样 ,

由 [3,Ⅱ , 命题 2. 6 ] , 知 NG ( P) (X ∩ B1 ) N /N =

NG (P )X /N = ( NG ( P) N /N ) (X /N ) = NG /N (PN /

N ) (X /N )是子群 .故 PN /N为 G /N的W-子群 .

　　性质 3　设 P为 G的 Sylow p-子群 , N 4 G.如

果 P是 G的W-子群 ,那么 PN /N是 G /N的W-子群 .

　　性质 4　设 N≤ H≤ G, N 4 G.如果 H为 G的

W-子群 ,则 H /N也为 G /N的W-子群 .

2　主要结果

　　定理 1　若群 G的每个极大子群是W-子群 ,则 G

超可解 .

　　证明　设 H是 G的极大子群 .因为 H是W-子

群 ,由定义 1,存在 B≤ G使得 G= HB ,且对 B的任

意子群 X ,恒有 NG ( H )X = XNG ( H ) .选择这样的子

群 B使得其阶尽可能小 .假定 H /4 G.由 H是 G的极

大子群 ,有 N G (H ) = H.于是对 B的任意子群 X ,恒

有 HX = X H.令 B1是 B的极大子群 ,则 HB1是子

群 .由 H的极大性 ,有 HB1 = H或 HB1 = G.如果
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HB1 = G,则对 B1的任意子群 X 1 ,也有 X 1≤ B .于是

NG ( H )X 1 = X 1NG ( H ) .这与 B的选择矛盾 .因此 ,

HB1 = H ,于是 B的有唯一极大子群并且含于 H.推

出 B是循环 p-群 ,并且|G∶ H|= p.当 H4 G时 ,也

有 B是阶循环 p-群 ,且|G∶ H|= p.由 Huppert定理

[4, IX,定理 1. 12] ,知 G超可解 .

　　注　假定群 G的每个 2-极大子群是 G的W-子

群 ,则 G不一定超可解 .例如 A4.假定群 G的每个

Sylow子群的极大子群是 G的W-子群 ,则 G不一定超

可解 .例如 A4 .

　　定理 2　若群 G的每个 Sylow子群是W-子群 ,则

G超可解 .

　　证明　 ( 1)证明 G可解 .

　　设 p为|G|的最大素因子 , P为 G的 Sylow p-子

群 .若 NG ( P ) < G,由定理 2假设 ,存在 B≤ G使得 G

= PB ,且 N G( P )X = XNG ( P )成立 ,对 B的任意子群

X .显然 , B中有 q-元 x ,使得 x∈ NG (P ) ,其中 q为素

数 ,且 q≠ p.选择这样的 q-元 x使 x的阶尽可能小 ,

则有 x
q∈ N G( P ) .因为 x∈ B ,所以 T = 〈x〉 NG ( P)

是子群 .于是 ,

　　|T| = |〈x〉NG ( P )| =
|〈x〉||N G( P )|
|〈x〉∩ NG ( P)| =

q|NG (P )|.

由 Sy low定理 , T中 Sylow p-子群的个数为 sp+ 1,且

sp+ 1|q.因为 s≠ 0,所以 p|q - 1,这与 p为|G|的

最大素因子矛盾 .故有 NG (P ) = G,即 P 4 G.考虑商

群 G /P. 设 U /P 为 G /P 的 Sy low q-子群 . 由

Shur-Zassenhaus定理 ,知 U有 p-补 Q.显然 , Q也是 G

的 Sylow q-子群 .于是 ,由性质 3,知 U /P= PQ /P也

是 G /P的 W-子群 .这样 ,G /P满足假设 .由归纳知 ,

G /P可解 ,从而 G可解 .

　　 ( 2)证明 G超可解 .

　　设 N为 G的极小正规子群 .由 G的可解性 ,N为

初等交换 p -群 .由性质 3和性质 4,知 G /N满足定理

2条件 .由归纳 ,G /N超可解 .从而也推出 N的唯一

性 .若 N≤H(G) ,则 G /H(G)超可解 ,从而 G超可解 .

故可设 N≤/H(G) .于是 G有极大子群 M ,使得 G=

NM ,且 N∩ M = 1.设 q为|M|的最大素因子 , Q为

M的 Sylow q-子群 .显然 , q≠ p.因为 M超可解 ,所以

Q 4 M .由 M的极大性及 N的唯一性 ,有 NG (Q) =

M .显然 ,Q也是 G的 Sylow q-子群 .由定理 2假设 ,存

在 B≤ G使得 G = QB ,且对 B的任意子群 X 有

NG (Q) X = XN G(Q)成立 .由于 Q是 G的 Sylow q-子

群 ,故有 M = NG (M ) .于是 ,NG (Q) = N G(M ) .这

样 , G= MB ,且 NG (M )X = X NG (M )成立 ,对 B的

任意子群 X .这说明 M也是 G的W-子群 .由定理 2. 1

的证明 ,知|G∶M|= p ,即|N|= p.于是由 [5,定理

1. 2] , G超可解 .

　　从定理 2的证明可以得到:

　　推论 1　设 G是有限群 ,q是 G的阶的最大素因

子 , Q是 G的 Sylow q-子群 .如果 Q是 G的W-子群 ,那

么 Q是 G的正规子群 .
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火星曾经三分之一表面覆盖海洋

　　科学家利用新软件对火星表面进行分析 ,发现火星曾有三分之一的表面被海洋覆盖。他们在赤道和中南纬

度之间的狭长地带找到了 ,比以前科学家在火星上发现的、多出 1倍多的溪谷 ,绘制成迄今为止最为详细的火

星溪谷图。这张新图是利用卫星数据进行电脑分析产生的 ,已经标出曾经从这颗红色行星南部高地流向北部海

洋的河流路径。该图显示 ,火星上一些地区的溪谷网比地球上的更加稀疏 ,一些地区的溪谷网的稠密度又几乎

跟地球上的一模一样 ,所以现在还很难说出火星溪谷网形成的主要机制。火星历史早期的这个潮湿阶段可能大

大增加了它上面孕育生命的机会。现在火星上非常寒冷干燥 ,它上面的河流和海洋早已消失。火星大气层非常

稀薄 ,如果这颗红色行星上有微生物存在 ,它们一定艰难地生活在布满灰尘的火星地表下。

(据科学网 )
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