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摘要:给出基于 Delta算子的广义统一代数 Lyapunov方程 ( GUALE)具有亚正定解的必要和充分条件 ,建立求解

GU ALE亚正定解的迭代算法并用数值算例验其有效性 .该算法收敛而且所得的算例结果与理论值相符 .
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Abstract: The necessary and suf ficient conditions of the sub positiv e-definite solution to the

generalized unified alg ebraic Lyapunov equation based on Delta operator are giv en, the i terative

algorithms for computing the sub positiv e-definite solution to the GU ALE is established and we use

numerical ex ample to show the results. The algo rithms is converg ent and the results is

corresponding to the theoretical v alues.
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　　实对称阵与实对称正定阵的广泛应用促使人们

思考怎样将非对称阵加以“对称化” ,以解决与原矩阵

相关的实际问题 . 1985年 , Johnson
[1 ]
首先给出亚正定

矩阵的定义 . 1990年以来 ,屠伯埙等
[ 2, 3]
人对亚正定阵

理论作过深入研究 ,取得了许多成果 .但是 ,关于矩阵

方程的亚正定解方面的研究报道却很少 .

　　对于矩阵 Q∈ R
n×n
的一种分解: Q = R(Q) +

S (Q) ,其中 R (Q) =
1
2 (Q+ Q

T
) , S(Q) =

1
2 (Q -

Q
T
) ,如果 R (Q)对称正定 ,则称 Q亚正定 .全体亚正

定阵集合记作 SPn .显然 ,Q∈ SPn  0≠ x ∈ R
n
,

x
T
Qx > 0.

　　 本文考虑基于 Delta算子的广义统一代数

Lyapunov方程 ( GU ALE)

　　A
T
X + X A+ θAT

X A = - Q ( 1)

的亚正定解问题 .这里 , A, X ,Q∈ R
n× n

,Q亚正定 ,θ

> 0为采样周期 ,且 A的特征值位于稳定区域|λi ( A )

+
1
θ
|=

1
θ
内 .

　　 Lyapunov方程在稳定性理论、最优控制、实现理

论及逼近性问题等方面有着重要作用 [4 ] .文献 [5]给

出了 UALE正定解的平均值、特征值以及行列式的

上界和下界的估计公式 .文献 [6]给出了 UALE正定

解矩阵的上下界估计 .

　　我们从直接求解 GUALE( 1)的角度 ,研究方程

( 1)存在亚正定解的一些必要和充分条件 ,并给出其

亚正定解的迭代算法 .用λi ( A )表示 A∈ R
n× n的第 i

个特征值 .若 A为实对称矩阵 ,设特征值按递减次序

排列 ,即λ1 ( A)≥…≥λn ( A ) ;e( A )表示 A的谱 ; Reλ

表示λ的实部 ; 表示矩阵的 Kronecker积 .

1　 GUALE亚正定解存在条件

　　记 P=
1
2 (Q+ Q

T
) ,为讨论方便 ,我们构造一个

统一代数 Lyapunov方程 ( UALE)

　　 A
T
Y+ Y A+ θAT

YA = - P, ( 2)
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这里 A∈ R
n×n

,P > 0.

　　定理 1　矩阵方程 ( 1)或 ( 2)存在唯一解的充要

条件是

　　θ≠ -
λi ( A ) + λj ( A )
λi ( A )λj ( A ) , i , j = 1, 2,… ,n.

　　证明　 利用方程 ( 1)的等价形式: ( I - (θA+

I ) T (θA+ I ) T vec( X ) = θvec(Q) ,以及

　　det ( I - (θA+ I ) T (θA+ I ) T )≠ 0 λi (θA+

I )λj (θA+ I ) = [θλi ( A ) + 1] [θλj ( A ) + 1]≠ 1,

立即可得定理 1成立 .显然 ,当d(θA+ I ) < 1时 ,方

程 ( 1)存在唯一解 .

　　定理 2　 GUALE存在唯一亚正定解 X 矩阵方

程 ( 2)存在唯一对称正定解 Y .

　　证明　 必要性 .如果 GUALE存在唯一亚正定

解 X ,则对方程 ( 1)两边取转置 ,再与方程 ( 1)相加 ,

整理得

　　A
T (X + X

T

2
)+ ( X + X

T

2
) A+ θAT ( X + X

T

2
) A

= - (
Q+ Q

T

2
) .

显然 ,Y =
1
2
(X + X

T
)是方程 ( 2)的对称正定解 .

　　充分性 .如果方程 ( 2)存在唯一对称正定解 Y ,

则由定理 1知 ,方程 ( 1)存在唯一解 X .这时 2× ( 2)

- ( 1) ,得

　　A
T ( 2Y - X ) + ( 2Y - X ) A+ θAT ( 2Y - X ) A

= - Q
T
. ( 3)

设 X
~ = 2Y - X ,则等式 ( 3)满足 A

T
X
~ + X

~
A +

θAT
X
~
A = - Q

T ,即

　　A
T
X
~ T

+ X
~ T

A+ θA
T
X
~ T

A = - Q. ( 4)

对比方程 ( 1)和方程 ( 4)可知 , X~ T = X ,因此 , Y =

1
2
( X + X

T ) X ∈ SPn .

　　定理 3　 GUALE存在亚正定解的必要条件为

Ree( A ) < 0.

　　证明　 若方程 ( 1)存在亚正定解 X ,则 (Q+

θAT
X A )∈ SPn ,于是 - ( AT

X+ XA )∈ SPn .设 A的

任意特征值 λ( A) 对应的特征向量为 x ,则 Ax =

λ( A )x .因此

　　 x
*

( A
T
X + X A )x = ( Ax )

*
Xx + x

*
X ( Ax ) =

λ( A )x* Xx + λ( A )x* Xx = 2Re(λ( A ) )x* Xx < 0,

从而 Reλ( A ) < 0.

　　定理 4　在方程 ( 1)中 ,设θAT
A+ A

T + A < 0,

其中正实数

　　θ≠ -
λi ( A ) + λj ( A )
λi ( A )λj ( A )

, i , j = 1, 2,… ,n,

则方程 ( 1)存在唯一亚正定解 X ,且 0 < R (X )≤TI ,

这里T= - d(Q+ Q
T
)

λ1 (θA
T
A+ A

T
+ A)

.

　　证明　由于

　　θ≠ -
λi ( A ) + λj ( A )
λi ( A )λj ( A ) , i , j = 1, 2,… ,n,

因此 ,由定理 1知 ,方程 ( 1)存在唯一解 X .

　　再证明方程 ( 2)存在唯一对称正定解 Y.由于方

程 ( 2)可以等价地写成 Y = (θA+ I )
T
Y (θA+ I ) +

θP ,记 f (Y ) = (θA+ I ) T
Y (θA+ I ) + θP.

　　定义对称正定矩阵集合K= {Y: 0≤ Y≤TI ,T>

0}.易知 ,K是一个紧凸集 .由于 T(θA
T
A+ A

T
+ A )

+ P ,θAT
A+ A

T + A为实对称矩阵 , P > 0,因此由

特征值不等式有

　　λ1 [T(θAT
A+ A

T + A ) + P ]≤Tλ1 (θAT
A+ A

T

+ A ) + λ1 ( P ) = -
d(Q+ Q

T )
λ1 (θAT

A+ A
T + A )

λ1 (θAT
A+

A
T + A ) +

1
2
d(Q+ Q

T ) < 0.

于是 ,T(θA
T
A+ A

T
+ A )+ P < 0.故对 Y∈ K,有

　　 0 < f (Y ) ≤ T(θA + I ) T (θA + I ) + θP =

θ[T(θAT
A+ A

T + A) + P ]+ TI≤TI ,

从而 f (K) K.因此 f (Y )在K上必存在不动点 Y ,

即方程 ( 2)存在对称正定解 Y ,且 0 < Y≤TI .根据定

理 2知 ,方程 ( 1)存在唯一亚正定解 X ,且 0 < R (X )

≤TI.

　　推论 1　若 θA+ I 2 < 1,则方程 ( 1)存在唯一

亚正定解 X ,且 0 < R (X )≤TI ,

　　T= -
d(Q+ Q

T )
λ1 (θAT

A+ A
T + A )

.

　　证明　当  θA+ I 2 < 1时 ,由

　　 [d(θA+ I ) ]2≤ θA+ I 2
2 = λ1 [ (θA+ I ) T (θA

+ I ) ]= θλ1 (θAT
A+ A

T + A) + 1 < 1 λ1 (θAT
A+

A
T + A ) < 0 θAT

A+ A
T + A < 0,

因此 ,由定理 4及d(θA+ I )≤ θA+ I 2 < 1,即知

推论 1成立 .

2　 GUALE亚正定解的迭代算法

　　利用方程 ( 1)的等价形式: X - (θA+ I ) T
X (θA

+ I ) = θQ,构造迭代

　　
X

(k+ 1) = (θA+ I ) T
X

( k) (θA+ I ) + θQ

X
( 0) = θQ

,k =

0, 1, 2,… ( 5)

由文献 [7 ]知 ,迭代 ( 5)收敛 d(θA+ I ) < 1.于是 ,
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由推论 1可得

　　定理 5　设 θA+ I 2 < 1,则由迭代 ( 5)产生的

序列 {X (n ) }收敛到方程 ( 1)的唯一亚正定解 X ,且 0

< R (X )≤TI ,其中T= -
d(Q+ Q

T )
λ1 (θAT

A+ A
T + A )

.

　　注　d(θA+ I ) < 1只保证迭代 ( 5)收敛到方程

( 1)的唯一解 .由定理 5可知 , θA+ I 2 < 1就能保证

迭代 ( 5)收敛到方程 ( 1)的唯一亚正定解 .

　　定理 6　设矩阵 A的特征值均具有负实部 ,即

Ree( A ) < 0.

　　 ( 1)当 = [λmax ( A
T
+ A ) ]

2
- 4λmax ( A

T
A) < 0

时 ,选取θ∈ ( 0,
- λmax ( A

T
+ A )

λmax ( AT
A )

;

　　 ( 2)当△ = [λmax ( AT + A ) ]2 - 4λmax ( AT
A)≥ 0

时 ,选取

　　θ∈ (
- λmax ( A

T
+ A) +  

2λmax ( AT
A )

,

- λmax ( AT + A )

λmax ( A
T
A)

) ;

则  θA+ I 2 < 1,从而由迭代 ( 5)产生的序列 {X (n ) }

收敛到方程 ( 1)的唯一亚正定解 X .

　　证明　因为

　　 θA + I 2
2 = λmax [ (θA + I ) T (θA + I ) ] =

λmax [θ2
A

T
A + θ( AT + A ) + I ]≤ θ2λmax ( AT

A ) +

θλmax ( AT + A ) + 1.

　　 ( 1)当 = [λmax ( A
T
+ A ) ]

2
- 4λmax ( A

T
A) < 0

时 ,由于λmax ( A
T
A ) > 0,因此 ,由二次曲线性质知 ,

 θ> 0,θ
2
λmax ( A

T
A) + θλmax ( A

T
+ A) + 1> 0,又由

　　θ
2
λmax ( A

T
A ) + θλmax ( A

T
+ A) + 1 < 1 θ <

- λmax ( AT + A )
λmax ( AT

A)
,

这里 , A
T
+ A < 0(见推论 1的证明 ) .所以 ,当选取θ

∈ ( 0,
- λmax ( A

T
+ A )

λmax ( AT
A)

)时 , θA+ I 2 < 1.根据定理

5,由迭代 ( 5)产生的序列 {X (n ) }收敛到方程 ( 1)的唯

一亚正定解 X .

　　 ( 2)当 = [λmax ( A
T
+ A ) ]

2
- 4λmax ( A

T
A)≥ 0

时 ,由于

　　θ2λmax ( AT
A ) + θλmax ( AT + A) + 1 > 0 θ>

- λmax ( AT + A ) +  
2λmax ( A

T
A )

,

　　θ2λmax ( AT
A ) + θλmax ( AT + A) + 1 < 1 θ <

- λmax ( A
T
+ A )

λmax ( AT
A)

,

所以 ,当选取θ∈ (
λmax ( A

T
+ A) +  

2λmax ( AT
A )

,

- λmax ( AT + A )

λmax ( A
T
A )

)时 , θA+ I 2 < 1,因此 ,由迭代

( 5)产生的序列 {X ( n) }收敛到方程 ( 1)的唯一亚正定

解 X .

　　根据上述结果 ,可得求解方程 ( 1)亚正定解的一

种算法 .

　　算法:

　　步骤 1　 根据推论 1,判断方程 ( 1)亚正定解的

存在性 ;

　　 步骤 2　若方程 ( 1)存在亚正定解 ,则按迭代

( 5)进行迭代 ;

　　步骤 3　判断是否  X (k+ 1) - X
(k) < X(精度要

求 ) ,若满足则取 X
* ≈ X

(k+ 1) ;否则重复步骤 2.

3　数值算例

　　考虑 GUALE的亚正定解 ,其中矩阵

　　 A =

- 2. 8 - 0. 1

- 0. 3 - 2. 8 …

…

… - 0. 1

- 0. 3 - 2. 8 n×n

,

　　Q =

0. 6 0. 2 - 0. 1

- 0. 4 0. 6 …

- 0. 3

…

- 0. 1

… 0. 6 0. 2

- 0. 3 - 0. 4 0. 6 n×n

,

n≥ 10.

选取适当的采样周期θ,使迭代 ( 5)收敛到该方程的

亚正定解 X
* .

　　解　当 n≥ 10时 ,直接计算可知 ,λmax ( R(Q) )≈

0. 97,λmin (R (Q) ) ≈ 0. 06, 所以 Q ∈ SPn . 易知 ,

Ree( A ) < 0.因此 ,若能选取适当的采样周期θ,使

 θA+ I 2 < 1,则由定理 5可知 ,由迭代 ( 5)产生的序

列 {X (n ) }收敛到方程 ( 1)的唯一亚正定解 X .

　　给出 n = 10的结果 .这时 ,Δ = [λmax ( A
T
+ A) ]

2

- 4λmax ( A
T
A ) = - 17. 2047 < 0,根据定理 6,当θ∈

( 0,
- λmax ( A

T
+ A)

λmax ( AT
A )

) = ( 0, 0. 4766)时 , θA+ I 2 <

1.选取θ= 0. 4,迭代得
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　　 X* ≈

0. 2460 0. 0859 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000

- 0. 1613 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000

- 0. 1256 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000

- 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002 - 0. 0000 - 0. 0000

- 0. 0007 - 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002 - 0. 0000

- 0. 0000 - 0. 0007 - 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003 - 0. 0002

- 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0007 - 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0383 - 0. 0003

- 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0007 - 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0858 - 0. 0378

- 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0007 - 0. 0033 - 0. 1258 - 0. 1622 0. 2452 0. 0851

- 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0000 - 0. 0007 - 0. 0032 - 0. 1239 - 0. 1580 0. 2435

,

表 1　 GUALE的亚正定解误差与采样周期的关系 (迭代次数 k= 25)

Tabl e 1　 GUALE sub-definite solution of the relat ionship between errors and the sampling period ( number of iterations k= 25)

采样周期

Sampling period

n = 10 n = 100 n= 500

 θA + I 2 Error Time(s ) Error Tim e( s) Error Time( s)

θ= 0. 1 0. 7584 5. 3236e- 008 0. 0216 5. 4604e- 008 0. 0990 5. 4604e- 008 9. 3091

θ= 0. 4 0. 2743 0 0. 0256 3. 1342e- 031 0. 0979 3. 1342e- 031 9. 3272

θ= 0. 47 0. 4970 8. 1460e- 017 0. 0228 1. 2077e- 016 0. 1163 1. 2077e- 016 9. 3123

计算出λmin ( R( X
*

) ) = 0. 0276> 0,λmax (R (X
*

) ) =

0. 3933.因此 ,X
*
是所给统一代数 Lyapunov矩阵方

程的一个 10阶亚正定解 ,且 0 < R( X* )≤ 0. 8370I.

这与本文的理论结果相符合 .

　　表 1结果显示 ,不同的采样周期θ对迭代 ( 5)的收

敛性影响较大 .就本文算例而言 ,当选择θ在 0. 4附近

时的解具有较高精度 .
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用文献 [4, 5]中的定理并不能判定例 2是否正规 ,而用

定理 1就能判定 ,所以定理 1推广了文献 [4, 5]中的相

关结论 .
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