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摘要:给出一个修改的 BFGS校正信赖域算法 ,并分析其收敛性 .该算法能够保持校正矩阵正定和收敛速度是二

次的 .
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Abstract: A modified BFGS-trust-region alg orithm is proposed and the converg ence is studied. This

algorithm ensure that the update matix is positive definite and the converg ence rate is quadratic.
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　　对于无约束最优化问题:

　　min f (x )

　　 x ∈ R
n
, ( 0. 1)

其中 f (x )是连续可微函数 ,目前 BFGS方法是拟牛

顿方法中解问题 ( 0. 1)的最有效方法 .文献 [1～ 3 ]

给出一些修改的 BFGS方法并分析其收敛性 .针对著

名的 BFGS校正公式

　　Bk+ 1 = Bk +
yky

T
k

s
T
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s
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k Bksk

, ( 0. 2)

其中 sk = xk+ 1 - xk ,yk = gk+ 1 - gk , gk和 gk+ 1分别是

f (x )在 xk和 xk+ 1处的梯度值 , Li和 Fukashima[3 ]给

出一个修改的 BFGS校正公式:

　　Bk+ 1 = Bk +
y
*
k y

* T
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T
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Bksk sk
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其中 y
*
k = yk + tk‖  f ( xk )‖ sk ,yk =  f (xk+ 1 ) -

 f ( xk ) , tk = C + max { 0, -

yk
T
sk

‖ sk‖ 2 }‖ f (xk )‖
- 1

,C > 0是一个常数 ,并且分析

其收敛性 .我们知道信赖域算法是非常重要的算法 ,

关于这类算法的研究见文献 [4～ 8]等 .本文将公式

( 0. 3)与一般的信赖域算法相结合 ,给出一个新的算

法 ,此算法能够保持校正矩阵的正定性 ,并且保证收

敛速度是二次的 .我们记 ‖  ‖ 是 R
1
中的 Euclid范

数 , g (x )∈ R
n是 f在 x处的梯度值 , {xn }是由算法产

生的点列 ,记 f k∶= f (xk ) ,gk∶=  f (xk ) .

1　算法及其性质

　　 给出解问题 ( 0. 1)的一般信赖域算法子问题的

定义式为

　　 minOk (s ) = f k + g
T
k s+

1
2 s

T
Bk s

s∈ R
n

s. t.‖ s‖ ≤ Δk , ( 1. 1)

其中 , Bk是 f (x )在 xk的 Hesse矩阵或其近似 ,Δk > 0

是信赖域半径 , s是试探步 .求解信赖域子问题是非常

重要的 ,文献 [9, 10 ]给出了问题 ( 1. 1)相应的方法并

讨论其收敛性 .

　　设 △ f k是 f 在第 k步的实际下降量 ,定义

　　△ f k = f k - f (xk + sk ) , ( 1. 2)

△jk为对应的预测下降量:

　　△jk = f k - Ok (s ) , ( 1. 3)

定义比值

　　 rk =
△ f k

△jk
, ( 1. 4)

利用文献 [11]中所给的信赖域算法与 ( 0. 3)式结合 ,
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给出一个修改的 BFGS校正的信赖域算法 .

　　算法 1

　　步骤 0　给定 x0∈ R
n ,对称阵 B0∈ R

n× n ,△0 >

0;

　　步骤 1　计算 gk .如果满足终止规则 ,则终止 ;否

则转步骤 2;

　　步骤 2　 解子问题 ( 1. 1) ,得试探步 dk ;

　　步骤 3　 计算 f (xk + sk )和 rk的值 ;

　　步骤 4　如果 rk < 0. 25,则令△k+ 1 = ‖ sk‖ /4;

如果 rk > 0. 75和 ‖ sk‖ = △k ,令△k+ 1 = 2△k ;否则

置△k+ 1 = △ k;

　　步骤 5　若 rk≤ 0,置 xk+ 1 = xk ;否则置 xk+ 1 =

xk + sk ,利用校正公式 ( 0. 3)产生 Bk+ 1 ,令 k∶ = k+

1,转步骤 1.

　　由算法 1可得到性质:

　　注 1　用 BFGS校正方法 ,当 y
T
k sk > 0时 ,Bk保

持正定性 .当 Bk正定时 ,有

　　 y
* T
k sk = ( yk + tk‖  f ( xk )‖ sk ) Tsk ≥

C‖ f (xk )‖ ‖ sk‖ 2 > 0, ( 1. 5)

其中 yk =  f (xk+ 1 ) -  f (xk ) , tk = C+ max { 0, -

y
T
k sk

‖ sk‖
2 }‖ f (xk )‖

- 1
,C > 0是一个常数 ,所以 Bk+ 1

也是正定的 .当 B0取对称正定矩阵时 ,用数学归纳法

可以证明由校正公式 ( 0. 3)产生的 Bk都是正定的 .相

应地 ,若 limk→∞ xk = x
*
,得到 

2
f (x

*
)是正定的 ,B

*

=  
2
f (x

*
) .

2　算法的收敛性分析

　　此节讨论的 Bk都是在 B0为对称正定时产生的 .

首先 ,定义水平集

　　K= { x ∈ R
n: f ( x )≤ f (x 0 ) }.

为了证明算法 1的收敛性 ,需要假设条件:

　　 ( A) f在K上二次连续可微 ,且存在 M > 0使得

‖ Bk‖ < M成立 .

　　注 2　根据注 1的讨论知 Bk是正定的 ,再由假设

( A)可得 ,存在 m > 0使得

　　 t
T 2

f (x ) t≥ m‖ t‖ 2 , x ∈ K, t∈ R
n ,

所以根据文献 [11 ]中的定理 1. 3. 16可得到水平集K

是有界闭凸集 .

　　注 3　利用K是有界集与 f (xk )是单调下降的 ,

可知由算法 1产生的点列 {xk } K,从而 { xk }是有界

点列 ,所以 {xk }存在聚点 ,设 xk→ x
*
.

　　定理 1　 根据上述讨论和假设 ( A) ,对于主序列

有 rk→ 1,xk→ x
* ,glb (xk ) > 0(glb表示 xk的总体最

小界 ) ,以及对于充分大的 k ,约束 ‖ d‖ 2 <△k ,那么

收敛速度是二阶的 .

　　 证明　 由算法 1产生的序列中存在一个子序

列 ,满足下列情况之一:

　　 ( 1)rk < 0. 25,△k+ 1→ 0(因而 ‖ sk‖ → 0) ,

　　 ( 2)rk≥ 0. 25, glb(△k ) > 0.

　　假定情况 ( 1)中的子序列 xk→ x
*
.考虑方向 dk

= - Bk
- 1
gk .由于 B

*
正定 ,则对充分大的 k ,方向 dk

为下降方向 .若 ‖ dk‖ ≤△ k ,则 sk = dk ,

　　△jk = f k - O(sk ) = - g
T
k sk -

1
2
s
T
k Bksk =

( Bk sk ) T sk -
1
2
skBksk =

1
2
s
T
k Bksk≥

1
2
λk‖ sk‖ 2 , ( 2. 1)

其中λk是 Bk的最小特征值 .若 ‖ dk‖ ≥△k ,则由jk

的最优性 ,

　　△jk≥ f k - O(△ kdk /‖ dk‖ )≥ -
△kd

T
k gk
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2
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T
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T
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2
△ kλk‖ dk‖ ≥

1
2
△

2
kλk =

1
2
λk‖ sk‖ 2 . ( 2. 2)

( 2. 1)式和 ( 2. 2)式表明△k≥
1
2
λk‖ sk‖ 2总成立 .注

意到△ f k = △jk + o(‖ sk‖ 2 ) ,从而得到

　　 rk =
△ f k

△jk
= 1+

o(‖ sk‖ 2 )

△ jk
→ 1, ( 2. 3)

这与 rk < 0. 25矛盾 .所以序列 xk→ x
*
不属于情况

( 1) ,而属于情况 ( 2) .于是 ,如果 k充分大使得‖ xk -

x
* ‖ ≤

1
2
glb (△k ) ,则文献 [11 ]中的牛顿收敛性定

理 3. 2. 1成立 ,故 xk+ 1 = xk - B
- 1
k gk满足 ‖ xk+ 1 -

x
* ‖ < ‖ xk - x

* ‖ ,并且在fk = { x|‖ x - xk‖ ≤

△k }中可行 .因此整个序列 xk→ x
*
.由 ( 2. 3)可知整

个序列满足 rk→ 1,且在情况 ( 2)下有 glb(△k ) > 0.

由于 k充分大时 ,‖ sk‖ <△k ,算法 1化为牛顿迭代 ,

所以由文献 [11]中的定理 3. 2. 1可知序列 {xk }具有

二次收敛速度 .
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