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摘要:基于 ARM A-GARCH模型 ,给出风险价值 VaR、条件风险价值 CVaR的计算公式 ,分别在标准正态分布、

student 'T分布、 Skewed-T分布、广义误差分布条件下对模型进行数值模拟 ,并用上证 A股、大同煤业股票相关
数据拟合模型来进行实证分析 .结果表明 ,利用 ARM A-GARCH模型给出的计算公式能够准确地估计 VaR值

与 CVaR值 ,并且随着给定概率水平 p的减少 , V aR与 CVaR的值增大 ,对于给定同一概率水平的 CVaR值比

VaR值大 , CVaR比 VaR更能体现风险度量的大小 .
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Abstract: Based on ARM A-GARCH model, the formula for calculating the risk of the value of V aR
and the value at ri sk conditions of CVaR a re given, respectiv ely, in the standard normal dist ribution,
student 'T distribution, Skewed-T dist ribution, the generalized erro r dist ribution model under the
condi tion of numerical simulation. Simulation results show that the use of ARMA-GARCH model

can mo re accurately estimate VaR and CVaR. At last w e use Shanghai Stock Index and Datong Coal
stock close of empirical data analysis, results show ed that with a given probabili ty lev el p reduction,

VaR and CV aR values increase; the same probability for a given level, the value of CV aR are bigger
than that of VaR, so CVaR risk measure is better than VaR.
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　　风险度量是把一个代表风险的随机变量转化为

一个实际值的过程 . Artzner
[1, 2 ]等首先提出“一致性

风险度量”这个概念 .他们认为一个风险度量至少应

该满足 4个条件 (单调性、次可加性、正齐次性、平移

不变性 ) ,在这 4个条件中 ,次可加性是很重要的一个

条件 ,它用来刻画投资组合理论中的风险分散化原

理 .风险价值 VaR已经成为风险度量的重要工具之

一 ,用来度量某一个资产组合在未来一个给定的期限

内 ,在选定置信水平下的最大可能损失 . Artzner
[1 ]等

指出在一般条件下 , VaR不满足一致性风险度量理

论中的次可加性公理 ,也即组合的 VaR可能会大于

组合中各资产的 VaR之和 ,因而破坏投资组合理论

中的风险分散化原理 .为了弥补风险价值 VaR的缺

陷 ,产了条件风险价值 CVaR. CVaR是指损失超过

VaR水平的条件期望 , CVaR是一致风险度量 ,知道

CVaR的值更能回避风险 .所以正确估计 VaR与

CVaR的值具有重大的现实意义 .

　　在金融市场中 ,许多金融时间序列具有异方差性

质 ,如股票、基金的价格等 . GARCH模型是至今为止

最常用、最可行的异方差序列拟合模型 .如文献 [2 ]应

用 GARCH模型估计上证综合指数收益 VaR值 ,结

果 GARCH模型比 Riskmetrics标准法能更准确地反

应股市风险 ;文献 [3 ]说明基于 GARCH模型估计

VaR更加具有动态性和准确性 .另外 , Skew ed-T分

布能够很好地刻画金融资产的厚尾分布 .如 ,文献 [4]

说明 Skew ed-T分布较好地拟合了金融资产的厚尾

特性以及不同 GARCH模型在 Skewed-T分布下预

测 VaR更准确 ;文献 [5]应用 GARCH模型在标准正

态分布、 student 'T分布、 Skew ed-T分布、广义误差分

布的假设下估计下一期的 VaR,结果 GARCH模型
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在 Skew ed-T分布下更好地估计 VaR. GARCH模型

在 Skewed-T分布条件下能够准确地估计下一期给

定概率水平的 VaR,但是文献 [2～ 5 ]的研究都是在

不包含趋势项的 GARCH模型的基础上进行讨论和

都没有计算 CVaR,在实际中有许多金融数据序列会

呈现出各种形式的相依性和趋势性 ,所以本文将对包

含趋势项的 GARCH模型进行讨论 ,也就是在

ARMA-GARCH模型基础上讨论 V aR和 CVaR的

估计 .

1　 ARMA-GARCH模型以及 VaR与 CVaR

的计算公式

　　 ARMA( _ ,g) -GARCH( q, p )模型定义 [4 ]为

　　 rt = O0 + ∑
_

i= 1
Oirt- i + at - ∑

g

j= 1
θjat- j = ut + at ,

( 1. 1)

　　at = etXt , ( 1. 2)

　　e2t = a0 + ∑
q

i= 1
Tia2

t- i + ∑
p

j= 1
Uje2t- j . ( 1. 3)

( 1. 1)式是 rt 的相依趋势模型 ,其形式为 _ ,g阶的

ARMA模型 , ( 1. 2)式和 ( 1. 3)式是条件异方差

GARCH模型 ,其阶数为 p ,q.O0 ,Oi , i = 1, 2,… ,_ ,θj ,

j = 1, 2,… ,g,a0 ,Ti , i= 1, 2,… ,q,Uj , j = 1, 2,… , p,

称为 ARM A( _ ,g) -GARCH (q, p)模型的参数 .

　　如果 X表示证券组合在一定持有期内的对数收

益率 ,那么给定概率水平 p (一般很小 )的 VaR定

义 [2 ]为

　　 VaRp = - inf {u: P (X < u )≥ p }. ( 1. 4)

概率水平为 p的 CVaR可表示为

　　 CVaRp = - E [X|X≤ - V aRp ] , ( 1. 5)

其中 VaRp是给定概率水平为 p的 VaR.

　　在已知 t时刻信息条件下估计 rt+ 1在给定概率水

平为 p的 VaRr
t+ 1

.假设在给定Kt条件下随机误差Xt+ 1

的条件密度函数为 f (Xt+ 1|Kt ) ,再相应给出概率水平

为 p的 VaR为 VaRX
t+ 1

. 由于

　　 rt+ 1 = O0 + ∑
_

i= 1
Oirt+ 1- i + at+ 1 - ∑

g

j= 1
θjat+ 1- j =

ut+ 1+ at+ 1 ,at+ 1 = et+ 1Xt+ 1 ,

则

　 　 P (rt+ 1 < VaRr
t+ 1|Kt ) = P(

rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
<

VaRr
t+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt ) = P (Xt+ 1 <

VaRr
t+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt )

=∫
( VaR

r t+ 1
- u

t+ 1
)

e
t+ 1

-∞
f (Xt+ 1|Kt ) dXt+ 1 ,

所以由 P (rt+ 1 < VaRr
t+ 1
|Kt ) = p得 ,

VaRr t+ 1 - ut+ 1

et+ 1

= VaRXt+ 1 ,从而

　　 V aRr
t+ 1

= et+ 1VaRX
t+ 1

+ ut+ 1 . ( 1. 6)

根据波动率方程可知 ,at+ 1的条件方差 et+ 1可以由过

去的条件方差和误差的平方估计 , ut+ 1可以根据均值

方程由过去的信息算出 .由极大似然估计方法可以估

计出 Xt+ 1 的条件密度函数中的参数 ,从而求出

VaRX
t+ 1

.

　　由前面可知Xt+ 1的条件密度函数为 f (Xt+ 1|Kt ) .

那么可求得

　　 rt+ 1 = O0 + ∑
_

i= 1
Oi rt+ 1- i + at+ 1 - ∑

g

j= 1
θjat+ 1- j =

ut+ 1 + at+ 1 = ut+ 1 + et+ 1Xt+ 1

的密度函数为
1
et+ 1

f (
rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt ) .这是因为

　　 P (rt+ 1 < x ) = P (
rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
<

x - ut+ 1

et+ 1
) =

P (Xt+ 1 <
x - ut+ 1

et+ 1
) =∫

x - u
t+ 1

e
t+ 1

-∞
f (Xt+ 1|Kt )dXt+ 1 =∫

x

-∞

1
et+ 1

f (
rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt ) drt+ 1 (令Xt+ 1 =

rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
) .

所以 rt+ 1的密度函数

　　 f (rt+ 1 ) =
1
et+ 1

f (
rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt ) .

从而

　　 CVaRr
t+ 1

= E(rt+ 1|rt+ 1 < - VaRr
t+ 1

) =

E (rt+ 1Ir
t+ 1

<- V aR
rt+ 1

)

P (rt+ 1 < - VaRr
t+ 1

) =

1
p∫

- VaR
rt+ 1

-∞
rt+ 1

1
et+ 1

f (
rt+ 1 - ut+ 1

et+ 1
|Kt ) drt+ 1 =

1
p∫

- Va R
rt+ 1

- u
t+ 1

e
t+ 1

-∞
(ut+ 1 + et+ 1Xt+ 1 ) f (Xt+ 1|Kt )dXt+ 1 =

1
p∫

- Va R
rt+ 1

- u
t+ 1

et+ 1

-∞
ut+ 1 f (Xt+ 1|Kt ) dXt+ 1 +

1
p∫

- Va R
r
t+ 1

- u
t+ 1

e
t+ 1

-∞
et+ 1Xt+ 1 f (Xt+ 1|Kt ) dXt+ 1 = ut+ 1 +

et+ 1 CVaRM
t+ 1

(令 rt+ 1 = ut+ 1+ et+ 1Xt+ 1 ) ,

因此

　　 CVaRr
t+ 1

= ut+ 1+ et+ 1CVaRM
t+ 1

, ( 1. 7)

其中 CVaRM
t+ 1
和 CVaRr

t+ 1
分别是在 t+ 1时刻Mt+ 1和

rt+ 1给定概率水平为 p的 CVaR的值 .

2　数值模拟结果与分析

　　在已经知道Xt 的分布和时间序列 {rn ,n = 1, 2,

… , t }以及 ARM A-GARCH模型的阶数 (模型的参

数未知 )的前提下 ,检验 ARMA-GARCH模型估计

给定概率水平为 p的 VaR与 CVaR值的准确性 .本
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文进行如下数值模拟 .

　　真值: 假设已经知道 Xt 的分布和 ARMA-

GARCH模型的参数 ,如果给出相应的初值 ,就可以

算出一组时间序列 ,记为 {rn ,n = 1, 2,… , t } ,这时根

据 ( 1. 6)式和 ( 1. 7)式就可以算出给定概率水平的

VaR与 CVaR的值 .

　　估计值:由于已经知道Xt的分布和时间序列 { rn ,

n = 1, 2,… , t } ,可以用极大似然估计法 [3 ] (用 Eview s

软件操作 )来估计 ARMA-GARCH模型的参数 ,然

后在模型新的参数前提下根据 ( 1. 6)式和 ( 1. 7)式算

出给定概率水平的 VaR与 CVaR的值 .

　　相对误差: 在确定 Xt的分布和 ARMA-GARCH

模型前提下 ,由估计值和真值算出相对误差 (估计值

和真值的差再除以真值 ) ,因为相对误差体现估计值

和真值的接近程度 ,相对误差绝对值越小 ,说明估计

值和真值越接近 ,相对误差为 0结果最好 ,此时表明

估计值和真值相同 .所以相对误差绝对值的大小可以

判断给定概率水平的 VaR与 CVaR的准确性 ,如果

相对误差绝对值很小甚至接近 0,就可以确定

ARMA-GARCH模型能较准确地估计给定概率水平

的 VaR与 CVaR.

　　为了方便数值模拟 ,选取 ARMA( 1, 0) -GARCH

( 1, 1)模型:

　　 rt = 0. 001+ 0. 3rt- 1 + at ,

　　at = etXt ,

　　e2t = a0 + 0. 5a2
t - i + 0. 45e2t- 1 ,

其中 Xt 分别来自标准正态分布 (标准 t分布 ) ,

student 'T分布 , Skew ed-T分布 (偏斜 t分布 ) ,广义

误差分布 .这里取e1和 r1初值分别为 0. 045和 0. 05,

根据递推式得到一个时间序列 { rn ,n = 1, 2,… , t } , t

= 500.

　　由表 1的结果可以看出 ,相对误差绝对值控制在

1. 0%和 2. 5%范围内 ,最小为 1. 0% .

表 1　εt服从标准正态分布时 VaR和 CVaR的模拟结果

Tabl e 1　 VaR and CVaR simul ation results forεt in standard

normal distribution

概率水平
Probabi li ty
lev el(% )

真值
True value

估计值
Es timate value

相对误差
Relative error(% )

VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR

1 0. 138 0. 156 0. 135 0. 153 - 2. 2 - 1. 9

2 0. 121 0. 144 0. 118 0. 140 - 2. 5 - 2. 8

3 0. 111 0. 133 0. 109 0. 131 - 1. 8 - 1. 5

5 0. 097 0. 120 0. 095 0. 118 - 2. 0 - 1. 6

10 0. 075 0. 102 0. 074 0. 101 - 1. 3 - 1. 0

　　由表 2结果可以看出: ( 1)估计给定概率水平的

VaR,相对误差的绝对值随着概率水平的增大而增

大 ,最小为 0. 5% ,最大为 5. 0% . ( 2)估计给定概率水

平的 CVaR,相对误差的绝对值随都很小 ,在 0与

2. 0%之间 .

表 2　εt 服从自由度为 4的标准分布时 ,VaR与 CVaR的模拟

结果

Table 2　VaR and CVaR simul ation results forεt in standard

normal distribution of freedom 4

概率水平
Probabili ty
level(% )

真值
True value

估计值
Es timate value

相对误差
Relative error(% )

VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR

1 0. 202 0. 276 0. 201 0. 279 　 0. 5 　 1. 0

2 0. 165 0. 228 0. 162 0. 229 - 2. 0 　 0. 4

3 0. 145 0. 203 0. 141 0. 203 - 3. 3 0

5 0. 121 0. 175 0. 116 0. 173 - 4. 2 - 1. 0
10 0. 091 0. 140 0. 087 0. 136 - 5. 0 - 2. 0

　　表 3模拟Xt服从自由度为 5偏斜度为 0. 5的偏斜

t分布的情况 .表 4模拟参数为 1. 7的广义误差分布

时的情况 .由表 3可以看出: ( 1)估计给定概率水平的

VaR,相对误差的绝对值较小 ,最小为 1. 2% ,最大为

4. 0% . ( 2)估计给定概率水平的 CVaR,相对误差都

很小 ,在 0. 5%与 2. 3%之间 .

表 3　VaR和 CVaR的模拟结果

Table 3　VaR and CVaR simul ation results

概率水平
Probabili ty
level(% )

真值
True value

估计值
Es timate value

相对误差
Relative error(% )

VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR

1 0. 800 1. 069 0. 810 1. 051 1. 3 - 1. 6

2 0. 651 0. 892 0. 670 0. 887 3. 0 - 0. 5

3 0. 570 0. 797 0. 580 0. 780 2. 0 - 2. 1

5 0. 473 0. 685 0. 490 0. 677 4. 0 - 1. 2

10 0. 348 0. 544 0. 355 0. 531 2. 5 - 2. 3

表 4　VaR和 CVaR的模拟结果

Table 4　VaR and CVaR simul ation results

概率水平
Probabili ty
level(% )

真值
True value

估计值
Es timate value

相对误差
Relative error(% )

VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR

1 0. 234 0. 268 0. 242 0. 276 　 3. 4 　 2. 9

2 0. 206 0. 244 0. 211 0. 250 　 2. 4 　 2. 4

3 0. 189 0. 228 0. 187 0. 230 - 1. 0 　 0. 8

5 0. 167 0. 208 0. 172 0. 203 　 3. 0 - 2. 4

10 0. 133 0. 178 0. 138 0. 181 　 3. 7 　 1. 7

　　表 1～ 4的结果表明 , ARMA-GARCH模型能够

准确地估计给定概率水平为 p的 VaR与 CVaR. 从

整体上讲 ,估计 CVaR的相对误差绝对值比估计

VaR的相对误差绝对值略低 ,估计效果更好 .

3　实例验证分析

　　取上证 A股大同煤业股票的日收盘价 (光大证

券 ) ,时间从 2007年 5月 25日到 2008年 9月 2日共

230个数据 .以这些数据来拟合模型并估计下一期给

定概率水平的 VaR与 CVaR.经过计算 ,收益率 rt , t
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= 1, 2,… , 229,总共有 229个 ,其中股票收盘价的对

数之差定义为股票收盘格变化所带来的收益率 .

　　时间序列 { rt , t = 1, 2,… , 229}模型主要由均值

方程和波动率方程确定 .由于 { rt , t = 1, 2,… , 229}自

相关和偏自相关 (图 1)都具有一阶截尾性 ,因此均值

方程用 ARMA( 1, 1)来拟合 .由于误差平方自相关和

偏自相关 (图 2)都具有一阶截尾性 ,因此波动率方程

用 GARCH( 1, 1)模型来拟合 .

　　所以可用以下 ARMA( 1, 1) -GARCH( 1, 1)模

型为时间序列 { rt , t = 1, 2,… 229}建模:

　　 rt = O0 + O1rt- 1 - θ1at- 1 + at ,

　　at = etXt ,

　　e2t = a0 + T1a2
t- 1 + U1e2t- 1 ,

其中O0 ,O1 ,θ1 ,a0 ,T1 ,U1为待估计的参数 .

图 1　 { rt , t = 1, 2,… , 229}自相关和偏自相关

　　 Fig. 1　 Autocorr elation and pa rtial autocorr elation of { rt ,

t = 1, 2,… , 229}

图 2　误差平方自相关和偏自相关

　 　 Fig. 2 　 Square erro r autocor relationd and partia l

autocror relation

　　表 5中 Jarque-Bera统计量结果和 probabili ty值

表明收益数列遵循正态分布的假设被拒绝 ,从

skew ness系数可以知道 ,收益数列具有负的偏斜度 ,

kurtosis的值为 3. 1708,大于 3,具有比标准正态分布

更高的峰度 .由图 3可以看出收益数列分布具有厚尾

性质 .因此Xt的分布用偏斜 t分布来拟合 .

表 5　收益率数列的描述统计量

Tabl e 5　 Description statistic of return sequence

mean median max min sta. dev skewness kurtosis JB p

- 0. 0017 0. 0007 0. 0955 - 0. 1055 0. 0436 - 0. 1755 3. 1708 1. 454 0. 483

图 3　收益率序列

Fig. 3　 Return sequence

　　用极大似然估计模型的参数 ,最终得到模型:

　　 rt = - 0. 09683 - 0. 6910rt- 1 + 0. 806at- 1+ at ,

　　at = etXt ,

　　e2t = 0. 0004+ 0. 01a2
t- 1 + 0. 9e2

t- 1.

估计得到偏斜 t分布的自由度为 3,偏斜度为 0. 02.

　　估计 rt下一期给定概率水平的 VaR与 CVaR值

见表 6.

表 6　不同概率水平下 VaR值和 CVaR值

Table 6　 VaR value and CVaR value in dif ferent probability

level

P (% ) VaR CVa R

1 0. 155 0. 286

2 0. 099 0. 240

3 0. 071 0. 165

5 0. 041 0. 120

10 0. 005 0. 070

　　从表 6结果可以看出: ( 1)随着给定概率水平 p

的减少 , VaR与 CVaR的值增大 .投资者可以根据不

同的概率对应不同的风险准备相应的资金避免大同

煤业股票价格下跌带来的风险 . ( 2)估计给定同一概

率水平的 VaR与 CVaR, CVaR的值总比 VaR的值

大 .说明如果以 CVaR来衡量大同煤业股票的风险 ,

则需要投入更多的资金 . ( 3) VaR与 CVaR都是风险

度量 ,但是 CVaR比 VaR更能体现风险度量 ,我们更

倾向于根据 CVaR的值准备相应的基金来避免投资

大同煤业股票带来的风险 .
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