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摘要:利用有限群极大子群的极大 θ-偶的性质 ,在限制条件较相关文献弱的情形下 ,研究群的可解性 .
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Abstract: By using the properties of theta-pairs for maximal subg roups, the solv abili ty of a fini te

subg roup is discussed under w eaker conditions
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　　 1990年 , N. P. Mukherjee等
[1 ]
引进极大子群的

θ-偶的概念 ,为研究群的结构提供了新的途径 .此

后 ,关于极大子群的θ-偶和极大子群的θ-偶对有限

群结构影响的研究取得了丰富的成果
[ 2, 3]

.其中李世

荣
[3 ]
证明: G是超可解的当且仅当对于 G的每个有合

数指数的极大子群 M ,θ(M )中有一个极大元使得

(C ,D ) , G= MC ,且|C /D|无平方因子 .

　　本文首先适当修改李世荣 [3 ]的关于|C /D|无平

方因子的条件 ,得到关于群 G可解的一个结果 ;其次

适当修改极大子群的θ-偶的条件 ,得到群 G为可解 .

　　文中所用符号皆为标准的 ,涉及的群均是指有

限群 .

1　定义及基本结果

　　定义 1
[1 ]　 设 M是 G的极大子群 ,G的子群偶

(C ,D )称为关于 M的 θ-偶 .

　　若 ( i)D4 G,D < C ; ( ii)〈M ,C〉 = G,〈M ,D〉 =

M ; ( iii)C /D不真含 G /D的异于 1的正规子群 .记

θ(M ) = { (C ,D )|(C , D )为 G的关于 M的 θ-偶 }.

　　若在θ(M )中定义偏序 (C ,D ) (C
′
,D
′
) ,若

C≤ C′.易知θ-偶集θ(M )非空且关于以上偏序必有

极大元 .

　　若 (C , D)∈ θ(M )且 C4 4 G,称 (C ,D )为 M的

一个次正规θ-偶 .

　　定义 2
[4 ]　设 G是有限群 ,|G|= p

T
11… p

T
ss .若存

在 G的正规群列: G= G0 > G1 > … > Gs = 1使得

|Gi-1 /Gi|= p
T
ii , i = 1,… , s ,则称群列 G= G0 > G1 >

… > Gs = 1为 G之一 Sylow塔 ,而称 G为一具有

Sylow塔的群 .

　　定义 3　设 M < G,g(G) = {M||G∶M|= 合

数 ,且Z(G∶M )含有平方因子 } .

　　 定 义 4　 引 入 下 列 极 大 子 群 的 集 合:

( 1) F
s
(G)

[ 5 ]
= {M < G||G∶M|= 合数 } , L (G)

[ 5]

= ∩ {M|M∈ F
s
(G) } . 若 F

s
(G) = ○ ,则定义 L (G)

= G. 且 L (G)是超可解的 . ( 2) S(G)
[6 ]
= {M < 

G|M 非幂零 } , H2 (G)
[6 ]
= ∩ {M|M ∈ S (G) } , 且

H2 (G) [6 ]是可解的 .

　　引理 1
[ 3]
　设 M为群 G的极大子群 ,M有一个

极大θ-偶 (C ,D ) .定义 C
′
= CMG ,且设 X是群系 ,则

下列结论成立:

　　 ( a)M有一个极大θ-偶 ( K ,MG) ,其中 K 4 G,或

者 K = C
′= CMG.

　　 ( b)若 C /D∈ X ,则 K /MG∈ X .

　　引理 2
[3 ]　设 M < G, (C ,MG )是 M的一个极大

θ-偶 ,若 N≤ M且 N 4 G,则 (C /N ,MG /N )是 M /N

的极大θ-偶 .
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　　引理 3
[7 ]
　令 D是 G的一个子群 ,|D|2≤ 2且 D

在 G中的指数为素数 ,则 G可解 .

　　引理 4
[7 ]　设 G= AB ,子群 A, B的 Sylow 2-子

群的阶不超过 2,那么 G是可解的 .

　　引理 5　设 G非可解 ,且 G的每个核为 1的极大

子群 M都存在一个极大θ-偶 (C ,MG ) = (C , 1) .若 N

是 G的唯一极小正规子群 ,且 N非可解 ,而 C是有

Sylow塔 ,则 C是 G的极大子群 .

　　证明　若 C 4 G,则 N≤ C.由 C有 Sylow塔知 ,

N可解 ,矛盾 .因此 C 4 G,令 E = CN ,则 C < E.

　　情形 1　若 C∩ N = 1,由 N≤ C ,及 N的唯一

极小正规性知 ,CE = 1,故 C在 E中 c-正规 .即 E有一

个可解的极大子群 C ,且 C在 E中 c-正规 ,于是 E可

解 ,从而 N可解 ,矛盾 .

　　情形 2　若 C∩ N≠ 1,令 B= C∩ N ,则 B4 C ,

且 B是有 Sylow塔 .令 p为 |B|的最大素因子 , P∈

Sylp (B ) ,则 P 4 B.由 P char B4 C ,故 P4 C ,但是

P4 /N .否则 , P4 N ,于是 1≠ P≤ F( N ) < N .又

F (N ) char N 4 G,可推出 F( N ) 4 G,与 N是 G的极

小正规子群相矛盾 .于是 C≤ NE ( P ) < E,故 C =

NE ( P ) .从而 NN ( P) = NE ( P )∩ N = C∩ N = B ,

则 P∈ Sy lp ( N ) .否则 , P
* ∈ Sylp (N )使 P < P

* ,

于是 P < N
*
P ( P) = P

* ∩ NN ( P ) = P
* ∩ B ,矛盾 .

故由 Frat tini论断知 , G= NG ( P )N .又 NG (P ) < G,

即 H < G使 NG ( P )≤ H < G,于是 G= HN .因

C = N E (P )≤ NG ( P )≤ H ,故 C≤ H.假设 C < H ,

因 (C , 1)是 M的极大θ-偶 ,所以 ( H , 1)不是 M的极

大θ-偶 .由θ-偶的定义知 , H中包含 G的非平凡正规

子群 .故 N≤ H ,所以 G= N H= H ,与 H < G相矛

盾 .因此 C = H ,即 C是 G的极大子群 .

　　引理 6　 H4 4 G且 H幂零 ,则 H≤ F (G) .

　　证明　因 H4 4 G,可设 G有次正规群列 1≤…

≤ H≤ H1≤ H2≤… ≤ G.由 H幂零 ,且 H4 H1

可推出 , H ≤ F ( H1 ) . 又 F ( H1 ) charH1 4 H2 , 故

F ( H1 ) 4 H2 .而 F (H1 )幂零 ,所以 F ( H1 )≤ F ( H2 ) .

依次类推 H≤ F( H1 )≤ F( H2 )≤…≤ F (G) ,故 H

≤ F (G) .

　　引理 7
[4 ]
　群 G是超可解的当且仅当对 G的每

个有合数指数的极大子群 M ,Z(G∶M )无平方因子 .

　　引理 8
[4 ]　设 H为 G的极大子群 ,若 H幂零 ,且

H的 Sylow 2-子群的幂零类≤ 2,则 G可解 .

2　主要结果

　　定理 1　令 G是一个群 ,假设对于 G的每个极大

子群 M ∈ g(G) ,M有一个极大θ-偶 (C ,D )使得 C /D

有 Sylow塔 ,|C /D|2≤ 2并且 G= MC ,那么 G可解 .

　　证明　假设定理不成立 ,令 G是一个极小阶反

例 .首先证明g(G)≠○ ,且 G非单 .假如g(G) = ○ ,

则有 2种情况成立: ( 1)对于 G的每个极大子群 M ,均

有|G∶M|= 素数 ; ( 2)对于 G的每个有合数的极大

子群 M ,Z(G∶M )无平方因子 .无论 ( 1)或 ( 2) ,都可

以由 Huppert定理或引理 7,推出 G超可解 ,矛盾 .若

G是单群 ,则 M∈ g(G) , (G, 1)是 M的唯一的极大

θ-偶 ,使 G有 Sylow塔 , G可解 ,矛盾 .其次令 N是 G的

极小正规子群 ,证明 G /N可解 .若g(G /N ) = ○ ,则

G /N 可解 . 故 g(G /N ) ≠ ○ , 对于  M /N ∈ g

(G /N ) ,则有 M ∈ g(G) .由引理 1及题设知 ,M中存

在一个极大 θ-偶 (C ,MG )使得 C /MG有 Sy low塔 ,

|C /MG|2≤ 2并且 G= MC ,因 N ≤ M ,故 (C /N ,

MG /N )是 M /N的极大θ-偶 ,且满足定理条件 .由 G

是极小阶反例知 , G /N可解 .进而可以推出 N是 G的

唯一极小正规子群 ,且 N非可解 .

　　 N非可解 ,因此 N≤/L (G) .即 H∈ F
s (G)使 N

≤/H ,则 G= HN ,且 HG = 1.若Z(G∶ H )无平方因

子 ,因 N≤/H ,故Z(G∶ H ) = o( N )无平方因子 ,因此

N超可解 ,矛盾 .于是Z(G∶ H )含有平方因子 ,即 H

∈ g(G) .由题设知 , H有一个极大θ-偶 (C
*
, 1)使得

C
* 有 Sy low塔 ,|C* |2≤ 2且 G= HC

* .由 N非可解

知 , N C
* ≠ G,且 C

*
G = 1.由引理 5知 ,C* 是 G的

极大子群 .

　　 最后证明 C
*
∈ g(G) .否则 ,C

*
 g(G) ,即有

|G∶C
* |= 素 数 , 或 者 |G∶C

* |= 合数 , 且

Z(G∶C
* )无平方因子 .若|G∶C

* |= 素数 ,由引理 3

知 ,G可解 ,矛盾 .故|G∶C
*
|= 合数 ,但 Z(G∶C

*
)

无平方因子 ,而 Z(G∶C
* ) = |N|,于是 N 可解 ,矛

盾 .所以 C
* ∈ g(G) .由题设知 ,C* 中存在一个极大

θ-偶 (D, 1)使得 G = C
*
D ,且 |D|2≤ 2. 又因为

|C*|2≤ 2,由引理 4知 , G可解 ,矛盾 .

　　定理 2　假设 G是一个有限群 ,则 G可解当且仅

当对于 G的任意极大子群 M∈ g(G) ,M有一个次正

规极大θ-偶 (C , D) ,使 C /D幂零 .

　　证明　充分性:假设命题不成立 ,令 G是一个极

小阶反例 ,设g(G)≠○ .若 G是单群 ,对于 G的每个

极大子群 M ∈ g(G) , (G, 1)是 M的唯一的次正规极

大θ-偶使 G= G /1幂零 ,从而 G可解 ,矛盾 .令 N是

G的极小正规子群 ,我们可以断言 G /N可解 . 若

g(G /N ) = ○ ,则 G /N 可解 . 若 g(G /N )≠ ○ ,对

 M /N ∈ g(G /N ) ,则 M ∈ g(G) .由题设及引理 1

知 ,M有一个次正规极大θ-偶 (C ,MG )使 C /MG幂

零 .又 N≤ MG,故 G /N满足定理的假设 .由 G的极小
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性得 G /N可解 ,且 N是 G的唯一极小正规子群 .

　　G非可解 ,故 N非可解 ,于是 N≤/L (G) .即 H

∈ F
s (G)使 N ≤/H ,则 G = HN ,且 HG = 1.若

Z(G∶ H )无平方因子 ,因 N ≤/H ,故 Z(G∶ H ) =

o(N ) 无平方因子 , 因此 N 超可解 , 矛盾 . 于是

Z(G∶ H )含有平方因子 ,即 H∈ g(G) .由题设知 , H

有一个次正规极大θ-偶 (C1 , 1)使 C1幂零 .由引理 6

知 , 1≠ C1≤ F(G)≠ G,故 N≤ F (G) .从而推出 N

可解 ,矛盾 .

　　反之 ,假设 G可解 ,对 G的任一极大子群 M ,存

在主因子 H /MG为 Abel群 ,并且使得 H≤/M ,MG≤

M ,则 ( H ,MG )为 M的正规θ-偶 .因此 ( H ,MG )也为

M的次正规极大θ-偶 ,并且满足定理条件 .

　　定理 3　N是 G的正规子群 ,对于任意不包含 N

的非幂零极大子群 M ,M 中存在一个极大θ-偶 (C ,

D )使 C /D幂零 ,且 Sylow 2-子群的幂零类≤ 2,则 N

可解 .

　　证明　假设定理不成立 ,令 G是一个极小阶反

例 .若 S(G) = ○ ,则H2 (G) = G可解 ,从而 N可解 ,矛

盾 .所以 S(G)≠○ ,若 G是单群 ,则对于 G的任意的

非幂零极大子群 M , (G, 1)是 M的唯一的极大θ-偶 ,

则 G可解 ,矛盾 .故 G非单 .令 R是 G的极小正规子

群 ,则 N R /R 4 G /R.分 3种情形证明 N R /R可解 .

　　情形 1　若 S(G /R ) = ○ ,则H2 (G /R ) = G /R可

解 ,从而 N R /R可解 .

　　情形 2　若 S(G /R)≠○ ,但 N R /R包含在 G /R

的所有的非幂零极大子群中 , 则有 N R /R ≤

H2 (G /R ) .由H2 (G /R )可解知 , N R /R可解 .

　　情形 3　若 S(G /R )≠○ ,但 G /R中存在一个非

幂零极大子群 M /R ,使 N R /R≤/M /R ,所以 N≤/M∈

S (G) .由引理 1及题设知 ,M中存在一个极大 θ-偶

(C ,MG )使 C /MG幂零 ,且 Sylow 2-子群幂零类≤ 2.

因 R≤ M ,故 (C /R ,MG /R )是 M /R的极大θ-偶 ,且满

足定理条件 .由 G是极小阶反例知 , N R /R可解 .因此

无论何种情形 ,均可以证明 N R /R可解 .

　　若 N ∩ R = 1,则 N R /R N ,于是 N可解 ,矛

盾 .因此 R∩ N≠ 1,所以 R≤ N ,从而 N /R可解 .因

N非可解 ,所以可推出 R是 G的唯一极小正规子群 ,

且 R非可解 .

　　因 R非可解 ,于是 R≤/H2 (G) ,即 L∈ S(G)使

R≤/L ,所以 LG= 1.又 R≤ N ,故 N≤/L .于是由题设

知 ,L有一个极大θ-偶 (C1 , 1)使 C1幂零 ,且 Sy low 2-

子群的幂零类≤ 2.若 R≤ C1 ,则 R可解 ,矛盾 .故 R

≤/C1≠ G,且 C1G = 1. 取 C1 < H≤ G, 由引理 8知 ,

H 可解 . 因 (C1 , 1)是 L 的极大 θ-偶 ,故 (H , 1)  

θ(L ) .由θ-偶的定义知 , H中包含 G的非平凡的正规

子群 . 由 R的唯一极小正规性知 , R≤ H.于是 R可

解 ,矛盾 .
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我国研制出新型人造纤维

　　在清晨薄雾散去之后 ,常常会有晶莹的露珠挂在蜘蛛网上。中国科学院和北京航空航天大学等机构的研究

人员利用光学显微镜和电子显微镜观察研究蜘蛛网发现 ,在由两根纤维形成的“主干” 蜘蛛丝上分布着许多由

纳米级纤维构成的纺锤状微小凸起 ,当空气中的水分凝结到蜘蛛丝表面后 ,会在这些微小凸起地方汇集形成大

滴的露珠。研究人员仿照蜘蛛丝这种独特的结构 ,利用尼龙纤维等材料制造出了类似的“吸水蜘蛛丝”。把这种

新型的“吸水蜘蛛丝”材料置于空气中 ,空气中的水分能在这种材料表面凝结成水珠。 这种新型的“吸水蜘蛛

丝”材料有望将来用于从空气中获取水分 ,以及用于工业过滤等。

(据科学网 )
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