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摘要:利用图的匹配多项式及其最大实数根的性质 ,刻画了图 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n )的匹配等价图类 .
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　　本文仅考虑有限 ,无向简单图 .设 G是有 n个顶

点的图 , G的一个匹配是指 G的一个生成子图 ,它的

每个分支或是孤立点或是孤立边 . t-匹配是指有 t条

边的匹配 .文献 [1 ]定义图 G的匹配多项式为_ (G,x )

= ∑
t≥ 0

(- 1) tat (G)xn - 2t ,其中 at (G)是 G的 t-匹配的

数目 .对于两个图 G和 H ,若有 _ (G, x ) = _ ( H ,x ) ,

则称 G和 H匹配等价 ,记为 G～ H . [G ]表示与图 G

匹配等价的所有非同构图构成的集合 .若与图 G匹配

等价的任何图 H ,均有 G H ,则称图 G是匹配唯一

的 . M (G,x )表示图 G匹配多项式 _ (G,x )的最大实

数根 . Pn ,Cn分别表示有 n个点的路和圈 ; Dm , n表示圈

Cm上的一个点与路 Pn+ 1的一个 1度点粘接后得到的

图 ; T (a,b ,c)表示从一点引出 3条长分别为 a,b,c(a

≤ b≤ c)的路所得到的图 ; T (a,b ,n ,c,d )表示从路

Pn+ 1的两个 1度点分别引出长为 a,b和 c, d的路所得

到的图 ,特别地 ,当 a= b= c= d = 1时 ,该图表示为

In (n≥ 6) ; Gc表示图 G的补图 ; G∪ H表示图 G和 H

的不交并 ; nG表示 n个图 G的不交并 .

　　 为了方便 ,用 _ (G)表示 _ (G,x ) ; M (G)表示

M (G,x ) ; M (a,b,c )表示 M ( T (a,b,c) ) .文中其他未

特别说明的概念和术语均参见文献 [1, 2 ].本文利用

图的匹配多项式及其最大实数根的性质 ,刻画了图

T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n)的匹配等价图类 .

1　相关引理

　　引理 1
[1 ]
　设图 G有 k个连通分支 G1 , G2 ,…… ,

Gk ,则 _ (G,x ) = ∏
k

i= 1
_ (Gi ,x ) .

　　引理 2
[ 1]　设 e= uv是图 G的一条边 ,则 _ (G,

x ) = _ (G- e, x ) - _ (G - {u,v } , x ) ,这里 G- e, G

- {u ,v }分别表示从 G中删去边 e和顶点 u ,v后得到

的图 .

　　引理 3
[ 1]
　设 u∈ V (G) ,e∈ E (G) ,且 G连通 ,

则 M (G) > M (G- u) ; M (G) > M (G- e ) .

　　引理 4
[ 3]　若 G是连通图 ,则

　　 ( i)M (G) < 2当且仅当 G∈ K1 = {K 1 , Pn ,Cn ,

T ( 1, 1,n) , T ( 1, 2, i ) ( 2≤ i≤ 4) ,D3, 1};

　　 ( ii )M (G) = 2当且仅当 G∈ K2 = {K 1, 4 , T ( 2, 2,

2) , T ( 1, 3, 3) , T ( 1, 2, 5) , In ,D3, 2 ,D4, 1} .

　　引理 5
[4 ]　设图 G的匹配最大根 M (G) < 2,则

G是匹配唯一的当且仅当

　　 G = kK 1 ∪ m2P2 ∪ m3P3 ∪ [∪ i≥ 2m2i P2i ]∪

[∪ j≥ 3njCj ]∪ dD3, 1∪ eT ( 1, 2, 3)∪ f T ( 1, 2, 4) ,且

满足 knj = mini+ 1 = m2d = m 3d = n3e= n15e= n3n5 f
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= n5n9 f = 0,其中 k ,mi ,nj , d ,e, f 都是非负整数 .

　　 引理 6
[ 5]
　 ( i )P2m+ 1 ～ Pm ∪ Cm+ 1 (m ≥ 2) ;

( ii) T ( 1, 1,n) ～ K 1∪ Cn+ 2 ; ( iii) T ( 1, 2, 2) ～ P2∪

D3, 1 ; ( iv ) K 1∪ C6～ P3∪ D3, 1 ; (v ) K 1∪ C9～ C3∪

T ( 1, 2, 3) ; (v i)K 1∪ C15 ～ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) .

　　 引理 7
[ 6]　 ( i)D3, 2 ～ D4, 1 ; ( ii) K 1∪ D3, 2 ～ I6;

( iii ) T ( 2, 2, 2) ～ P2∪ D3, 2; ( iv ) T ( 1, 3, 3) ～ P3∪

D3, 2 ; (v ) T ( 1, 2, 5) ～ P4∪ D3, 2 ; (vi )K 1∪ I6～ P2∪

K 1, 4 ; (vii )Pm- 4 ∪ In ～ Pn - 4 ∪ Im (m ,n ≥ 6) ;

(viii ) I2n- 3 ～ In ∪ Cn - 3 .

　　引理 8
[5 ]　 两个图匹配等价当且仅当它们的补

图也匹配等价 .

2　主要结果及其证明

　　定理 1　 T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n )的所有匹配等

价图为:

　　 ( i)当 n≠ 1, 2, 4, 7, 13时 , [T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,

n ) ] = {T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ Cn+ 2 , P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1,

n ) , P3∪ D3, 2∪ K 1∪ Cn+ 2 , P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1,n) ,P3

∪ D4, 1 ∪ K 1 ∪ Cn+ 2 , P3 ∪ I6∪ Cn+ 2 , P2 ∪ I7 ∪

Cn+ 2 };

　　 ( ii)当 n = 1时 , [T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 1) ] =

{T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C3 ,P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 1) , P3∪

D3, 2∪ K 1∪ C3 ,P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 1) , P3∪ D4, 1∪

K 1∪ C3 , P3∪ I6∪ C3 , P2∪ I7∪ C3 , P5∪ I7 ,P3∪

I9 };

　　 ( ii)当 n = 2时 , [T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 2) ] =

{T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C4 ,P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 2) , P3∪

D3, 2∪ K 1∪ C4 ,D3, 2∪ K 1∪ P7 ,P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1,

2) , P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C4 , D4, 1∪ K 1∪ P7 , P3∪ I6∪

C4 , P7∪ I6 ,P2∪ I7∪ C4 , P2∪ I11};

　　 ( iii) 当 n = 4时 , [T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 4) ] =

{T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C6 , T ( 1, 3, 3)∪ P3∪ D3, 1 , P3∪

D3, 2∪ T ( 1, 1, 4) , P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C6 , P3∪ D3, 2∪

P3∪ D3, 1 , P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 4) ,P3∪ D4, 1∪ K 1∪

C6 , P3∪ D4, 1∪ P3∪ D3, 1 ,P3∪ I6∪ C6 , P2∪ I7∪

C6 };

　　 ( iv) 当 n = 7时 , [T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 7) ] =

{T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C9 , T ( 1, 3, 3)∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) ,

P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 7) , P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C9 , P3∪

D3, 2∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) ,P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 7) , P3∪

D4, 1∪ K 1∪ C9 , P3∪ D4, 1∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) , P3∪ I6

∪ C9 , P2∪ I7∪ C9 };

　　 (v )当 n = 13时 , [T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 13) ] =

{ T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C15 , T ( 1, 3, 3)∪ C3∪ C5∪ T ( 1,

2, 4) , P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 13) , P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C15 ,

P3∪ D3, 2∪ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) , P3∪ D4, 1∪ T ( 1,

1, 13) , P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C15 , P3∪ D4, 1∪ C3∪ C5∪

T ( 1, 2, 4) ,P3∪ I6∪ C15 , P2∪ I7∪ C15 }.

　　 证明 　 令 H ～ T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n) , 则

M (H ) = M ( T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n) ) ,由引理 4知

M (H ) = M ( 1, 3, 3) = 2,从而 H中必有一连通分支

H1满足 H1∈ K2 ,令 H = H1∪ H2 .

　　 ( i)若 H1 = K 1, 4 ,则 T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n) ～

K 1, 4∪ H2 ,由 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n)∪ P2∪ P3～ P2

∪ P3∪ K 1, 4∪ H2～ P3∪ K 1∪ I6∪ H2～ P3∪ K 1

∪ K 1∪ D3, 2∪ H2～ 2K 1∪ T ( 1, 3, 3)∪ H2得 T ( 1,

1,n)∪ P2∪ P3～ 2K 1∪ H2 ,再由 T ( 1, 1,n) ～ K 1∪

Cn+ 2得 P2∪ P3∪ Cn+ 2 ～ K 1∪ H2 .由引理 5和引理

6知该情形不存在 .

　　 ( ii )若 H1 = T ( 2, 2, 2) ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,

n) ～ T ( 2, 2, 2)∪ H2 , T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1,n) ∪ P3

～ P3∪ T ( 2, 2, 2)∪ H2～ P3∪ P2∪ D3, 2∪ H2～

P2∪ T ( 1, 3, 3)∪ H2 ,得 T ( 1, 1,n)∪ P3～ P2∪ H2 .

由引理 6知该情形不存在 .

　　 ( iii)若 H1 = T ( 1, 3, 3) ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,

n) ～ T ( 1, 3, 3) ∪ H2 ,从而可得 H2～ T ( 1, 1,n ) .

　　当 n≠ 4, 7, 13时 ,由引理 6知 H2～ T ( 1, 1,n)～

K 1∪ Cn+ 2 ;

　　当 n = 4时 ,由引理 6知 H2 ～ T ( 1, 1, 4) ～ K 1

∪ C6 ～ P3∪ D3, 1 ;

　　当 n = 7时 ,由引理 6知 H2 ～ T ( 1, 1, 7) ～ K 1

∪ C9 ～ C3∪ T ( 1, 2, 3) ;

　　当 n = 13时 ,由引理 6知 H2～ T ( 1, 1, 13) ～ K 1

∪ C15 ～ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) .

　　 ( iv )若 H1 = T ( 1, 2, 5) ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,

n) ～ T ( 1, 2, 5) ∪ H2 ,由 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n)∪

P3 ～ P3∪ T ( 1, 2, 5)∪ H2～ P3∪ P4∪ D3, 2∪ H2

～ P4∪ T ( 1, 3, 3)∪ H2得 P4∪ H2～ P3∪ T ( 1, 1,

n) ～ P3∪ K 1∪ Cn+ 2 .由引理 6知该情形不存在 .

　　 ( v )若 H1 = Im ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n) ～ Im

∪ H2 ,由 Im∪ H2～ T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n) ～ P3∪

D3, 2∪ T ( 1, 1,n) ～ P3∪ D3, 2∪ K 1∪ Cn+ 2～ P3∪

I6∪ Cn+ 2得 P3∪ I6∪ Cn+ 2～ Im ∪ H2 .

　　 若 n≠ 1, 2,由 Pm- 4∪ In ～ Pn- 4∪ Im可得 Im∪

H2 ～ P3∪ I6∪ Cn+ 2～ P2∪ I7∪ Cn+ 2 ,从而有 m =

6时 , H2 ～ P3∪ Cn+ 2; m = 7时 , H2 ～ P2∪ Cn+ 2 .

　　若 n = 1,由 I6∪ C3～ I9及 Pm- 4∪ In ～ Pn- 4∪

Im可得 Im ∪ H2～ P3∪ I6∪ C3 ～ P2∪ I7∪ C3～
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P5∪ I7～ P3∪ I9 .

　　从而有 m= 6时 , H2～ P3∪ C3; m= 7时 , H2～

P2∪ C3～ P5; m = 9时 , H2 ～ P3 .

　　若 n = 2,由 P3∪ C4 ～ P7及 Pm- 4∪ In ～ Pn - 4

∪ Im可得 Im∪ H2～ P3∪ I6∪ C4 ～ P2∪ I7∪ C4

～ P7∪ I6～ P2∪ I11 .

　　从而有 m= 6时 , H2～ P3∪ C4～ P7 ; m= 7时 ,

H2 ～ P2∪ C4 ; m = 11时 , H2 ～ P2 .

　　 (vi)若 H1 = D3, 2 ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n) ～

D3, 2∪ H2 ,由 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n )∪ P3 ～ P3∪

D3, 2∪ H2～ T ( 1, 3, 3)∪ H2得 H2～ P3∪ T ( 1, 1,

n ) .

　　当 n≠ 2, 4, 7, 13时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1,

1,n) ～ P3∪ K 1∪ Cn+ 2 ;

　　当 n = 2时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 2)～

P3∪ K 1∪ C4 ～ K 1∪ P7 ;

　　当 n = 4时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 4)～

P3∪ K 1∪ C6 ～ P3∪ P3∪ D3, 1;

　　当 n = 7时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 7)～

P3∪ K 1∪ C9 ～ P3∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) ;

　　当 n = 13时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 13)

～ P3∪ K 1∪ C15 ～ P3∪ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) .

　　 (vii)若 H1 = D4, 1 ,则 T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n )～

D4, 1∪ H2 ,由 D4, 1～ D3, 2及 (vi)可得 H2～ P3∪ T ( 1,

1,n) .

　　当 n≠ 2, 4, 7, 13时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1,

1,n) ～ P3∪ K 1∪ Cn+ 2 ;

　　当 n = 2时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 2)～

P3∪ K 1∪ C4 ～ K 1∪ P7 ;

　　当 n = 4时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 4)～

P3∪ K 1∪ C6 ～ P3∪ P3∪ D3, 1;

　　当 n = 7时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 7)～

P3∪ K 1∪ C9 ～ P3∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) ;

　　当 n = 13时 ,由引理 6知 H2～ P3∪ T ( 1, 1, 13)

～ P3∪ K 1∪ C15 ～ P3∪ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) .

　　综合以上讨论及引理 4可得定理 1成立 .

　　定理 2　 ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1,n) )c的所有匹配

等价图为:

　　 ( i)当 n≠ 1, 2, 4, 7, 13时 , [ ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1,

1,n) )
c
]= { ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ Cn+ 2 )

c
, (P3∪ D3, 2∪

T ( 1, 1,n ) )
c
, ( P3∪ D3, 2∪ K 1∪ Cn+ 2 )

c
, ( P3∪ D4, 1∪

T ( 1, 1,n) )
c
, (P3∪ D4, 1∪ K 1∪ Cn+ 2 )

c
, ( P3∪ I6∪

Cn+ 2 )
c
, (P2∪ I7∪ Cn+ 2 )

c
};

　　 ( ii )当 n = 1时 , [ ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1, 1) ) c ] =

{ ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C3 )
c
, ( P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 1) )

c
,

( P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C3 )
c
, ( P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 1) )

c
,

( P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C3 ) c , ( P3∪ I6∪ C3 ) c , ( P2∪ I7∪

C3 )c , (P5∪ I7 )c , (P3∪ I9 ) c };

　　 ( ii )当 n = 2时 , [ ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1, 2) )
c
] =

{ ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C4 ) c , ( P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 2) ) c ,

( P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C4 ) c , (D3, 2∪ K 1∪ P7 )c , ( P3∪

D4, 1∪ T ( 1, 1, 2) )
c
, (P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C4 )

c
, (D4, 1∪

K 1∪ P7 )
c
, (P3∪ I6∪ C4 )

c
, (P7∪ I6 )

c
, ( P2∪ I7∪

C4 )c , (P2∪ I11 )c } ;

　　 ( iii)当 n = 4时 , [ ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1, 4) )c ]=

{ ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C6 ) c , ( T ( 1, 3, 3)∪ P3∪ D3 , 1 ) c ,

( P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 4) )c , ( P3∪ D3, 2∪ K 1∪ C6 ) c ,

( P3∪ D3, 2∪ P3∪ D3, 1 ) c , ( P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 4) ) c ,

( P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C6 )
c
, ( P3∪ D4 , 1∪ P3∪ D3 , 1 )

c
,

( P3∪ I6∪ C6 )
c
, ( P2∪ I7∪ C6 )

c
};

　　 ( iv )当 n = 7时 , [ ( T ( 1, 3, 3)∪ T ( 1, 1, 7) )c ]=

{ ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C9 )
c
, ( T ( 1, 3, 3)∪ C3∪ T ( 1,

2, 3) )
c
, ( P3∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 7) )

c
, ( P3∪ D3, 2∪ K 1∪

C9 )
c
, (P3∪ D3, 2∪ C3∪ T ( 1, 2, 3) )

c
, ( P3∪ D4, 1∪

T ( 1, 1, 7) ) c , (P3∪ D4, 1∪ K 1∪ C9 ) c , (P3∪ D4, 1∪ C3

∪ T ( 1, 2, 3) )c , (P3∪ I6∪ C9 )c , (P2∪ I7∪ C9 ) c };

　　 ( v )当 n = 13时 , [ ( T ( 1, 3, 3) ∪ T ( 1, 1, 13) ) c ]

= { ( T ( 1, 3, 3)∪ K 1∪ C15 )
c
, ( T ( 1, 3, 3)∪ C3∪ C5

∪ T ( 1, 2, 4) )
c
, ( P3 ∪ D3, 2∪ T ( 1, 1, 13) )

c
, ( P3∪

D3, 2∪ K 1∪ C15 )
c
, (P3∪ D3, 2∪ C3∪ C5∪ T ( 1, 2,

4) )c , ( P3∪ D4, 1∪ T ( 1, 1, 13) ) c , (P3∪ D4, 1∪ K 1∪

C15 )c , ( P3∪ D4, 1∪ C3∪ C5∪ T ( 1, 2, 4) ) c , ( P3∪ I6

∪ C15 )c , ( P2∪ I7∪ C15 )c } .

　　证明　由定理 1及引理 8可得定理 2成立 .
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