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摘要:利用 Leray-Schauder度理论 ,获得具有偏差变元的 Liena rd方程 x″( t) + f 1 (t , x (t ) ) x′(t ) +

f 2 ( x (t ) ) x′( ( t ) ) 2+ g ( t, x (t - f( t ) ) ) = p (t )反周期解存在唯一性的充分条件 .
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Abstract: By employing Leray-Schauder deg ree theo rem, some new suf ficient conditions of the

existence and uniqueness of Anti-periodic solutions for Lienard-type equation with a deviating

argument of the form x″( t ) + f 1 ( t , x ( t ) ) x′( t ) + f 2 ( t , x ( t ) ) x′( ( t ) ) 2+ g ( t , x ( t - f( t ) ) ) = p( t )

are obtained.

Key words: Lienard-type equation, deviating arguments, anti-periodic solutions, Leray-Schauder

deg ree

　　 Lienard方程具有较广泛的应用背景 ,其周期解

的存在性一直是大家感兴趣的课题 [1～ 5] .文献 [6 ]研

究一类 Lienard型方程

　　 x″( t ) + f 1 ( t ,x ( t ) )x′( t )+ f 2 (x ( t ) )x′( ( t ) )
2
+

g ( t , x ( t - f( t ) ) ) = p ( t ) ( 1)

的周期解问题 ,其中 f 2 ,f, p∈ C (R , R) ,且f, p都是

T-周期函数 , f 1 , g1∈ C ( R2 ,R ) ,且关于第一变量 t是

T-周期函数 , T > 0,利用重合度理论 ,在 f 1 ( t ,x )≡

f 1 ( t )的情形下 ,获得了方程 ( 1)周期解的存在唯一

性。然而 ,反周期现象广泛存在于各种物理问题中 ,因

此研究微分方程反周期解问题具有非常重要的现实

意义 .关于微分方程反周期解问题的研究也有许多结

果 [7～ 10 ] .据作者所知 ,目前还未见有学者研究方程

( 1)的反周期解问题 .本文继续研究方程 ( 1)的反周

期解问题 ,利用 Leray-Schauder度理论 ,获得方程 ( 1)

反周期解的存在性与唯一性的充分条件 .

1　预备知识

　　为了方便研究 ,我们引入下面的条件:

　　 ( H0 )假设存在非负常数 C1和 C2 ,使得|f 1 ( t , x )|

≤ C1 , t , x ∈ R,以及 f 2∈ C
1
(R , R) , f′2 (x )≤ 0,

|f 2 (x 1 ) - f 2 ( x2 )|≤ C2|x 1 - x 2|, f 2 ( 0) = 0, x1 ,

x2 ,x ∈ R.

　　定义 1　假设 T> 0为常数 ,u: R→ R是连续的 ,

如果

　　u ( t+ T ) = u( t ) ,u( t+ T
2
) = - u ( t ) , t∈ R ,

则称 u( t )是 R上的反周期解 .

　　引理 1
[10 ]　设K是线性赋范空间 X的一个有界

开集 , f
～

在 K-上是完全连续场 , p∈ X \ f
～

( K) ,如果

Leray-Schauder度 deg { f
～

,K, p}≠ 0,则方程 f
～

(x ) = p

在K上至少存在一个解 .

　　为了后面叙述方便 ,引进如下记号:

　　C
k
T = { x∈ C

k
( R, R ) ,x ( t+ T ) = x ( t ) } ,k∈ { 0,
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1, 2,… } ,

　　|x|q = (∫
T

0
|x ( t )|qdt )

1
q ,|x|∞ = max

t∈ [ 0, T ]
|x ( t )|,

|x (k)|∞ = max
t∈ [0, T ]

|x( k) ( t )|,

　　C
k,

1
2T = { x∈ C

k
T: x ( t+

T
2 ) = - x ( t ) , t∈ R } ,

　　‖ x‖ = max{|x|∞ ,|x′|∞ ,… ,|x (k )|∞ } , x ∈

C
k,

1
2

T .

　　引理 2( Wirting er不等式 )
[11 ]
　设 x∈ C ( R

2
, R)

且 x ( t+ T ) = x ( t ) ,则

　　|x′( t )|2≤
T
2π
|x″( t )|2 .

　　引理 3　 如果条件 ( H0 )成立 ,且满足:

　　 ( H1 )存在非负常数 b,使得

　　|g ( t , x 1 ) - g ( t ,x 2 )|≤ b|x 1 - x2|, t ,x 1 ,x 2∈

R;

　　 ( H2 )C1
T
2π+ b

T
2

4π < 1.

若 x ( t )是方程 ( 1)的任一反周期解 ,则

　　|x′|∞≤

1
2

[max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ]T

1 - [C1
T
2π

+ b
T

2

4π
]

 D.

　　证明　设 x ( t )是方程 ( 1)任一反周期解 , 则

　　∫
T

0
x ( t ) dt =∫

T
2

0
x ( t )dt+∫

T

T
2

x ( t ) dt =∫
T
2

0
x ( t ) dt+

∫
T
2

0
x ( t+

T
2
) dt = 0,

于是存在常数 a∈ [0, T ] ,使得 x (a) = 0,从而有

　　|x ( t )|= |x (a)+∫
t

a
x′(s ) ds|≤∫

t

a
|x′(s )|ds , t∈

[a,a+ T ] , ( 2)

　　|x ( t )|= |x ( t - T )|= |x (a)+∫
a

t- T
x′(s ) ds|≤

∫
a

t- T
|x′(s )|ds , t∈ [a,a+ T ] . ( 3)

由 ( 2)式和 ( 3)式得

　　|x|∞ = max
t∈ [0, T ]

|x ( t )|= max
t∈ [a,a+ T ]

|x ( t )|≤

max
t∈ [a,a+ T ]

1
2 (∫

t

a
|x′(s )|ds+∫

a

t- T
|x′(s )|ds ) ≤

1
2∫

T

0
|x′(s)|ds≤ T

2
|x′|2 . ( 4)

将方程 ( 1)两边同乘以 x″( t ) ,并从 0到 T积分 ,由 ( 4)

式、 ( H0 )、 ( H1 )和 Schw arz不等式得

　　|x″|22 = -∫
T

0
f 1 ( t , x ( t ) ) x′( t ) x″( t ) dt -

∫
T

0
f 2 ( x ( t ) ) ( x′( t ) ) 2x″( t ) dt -∫

T

0
g ( t ,x ( t -

f( t ) ) )x″( t ) dt+∫
T

0
p( t )x″( t ) dt = -∫

T

0
f 1 ( t ,

x ( t ) ) x′( t ) x″( t ) dt +
1
3∫

T

0
f′2 ( x ( t ) ) (x′( t ) )

4
dt -

∫
T

0
g ( t ,x ( t - f( t ) ) )x″( t ) dt + ∫

T

0
p ( t )x″( t ) dt ≤

∫
T

0
|f 1 ( t ,x ( t ) )||x′( t )||x″( t )|dt + ∫

T

0
|g ( t ,x ( t -

f( t ) ) )||x″( t )|dt+∫
T

0
|p( t )||x″( t )|dt≤ C1

T
2π
 

|x″|22 +∫
T

0
[|g ( t , x ( t - f( t ) ) ) - g ( t , 0)|+

|g ( t , 0)|]|x″( t )|dt+ |p|∞ T|x″|2≤ C1
T
2π
 

|x″|
2
2 + b|x|∞ T|x″|2+ [max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤

T } + |p|∞ ] T|x″|2≤ [C1
T
2π

+ b
T

2

4π
]|x″|22 +

[max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ] T|x″|2 .

( 5)

结合 ( 5)式和条件 ( H2 )得

　　|x″|2≤

[max{|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ] T

1 - [C1
T
2π

+ b
T

2

4π
]

. ( 6)

由 x ( 0) = x ( T )可知 ,存在常数 Z∈ [0, T ]使得

x′(Z) = 0,类似 ( 4)式的证明可得

　　|x′|∞≤
T
2
|x″|2 . ( 7)

由 ( 6)式和 ( 7)式得

　　|x′|∞≤

1
2

[max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ]T

1 - [C1
T
2π

+ b
T

2

4π
]

 D.

　　引理 4　如果条件 ( H0 )和 ( H1 )成立 ,下面条件

满足:

　　 ( H3 ) f 1 ( t , x )≡ f 1 (x ) ,且存在常数 C3 > 0,使得

　　|f 1 ( x1 ) - f 1 (x 2 )|≤ C3|x1 - x 2|, x1 ,x 2∈ R;

　　 ( H4 )C1
T
2π

+ C3D
T

2

4π
+ C2D

2 T
2

4π
+ b

T
2

4π
+

C2D
2 T

2

2π
< 1.

则方程 ( 1)至多存在一个反周期解 .

　　证明　假设 x 1 ( t )和 x 2 ( t )是方程 ( 1)的两个反

周期解 ,令 z ( t ) = x 1 ( t ) - x 2 ( t ) ,则

　　 z″( t ) + f ( x1 ( t ) )x
′
1 ( t ) - f (x 2 ( t ) ) x

′
2 ( t ) +

f 2 ( x1 ( t ) ) (x
′
1 ( t ) )

2
- f 2 ( x2 ( t ) ) (x

′
2 ( t ) )

2
+ g ( t ,

x1 ( t - f( t ) ) ) - g ( t ,x 2 ( t - f( t ) ) ) = 0. ( 8)

注意到 z ( t )也是方程 ( 1)的反周期解 ,则

　　∫
T

0
z ( t ) dt =∫

T
2

0
z ( t ) dt +∫

T

T
2

z ( t ) dt =∫
T
2

0
z ( t ) dt +

∫
T
2

0
z ( t + T

2
) dt = 0,
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于是存在常数a~∈ [0, T ] ,使得 z (a~) = 0.类似 ( 4)式

的证明可得

　　|z|∞≤
T
2
|z′|2 . ( 9)

将 ( 8)式两边同乘以 z″( t ) ,并从 0到 T积分 ,由 ( 9)

式、 ( H0 )、 ( H1 )、 ( H3 )、 Schw arz不等式和引理 3得

　　|z″|
2
2≤∫

T

0
|f 1 ( x1 ( t ) )||x

′
1 ( t ) - x

′
2 ( t )| 

|z″( t )|dt+∫
T

0
|f 1 (x 1 ( t ) ) - f 1 (x 2 ( t ) )||x′2 ( t )| 

|z″( t )|dt+∫
T

0
|f 2 (x 1 ( t ) )||(x

′
1 ( t ) )

2
- (x

′
2 ( t ) )

2
| 

|z″( t )|dt+∫
T

0
|f 2 (x 1 ( t ) ) - f 2 (x 2 ( t ) )| 

(x
′
2 ( t ) )

2
|z″( t )|dt +∫

T

0
|g ( t ,x 1 ( t - f( t ) ) ) - g ( t ,

x2 ( t - f( t ) ) )||z″( t )|dt≤ C1|z′|2|z″|2 +

C3D|z|∞ T|z″|2+ C2|x1|∞∫
T

0
|(x′1 ( t ) +

x
′
2 ( t )||x′1 ( t ) - x

′
2 ( t )||z″( t )|dt+

C2D
2
|z|∞ T|z″|2 + (b1 + b2 )|z|∞ T|z″|2≤

(C1
T
2π

+ C3D
T

2

4π
+ C2D

2 T
2

4π
+ b

T
2

4π
)|z″|

2
2+

2C2D|x 1|∞
T
2π
|z″|

2
2 . ( 10)

由 ( 4)式得

　　|x 1|∞≤
1
2∫

T

0
|x′(s)|ds≤

T
2|x

′
1|∞≤

T
2D ,

结合 ( 10)式得

　　|z″|
2
2≤ (C1

T
2π

+ C3D
T

2

4π
+ C2D

2 T
2

4π
+ b

T
2

4π
+

C2D
2 T

2

2π
)|z″|2

2 . ( 11)

注意到 z ( t ) , z′( t )和 z″( t )都是 T-周期的连续函数 ,

根据条件 ( H4 )、 ( 9)式和 ( 11)式得

　　z ( t )≡ z′( t )≡ z″( t )≡ 0, t∈ R.

因此 ,x 1 ( t )≡ x2 ( t ) ,那么方程 ( 1)至多存在一个反周

期解 .

　　引理 5　如果条件 ( H0 )和 ( H1 )成立 ,且 f 1 ( t ,x )

≡ f 1 ( t ) ,当下面条件满足:

　　 ( H5 )C1
T
2π+ C2D

2 T
2

4π+ b
T

2

4π+ C2D
2 T

2

2π < 1.

则方程 ( 1)至多存在一个反周期解 .

2　主要结果

　　定理 1　假设条件 ( H0 )、 ( H1 )、 ( H3 )和 ( H4 )成

立 ,并且满足:

　　 ( H6 )对 t ,x ∈ R ,有

　　 f 1 ( - x ) = f 1 ( x ) , f 2 ( - x ) = - f 2 (x ) , g ( t+

T
2
, - x ) = - g ( t , x ) ,f( t+ T

2
) = f( t ) , p( t + T

2
)

= - p ( t ) ,

则方程 ( 1)存在唯一一个反周期解 .

　　证明　考虑辅助方程

　　 x″( t ) = - λf 1 (x ( t ) )x′( t ) -

λf 2 (x ( t ) )x′( ( t ) ) 2 - λg ( t , x ( t - f( t ) ) ) + λe ( t ) 

λQ1 ( t ,x ( t ) ,x′( t ) ) ,λ∈ ( 0, 1]. ( 12)

显然 Q1 ( t , x ( t ) ,x′( t ) )连续 .

　　由引理 4知方程 ( 1)至多有一个反周期解 .下面

只须证明方程 ( 1)至少存在一个反周期解即可 .

　　为了应用引理 1,首先证明方程 ( 12)所有反周期

解有界 .

　　设 x ( t )∈ C
1,

1
2

T 是方程 ( 12)的任一反周期解 , 将

( 12)式两边同乘以 x″( t ) ,并从 0到 T积分 , 根据 ( 4)

式、 ( H0 )、 ( H1 )和 Schwarz不等式 , 类似 ( 5)式的估

计得

　　|x″|
2
2 ≤ C1

T
2π|x″|

2
2 + b|x|∞ T|x″|2 +

[max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ] T|x″|2≤

[C1
T
2π
+ b

T
2

4π
]|x″|2

2+ [max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T }+

|p|∞ ] T|x″|2 . ( 13)

结合 ( 13)式和条件 ( H3 )知 ,存在两个正常数 D1和

D2 ,使得

　　|x″|2≤ D1 , ( 14)

　　|x′|2 < D2 ,|x|∞ < D2 . ( 15)

由 x ( 0) = x ( T )可知 ,存在常数 Y∈ [0, T ]使得

x′(Y) = 0,于是

　　|x′( t )|= |x′(Y) +∫
t

Y
x″(s ) ds|≤ T|x″|2 <

T D1 , t∈ [0, T ]. ( 16)

结合 ( 15)式和 ( 16)式可得 ,存在常数 M 1 > T D1

+ D2使得

　　 max {|x|∞ ,|x′|∞ } < M 1 . ( 17)

　　 取 M = M 1 + 1,K = { x ∈ C
1,

1
2T = X:

max {|x|∞ ,|x′|∞ } < M } ,则对λ∈ ( 0, 1] ,方程 ( 12)

在 K上没有反周期解 .

　　 其次 ,证明方程 ( 1)反周期解的存在性 .任取

x ( t )∈ C
k,

1
2

T ,则 x ( t )可以展开成 Fourier级数形式

　　 x ( t ) = ∑
∞

i= 0

[a2i+ 1cos
2π( 2i+ 1) t

T
+

b2i+ 1 sin 2π( 2i+ 1) t
T

].

定义算子 L: C1,
1
2

T → C
2,

1
2

T 为

　　 ( Lx ) ( t ) =∫
t

0
x (s )ds -

T
2π∑

∞

i= 0

b2i+ 1

2i + 1
=
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T
2π∑

∞

i= 0
[
a2i+ 1

2i + 1sin
2π( 2i+ 1) t

T
-

b2i+ 1

2i+ 1
cos 2π( 2i+ 1) t

T
].

显然
d
dt
( Lx ) ( t ) = x ( t ) .

由算子 L的定义知

　　|(Lx ) ( t )|≤∫
T

0
|x (s )|ds + T

2π∑
∞

i= 0

|b2i+ 1|
2i+ 1

≤

T‖ x‖ +
T
2π(∑

∞

i= 0
b
2
2i+ 1 )

1
2 (∑

∞

i= 0

1
( 2i+ 1)

2 )
1
2 .

注意到

　　 (∑
∞

i= 0

1
( 2i+ 1) 2

)
1
2 =

π

2 2
,

并利用 Parseval恒等式

　　∫
T

0
|x (s)|2ds =

T
2∑
∞

i= 0

[a22i+ 1+ b
2
2i+ 1 ] ,

可得

　　|(Lx ) ( t )|≤ T‖ x‖ +

T

4 2
(
2
T∫

T

0
|x (s )|2ds )

1
2 ≤ ( T +

T
4
)‖ x‖ , t∈

[0, T ] ,

即 ‖ ( Lx ) ( t )‖ ≤ ( T+
T
4
)‖ x‖ .

因此算子 L为连续算子 .

　　对任意的 x ( t ) ∈ C
1,

1
2

T ,由条件 ( H6 )知

　　Q1 ( t + T
2
,x ( t + T

2
) ,x′( t + T

2
) ) = - Q1 ( t ,

x ( t ) , x′( t ) ) .

所以 ,算子 Q1∈ C
0,

1
2

T .定义算子 F_ :K-→ C
2,

1
2

T  X为

　　F_ ( x ) = _ L ( L (Q1 ( x ) ) ) = _ L 2 (Q1 ( x ) ) ,_ ∈

[0, 1 ].

由 Arzela-Ascoli定理易证 , F_为紧同伦 .显然 , F1在K-

上的不动点即为方程 ( 1)的反周期解 ,为此 ,我们只

须证明 F1的不动点存在 .

　　定义同伦连续场 H_ ( x ): K-× [0, 1 ]→ C
1,

1
2

T 为

H_ (x ) = x - F_ ( x ) .由 ( 17)式知 H_ ( K)≠ 0,_ ∈

[0, 1 ].由 Leray-Schauder度的紧同伦不变性知

　　deg {x - F1x ,K, 0} = deg {x ,K, 0}≠ 0.

故由引理 1知 ,方程 x - F1x = 0在K内至少存在一

个解 ,即算子 F1在K-内至少存在一个不动点 ,从而方

程 ( 1)至少存在一个反周期解 .再结合引理 4知 ,方程

( 1)存在唯一反周期解 .

　　定理 2　假设条件 ( H0 )、 ( H1 )和 ( H5 )成立 ,若

f 1 ( t ,x )≡ f 1 ( t ) ,并且满足:

　　 ( H7 )对 t ,x ∈ R ,有

　　 f 1 ( t+ T
2
) = f 1 ( t ) , f 2 ( - x ) = - f 2 (x ) , g ( t+

T
2 , - x ) = - g ( t ,x ) ,

　　f( t+ T
2
) = f( t ) , p ( t+ T

2
) = - p ( t ) .

则方程 ( 1)存在唯一一个反周期解 .

　　注　本文的方法可用于证明具有多个偏差变元

的 Lienard型方程

　　 x″( t ) + f 1 ( t ,x ( t ) )x′( t ) + f 2 ( x ( t ) ) ( x′( t ) )
2
+

∑
n

i= 1
gi ( t ,x ( t - fi ( t ) ) ) = p( t )

的反周期解的存在唯一性 .

3　举例

　　例　设 g ( t ,x ) =
1+ sin4t

12π
sinx ,则 Lineard型方

程

　　 x″( t ) +
1
8
x′( t ) -

1
8
(arctanx ( t ) ) ( x′( t ) ) 2 +

g( t ,x ( t - sin
2
t ) ) =

1
40π

cost ( 18)

存在唯一反 2π-周期解 .

　　证明　由 ( 18)式知 , f 1 ( t , x ) =
1
8
, f 2 (x ) =

-
1
8
arctanx , p ( t ) =

1
40π

cost ,则 b=
1
6π
, T= 2π.取 C1

= C2 =
1
8 ,C3 = 1,则

　　 D=
1
2

[max {|g ( t , 0)|: 0≤ t≤ T } + |p|∞ ]T

1 - [C1
T
2π

+ b
T

2

4π
]

=
1
2

1
40π
× 2π

1 - [
1
8
+

1
6
]
=

3
85,

　　C1
T
2π

+ C3D
T

2

4π
+ C2D

2 T
2

4π
+ b

T
2

4π
+ C2D

2 T
2

2π
=

1
8
+

3π
85

+
1
8
(
3
85

) 2π+
1
6
+

1
8
(
3
85

) 22π < 1.

容易验证 ,定理 1的条件 ( H6 )成立 ,从而由定理 1知 ,

方程 ( 18)存在唯一反 2π-周期解 .
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