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摘要 ：通过研究一类传染率为周期函数且具有双线性传染项的 SEIR 模型的等价系统 、 子系统和其它的一些变

  

换形式 ，两次利用拓扑度理论和连续性定理证明该模型至少存在一个正周期解 ， 并通过数值模拟验证该结论是

  

正确的．
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 Abstract:We  obtained  the  existence  of one  periodic  solution  of SEIR  model  with  periodic  infec-

 

 tious  parameter  and  bilinear  incidence  by  using  the  coincidence  degree  theorem,  continuous  the-

 

 orem,  and  other  transformations  twice.  Meanwhile,numerical  simulations  verified our  theoreti-

 

 cal results．
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周期现象是疾病传播过程中的一种常见现象 ，温

  

度 、降雨等季节性变化常会导致一些疾病在每年相同

  

的时间爆发 ，如流感等呼吸道疾病冬季是高发期 ． 探

  

讨生物模型周期解存在性已成为众多生物数学家的

  

研究方向 ，过去传统的方法是利用常微分方程以及常

  

微分定性理论中的极限环理论来证明微分方程周期

  

解的存在性 ，方法相对比较单一
． 拓扑度理论的引入

  

给周期解存在性证明打开了新天地 ，周期解理论的研

  

究一度成为生物数学研究的热点 ，但是对生物模型的

  

研究还基本上局限在生态模型上‘1~5]
．

      

本文研究一类传染率为周期函数 ，具有双线性传

  

染项的 SEIR 模型 ，通过研究其等价系统 、 子系统和

  

一些变换 ，两次利用拓扑度理论和连续性定理得出系

  

统至少存在一个正周期解的结论 ，并且通过数值模拟

  

验证了这一结论 ，同时对周期解的稳定性也进行了数

  

值模拟 ．

 

 1  SEIR 模型

     

 SEIR 模型为
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 S'(t)  =A  -
 p(t)S(t)l(t)

 -  dS(t),

     

 E7(f) 一p(f)s( ￡)J( ￡) 一 （d+ 口）E( ￡) ，

 

 (1.1)

     

 J7(￡) 一擅 (￡) 一 (d+) ，+ 艿）J(f) ，

     

 R7(f) 一 ” (￡) 一 披 (￡) ．

 

 S(t) ，I(t) ，R(t) ，E(t) 分别为易感者 、 感染者 、 恢复

  

者 、潜伏者的数量 ， 以 ，d ，y 分别为单位时间内外界人

  

口迁入量 、 自然死亡率 、 染病者恢复并具有免疫的 比

  

率 ，均为正常数 ， 口 ，艿分别为单位时间内潜伏者向感

  

染者的转化率和染病者的因病死亡率， 令 K  =A/d ，

  

易 得 系 统 的 基 本 再 生 数 为

 

 Ro (t)

  

一

     

 p(t)aK

 

 (d+ 口)(d+y+ 万
，即感染者在平均病程期间传染

  

率呈周期性变化 ． 设 f  (t)为 R 上有界连续函数 ， p(t)

  

为 ∞ 一 周期函数 ． 记否：
一1j f(t)出．

     

 U，

 

 2

 

 SEIR 模型的理论分析

      

定理 1

  

若 Ro 一
砑可石轰警车了干面 >1 ，则系

  

统 (1.1) 至少存在一个正的 o
 - 周期解 ．

      

定理 1 的生物学意义 ：感染者在平均病程期间传

  

染的病人数 ，即基本再生数为周期函数 ， 当基本再生

  

数的平均数 尺。 大于 1 时 ，疾病就会持续 ，且染病者数

  

量会出现周期性变化 ．
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易得 ，系统 (1.1) 、 (2.1) 正 co
 - 周期解与系统 (2.2) 叫  -

  

周期解的存在性等价 ． 分析系统 (2.2) ，可以令 z( ￡) 一

 

 v(￡)-  w(t) ，从而能简化计算 ，减少维数 ，得 z7(f) 一

 

 Pexp{u(t)
 -  r(t)) -  aexp{z( ￡))+ （y+ 艿一

a ），与

  

系统(2.2) 第 1 式组成系统 ：

     

 u'(t)  =Aexp{ 一 u(t))  -
 Pexp  {w(t)}  -d,

     

 r'(t) =Pexp{u(t)
 -  r(t)} -  aexp  {i(t))+

     

 ()，+ 艿一
a ）．

     

 (2.3)

      

研究系统 (2.3) ∞ - 周期解存在性 ． 对任意的 A ∈

 

 (0，1) ，考虑系统 ：

 

 #

 

 t) =A{Aexp  {- u(t) } -

   

 Pexp  {w(t) }
 -  d},

 

 t) =A{pexp  {u(t) -  _r(t) } -

  

设存在 A ∈ (O ，1) 使得 (“(￡) ，z( ￡))
。r

为系统 (2.4) 的

 

 LO
 - 周 期解 ． 估计系统解 的范 围． 对系统 (1.1) ， 令

 

 N(￡) 一 S(f)+E(f)+ 工(￡)+R( ￡) ，则有

     

 A-(d+8)N(t)<N'(t)  =A-dN  (t) -8N  (t)

 

 < 以 -  dN  (t),A/(d  +a)<N(t)<A/d ，￡一 ∞．

  

令 K  =A/d ，则存在 T ， 使得当 t>T 时有 S( ￡) 一

 

 exp{u(t))<K ，f(f) 一 exp{ 叫(￡))<K ，所以有

     

 u(t)<In  K=81.

   

 (2.5)

  

对系统 (2.4) 第 1 式两端从 0 到 ∞ 积分得

     

 JAexp{一
甜 (f))df 一，(d+pexp  {w(t)))出 <

     

 0

   

 U

 

 (d+pK) 叫 ，Aexp{
一

UM ）<d+ 伊( ，MM>

 

 In

 

 AA

   

 d+ 脒
>  In

丁干Fv'K
。

  

又由于n “7(幻Idt<jAexp{一
“(￡)}d ￡+j’(d+

     

 0

   

 0

   

 0

 

 Pexp {w(t)))出 -2(d+pexp

 

 {w(t)))出 <2(d+
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 pK）叫 ， 得

      

“(t)>uM —f I u'(t)『dt>ln 丁≠≥霄
一 2(d+

 

 pK)∞ 一 82  ,8z<u(t)<81.

   

 (2.6)

  

对系统 (2.4) 第 2 式 ，取 X ∈ ixM ，z
”
），可得

     

 aexp  {2X)  -
 (y+8-a)exp  {X)-pK<O,

     

 aexp

 

 {2X}  -(y+8-  a)exp{X)-Pexp{82}>

 

 0．

  

即得

 

 exp{X}>

      

（y+ 艿一
a ）+ √乏歹干艿一

口)z  +4pexp{ 艿。）a

 

 exp{X}<

 

 La

     

 z(￡)>

      

————
==

—————一

 

 In堕±坚 口）+ √了_i  a)Z +4pexp{82k 一乱 ，

     

 2a
——

      

———
==

——一

 

 r(t) <ln 立！堕二 口）+ √石ji 二
口）2+ 坐堕生一艿。 ，

     

 La

  

文 <z( ￡)<& ．

   

 (2.7)

  

显 然 艿。82 ，乱 ，8。 均 与 A 无 关 ． 对 丢JP(t)exp

 

 { rv(t)) dt，由积分中值定理知存在 ￡
‘

∈ [O ，cu]使得

     

 p(f*)exp{ 叫(f*)) 一土
卢(f)exp{ 叫(￡))d ￡．

      

Ⅲ
O

      

现在考虑系统 ：

      

。exp{-u ）-
 p(t

”

)exp  {w(t
’

)) 一 d 一 0 ，

     

 exp{u
 - 引 -

 aexp  {i+(y+8-a)-0,

     

 (2.8)

  

其中 (“ ，1)T 为常数向量 ． 设 (u ，I)T 为系统 (2.8) 的

  

一个常数解 ． 由系统 (2.8) 第 1 式及对系统 (2.4) 解的

  

估计方法得
Inp  KA+<In

 

 K ，进而有 82< “ <8i ，

      

以

 

 p(t
’

)K+d

 

 <  u<  In

      

同理对系统 (2.8) 第 2 式有估计 ： 84<z< 氏 ．

      

再定义空间及算子 ：

     

 X — Z 一 {(“(￡) ，1-  (t))
丁

∈ C(R ，

 

 R2)l“(￡+ ∞) 一 “(￡) ，z( ￡+ ∞) 一 z(f)} ，

     

 II(“(￡) ，z( ￡))
丁
』一

：

max “(￡)l+

 

 maxIl(t)1．

  

易验证 X ， Z 均为巴拿赫空间 ， 令 L:domLCX — Z ，

             

 u(t)

             

 r(t)
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 Aexp 卜一 u(t)}  -
 Pexp  {w(t)}  -d

 

 Pexp  {u(t)
一 工(￡)} 一

aexp{ 工(f)}+ （y+ 艿一
a ））．

  

定义投影映射 P 和 Q 如下 ：

      

山

                                                       

 T

  

显然  KerL  =Im  P  =R2  ,Im  L  =  KerQ  =  { (u(t)  ,

 

 z(f))
丁

∈ Z ：“ 一z=0 ）为 Z 中闭集 ，且

 

 dim  KerL  -  dim

 

 (Z/Im  l)  =2. 因此 Fredholm 算子

 

 L 指标为零 ， 定义 L 的广义逆

     

 KP:Im  L — domL  n  KerP,KP 黑 一

   

 u(s)ds  -丢， Ju(s)dsd,

 

 ,z cs)ds  -丢，Jlzcs)dsd,

  

定义 Q 一 {(“(￡) ，1-(￡))1
、
∈ X  J82<u(t)<8i ，乱 <

  

工(f)< 文 }， 则 Q 为 X 中的有界开子集 ，易证存在

 

 (u，y)7 ∈ Q 为系统 (2.8) 的解 ．

      

由勒贝格收敛定理知 QN ：Q — Z 和 KP(I
 -

 

 Q) N:fl — Z 为连续算子 ， 由 Arzela  -  Ascoli 定理知

 

 QN(Q) 和 KP(I-  Q)N(Q) 为紧空间 ． 因此 ， N 在 n

  

上 L- 紧， 易知如下结论成立 ：

     

 (1)  VA ∈ (O,1),z ∈ aQ  n  domL ， 有 Li ≠

  

烈工 ．

     

 (2)  Vr ∈ aQ  n  Ker  L，有 QNz ≠ 0.

     

 (3)deg{JQN,nnKerL,O} ≠0.

      

因为 ，若令 J  =I:Im  L— KerL ，．，(“(￡) ，z( ￡))
丁

  

一 (“ (f) ，1-  (f))
丁

， 应用拓扑度理论 ，可以直接计算得

     

 deg{JQN,Q  n  KerL,O)  =deg.

 

 f Aexp{
一

“ }一
p'f

’

’exp ‘硼‘‘
’

’’一 d
、

 

 C3exp；“
一 z ，一

aexp ；z ，+ 。y+d
—

a ，]， 一

 

 f  n  KerL ，O

 

 sgn'

 

 f

 

 -
 Aexp 卜一

“）

   

 0

  

。Pexp ．“
一 T ，

  

一
Pexp 。“

一
z ，一

口exp ．z ，
L一

 

 sgn  {pAexp{
一 z)+aAexp{z- “ }）≠ 0.

  

由连续性定理知 ， 系统 (2.3) 至少存在一个 (u
 - 周

  

期解 ，

      

下面证明 v(t) ，w(t) 的有界性 ， 因为 v(t) ，w(t)
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有上界 ，只需证其有下界 ，等价于证明 E ， J 为大于零

  

的正数 ． 由 -/l=exp  {v(t) -w(t))  =exp{  r(t)) ，得

 

 E=exp(r(t))I. 令 L( ￡) 一擅 (￡)+(d+a)J( ￡) ，则

 

 L(￡) 一 (aexp{z( ￡))+d+a)J ， 令 f  (f)-  aexp

 

 {工(￡)}+d+ 口 ，则 L(f) 一，(￡)J(f) ， 从而有 L7(f) 一

 

 flrS(t)l(t)
 - （d+a ）（d+y+ 艿）I(￡) 一 [陋S(f) 一 (d

 

 + 口)（d+y+ 艿）]／，(f)L( ￡) ．

      

此处用反证法 ． 若 E(t) ，I(t) 一 0 ，￡一 co ， 则有

 

 R(t) 一 O ，z — co ， 因而存在 T>O ，使得当 t>T 时有

    

—型L

  

＼ 趔生而 >1 ．

      

（d+ 口）（d+y+ 艿）
夕

瓦FF ：）(d+y

  

从而 ] ￡ >o ，使得当￡>T 时 ，有弦j 石轰警}歹F 万

 

 -l>e 成立 ，可得

     

 L 7(￡) 一

  

—』丛生而 一
1}堕丝㈦押趔L(D>

 

 (d+a)(d+y+

   

 f (t)

  

￡L(f) ．

  

从而 L( ￡)>L 。exp{et} 一 co ． f 一 咄 与 L(f) 一拉 (f)

 

 + （d+a ）I(t) 一 O 矛盾 ，因此得 E(f)>O ，工(￡)>O ，

  

从而 ] ￡1>O ，使得 L( ￡)>e ．． 由(2.7) 式 ， E-

 

 exp{r(t))J 得

      

旦——一

  

． {a。），

   

 E(￡)> 再而干囊

    

了
一

exp

     

 r)exp(
一 艿

 

 J(￡)> ————』L —一

  

． { 88）．

      

口exp （83 ）+ （d+a
一

exp

  

从而得

     

 86<v(t)<8s  =ln  K,a8<w(t)< 占7=ln  K.

     

 (2.9)

      

研究系统 (2.2) 叫 - 周期解的存在性 ， 对任意的 A

  

∈ (O ，1) ，考虑系统 ：

 

 u'(t)  =A{Aexp{ 一 u(t))  -

     

 Pexp{  w(t)) -d},

 

 v'(t) =A{pexp  {u(t) -  v(t)+w(t)}  -

      

（d+ 口）} ，

 

 w'(t)  =A{aexp  {v(t) -  w(t))  -(d+

     

 y+ 占)）．

     

 (2.10)

  

设 ]A ∈ (0 ，1) 使 得 (“(￡) ，v(t) ，叫(￡))7 为 系 统

 

 (2.10) 的 ∞ 一 周期解 ． 由上述讨论可得

     

 &< “(￡)< 艿l,86  <  v(t)<8s  ,88<w(t)<87.

  

显然 81 ，82 ，跷 ，86 ，87 ，88 均与 A 无关 ，

      

考虑系统 ：

     

 Aexp{
一

“ }-Pexp{ 叫）-d  =0 ，

     

 Pexp{u-v+w ）一 （d+ 口）一 0 ，

   

 (2.11)

     

 aexp  {v-  w}  -  (d+y+8)  =0,
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其 中 (“ ，可 ，W)T 为 常 向量 ．

 

 (2.11) 的解 ，同上有

  

设 (“ ，u ，W)T 为 系 统

     

 82< “ <8i,86<V<  8s,88< 叫 <87.

      

·

 

 (2.12)

      

定义如下空间和算子 ：

     

 X — Z 一 {(M(r) ，口(￡) ，叫(￡))7 ∈ C(R,R3)Iu(t

 

 +(c，) 一 M( ￡) ，u （￡+ 甜）一 u(f) ，叫(￡+ ∞) 一叫(￡)} ，

     

 0(“(￡),u(f) ，叫(￡))1'0=max  I“(￡)1+

     

 tE(O.o)

 

 max  lv(t)l+max  lw(t)1．

  

易验证 X,Z 均为巴拿赫空间 ， 令

     

 L:domL[X — Z,L(M(f),u( ￡) ，硼(￡))7 一

 

 (甜7(￡) ，到7(Z) ，硼7(￡))7 ，

  

其中 domL 一 {(“(f) ，u(f) ，训(￡))
丁
∈ X  I(“(t) ，u( ￡) ，

  

伽(t))
丁

∈ C1(R ，R3)) ．

  

定义 N:X — Z ，N

 

 u(t)

 

 v(t)

 

 w(t)

 

 fAexp{
一 u(t)}  -P(t)exp  {w(t))  -d

 

 I卢(￡)exp{M( ￡) 一 u( ￡)+ 甜(f)) 一 （d+ 口）

 

 Icrexp{可(f) 一 锄(f)) 一 （d+7+ 艿）

  

定义投影映射 P 和 Q 如下 ：

 

 [-[u(t)dt -j.(,)dt

    

倒 w,t,dtl
丁

.,u,t).v(t).

  

伽(￡))7 ∈ X ，

     

 Q(“(￡) ，v( ￡) ，叫(￡))
丁 一

      

了’

 

 f吉i“c r,dz  -:J.(t)dt -jw(t)d,

 

 ,c“cz，，uct ，，

  

叫(￡))
丁

∈ Z.

  

显然 KerL  =Im  P=R3  ,Im  L— KerQ 一 {(“(￡),v(t) ，

  

硼(￡))T ∈ Z  I“ —到 —叫 —O ）为 Z 中闭集 ，且 dim  KerL

  

— dim  (Z/Im  L) 一 3 ． 因此 Fredholm 算子 L 指标为

  

零 ． 定义 L 的广义逆算子

 

 KP:Im  L —  domL  n

 

 KerP  ,  KP

 

 j.(s)ds -丢，，ucs)dsdt

 

 j:w(s)ds
 - -jjw(s)dsdt
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 u(t)

 

 v(t)

 

 w(t)

  

定义 Q 一 {(甜(f) ，u(f) ，叫(￡))7 ∈ X  Iaz<u(t)<d ， ，

 

 86<v(t)<8s ，88<v(t)<87 ）， 则 Q 为 X 中的有界

  

开子集 ， 由(2.12) 式知 ，存在 (U,y,W)T ∈ Q 为系统

 

 (2.11) 的解 ，

      

由勒贝格收敛定理知 QN ：Q — Z 和 KP(I
 -

 

 Q) N:fl — Z 为连续算子 ，又由 Arzela-Ascoli 定理知

 

 QN(Q) 和 KP(I-Q)N(fl) 为紧空间． 因此 ， N 在 Q

  

上 L- 紧 ， 易得结论 ：

     

 (1)  VA ∈ (O,1),( “(￡) ，到(￡) ，硼(￡)) ∈ aQ  n

 

 domL,L( “(￡),u(f) ，叫(￡)) ≠ AN(tL(t)  9v(t)，硼(￡)),

     

 (2)V( “ ,u ，叫) ∈ aQ  n  Ker  L=ao,  n  R3,  QN

 

 (U,y,W)T ≠ 0 ，

     

 (3)  deg{JQN,Q  n  KerL,O) ≠ 0.

      

因为 ，令 ．，=I:Im  L— KerL,J( “(￡) ，u( ￡) ，

  

硼(z))1
’一 (“(￡) ，口(￡) ，硼(￡))T ， 应用拓扑度理论 ，可

  

以直接得

     

 deg  {lQN,(7  n  KerL,O)=

 

 Aexp-u)  -Pexp{wl-d

 

 Pexp{u-v+w}  -(d+a)

 

 aexp  {v-  w)  -  (d+7+8)

     

 -
 Aexp{ 一

“ }

   

 O

   

 -
 Pexp{叫}

     

 Pexp{“
-

口 + 叫}

 

 -
 Pexp{“

-
口 +  wl

   

 Pexp{H-  v+t ￡'）

     

 Oaexp{v-w}

   

 -
 aexp  {v-w}

  

一 sgn{
一

a(P)zexp{u+w}} ≠ 0 ．

  

由连续性定理 ，系统(2.2) 存在一个 a
 - 周期解 ，从而

  

系统 (1.1) 存在一个正的 a
 - 周期解 ．

 

 3 数值模拟

      

定理 1 给出系统 (1.1) 正 (
 - 周期解存在的充分

  

条件 ，而非充要条件 ， 当 Ro 一
瓦厅i 爰警牟了干面

一 l

  

时 ，系统也可能存在正 c
 - 周期解 ，

      

取参数 K  =103 ，d-2 × 10_2 ，A=d × K-20 ，p(t)

  

一 (6+cos(f)) × 10-4 ，y=3 × 10-2 ，口 =8 一 10-2. 系

  

统 (1.1) 化为

 

 S(t)  =  20 -  (6 +  cos  (t》  X  10-4 S(t) J (t) -

      

 2 X  l0-25(t)  ~

 

 E(t)  =  (6+cos  (t》  X  l0-4S(t)l(t)  _

          

 3 X  10-2 E(t)  ,

     

 I(t) =lO-zE(t)  -6 × l0-2l(t),

     

 R(t) 一 l0-2l(t) 一 2 × 10-2R  (t).

     

 3aK+
一

16 等导 >

      

易验证 Ro 一
瓦FF 五铹+ ），+ 艿）

 

 1.8

 

 1，满足定理 1 的条件 ，因此该系统存在至少一个正的
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2兀
一周期解 （图 1 ）． 用 MATLAB7.1 调用 ODE45 函

  

数模拟 S(t) ，E( ￡) ，I(t) ，R(t) 的解曲线（图 1 ， 2 ）． 其

  

中初值为 SO  -1000 ，EO  -JO  =RO  =100 ，Ro  >1 ，￡代

  

表任何时间单位 ．
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图 1

 

 S(t) ，E(t) ， ，(f) ，R(t) 的解曲线

 

 Fig.  1

    

 Solution  curves  of S(t)  ,E( t) ,I( t) ,R(t)
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图 2

  

解曲线 S(t) ，E(t) ，J(f) ，R(t) 的稳定性

 

 Fig. 2

    

 Stability of

 

 solution

 

 curves  of S( t) ,E( t) ,I( t) ,R( t)

      

从图 2 可 以 看 出 ， 系统 的周期解 S(t) ，E(t) ，

 

 I(t)，R(t) 是一致渐近稳定的．

      

取参数 K  _103 ，d=2 × 10-2 ，A=d × K-20 ，p(t)

  

一 (3+cos( ￡)) × 10-4 ，a=y=3 × 10-2 ，艿=  10-z. 系

  

统 (1.1) 化为
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 S(t)  =  20  -  (3 +  cos  (t》  X  10-4 S(t)l(t)  -

          

 2 X  10-2 S(t)  ,

 

 E(t)  =  (2+cos  (t》  X  l0-4S(t)l(t)  _

        

 5 X  10-zE(t)  ,

 

 I(t) =3  X  l0-2E(t)  _  6 X  l0-2l(t),

 

 R(t)  =3  X  10-zl(t)  -  2 X  lo-2R(t).

     

 R

    

：

    

一

      

在 Ro 一
石门i 簧芋；了+ ∞

：3 × 10-3 ／3 × 10
一3

 

 -1 ，不满足定理 1 的条件时 ，数值模拟得系统 (1.1)

  

仍存在正周期解 （图 3 ）． 用 MATLAB 模拟 S(t) ，

 

 E(t) ，I(t) ，R(t) 的解曲线 ，其中初值为 SO  =1000 ，EO

  

— JO  =RO — 100 ，Ro  =1 ．
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图 3

 

 S(￡) ，E(t) ，I(t) ，R(t) 的解曲线

  

 Fig. 3

    

 Solution

 

 curves

 

 of S( t) ,E( t) ,I( t) ,R ( t)
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