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摘要 ：利用 Leray-Schauder 度理论 ，获得一类具有两个偏差变元的高阶微分方程 z
‘“

(￡)+ ，(f ，T7( ￡) ，，(f) ，
…

，

 

 z
‘’r 。1 ’

(f))+g ．(f ，z(f —
r1(})))+92( ￡，z(f —

r2( ≠))) 一 P(f) 反周期解存在唯一性的充分条件 ，
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 Abstract:  Some  sufficient  conditions  of  the  existence  and  uniqueness  of anti-periodic  solutions

 

 for  a  class of high-order  differential equation  with  two  deviating  arguments  as  follows  x"  (t)+

 

 ,(f,z
 7

 (t) ,xu(t),… ,z
‘”1’

(t))+gl  (t,x(t  -rl(t 》 )+9z  (t, r(t -r2( ￡)))=e(t)

 

 is obtained  by

 

 employing  Leray-Schauder  degree  theorem.
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 Schauder  degree

      

著名的 Lienard 方程

     

 7(￡)+ 厂(z( ￡))z7( ￡)+g(z( ￡)) 一声(￡)

  

具有较广泛的实际应用背景 ，其周期解的存在性一直

  

是科研工作者感兴趣的课题 ，现已取得相当丰富的结

  

果 [1-5]
． 而 Lienard 方程反周期现象也广泛存在于各

  

种物理问题中 ，因此研究其反周期解问题同样具有重

  

要的现实意义 ， 最近 ，文献[6]研究了 Lienard 方程

      

／(f)+ 厂(z(f))z7( ￡)+g( ￡,z( ￡)) 一 p( ￡)(1)

  

反周期解的存在性 。 文献[7]讨论一类具有两个偏差

  

变元的 Rayleigh 方程

      

少(￡)+ 厂(￡，z7(f))+91( ￡，z(t-r1(f)))+92( ￡，

 

 z(￡一 r2( ￡))) 一 P(￡)(2)

  

反周期解的存在唯一性问题 ，其中 r ．，r ： ，p ∈ C(R ，
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 R) ，且 r1 ，r2 ，p 都是 T- 周期函数 ， 厂，gl ，92 ∈ C(R2 ，

 

 R) ，且关于第 1 变量 ≠是 T- 周期函数 ， 丁 >0 ． 而高

  

阶微分方程反周期解的存在唯一性报道很少见 ． 本文

  

研究一类具有两个偏差变元的高阶微分方程

     

 z
‘”’

(￡)+,( ￡,z  7(￡),z
”

(￡), … ,z
‘”1’

(￡))+

 

 9i(f,z(t
 -

 r1(￡)))+g2(f,z( ￡
一

r2( ￡))) 一 e(f)(3)

  

反周期解的存在唯一性问题 ，其中 C ， ，TZ ，p ∈ C(R ，

 

 R) ，且 r ． ，r ： ，户都是 T- 周期 函数 ， 厂∈ C(R
”

，R) ，

 

 g，，g2 ∈ C(R2 ，R) ，且关于第 1 变量 ￡都是 T- 周期

  

函数 ， T>0 ．

      

我们利用 Leray-  Schauder 度理论 ，获得 了方程

 

 (2)反周期解的存在性与唯一性的充分条件 ． 有趣的

  

是当 n-2 时 ，方程 (3) 退化为方程 (2) ，因此本文的结

  

论推广了文献[7]的相关结果 ．

 

 1

  

预备知识

  

定义 1

  

假设 T>O 为常数 ，
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“(￡+T) 一 n( ￡) ，甜（￡+ 吾）= 一
“(￡) ， V ￡∈ R,

  

则称 u(t) 是 R 上的反周期解 ．

      

引理 l[8]

  

设 力 是线性赋范空间 X 的一个有界

  

开集 ， 厂在 n 上是完全连续场 ， p ∈ X ＼厂car2） ，如果

 

 Leray-Schauder 度 deg{ 厂J2,p} ≠ 0 ，则方程 厂(z) 一

 

 p在 n 上至少存在 1 个解 ．

      

引用如下记号 ：

     

 Ct一 {z ∈ C
‘
(R,R),z( ￡+T)=T(f)) ，足∈ {O,

 

 1，2 ，
… } ，

      

丁

   

 l

     

 I z  Iq一

   

 l x(t)  lqdt)9， 『z  l。 一

 

 .max]l
 z(￡)l,)I  X(k)  Io一

。

maxI  l(k)  (t)I,

     

 CkT号一 {x ∈ c 夸：z （￡+ 吾）一 一x(t) ， Vt ∈ R) ，

     

 lIzlI

 

 -  max{l  z  I.,I z7  I.,… ,I  l'k)I.),

 

 Vx ∈ CkT{ ．

      

引理 2c9J

  

（Wirtinger不等式）设 z ∈ C(R2  ,R)

  

且 r(t+ 丁) 一 z(t) ，则 I z7(f)12≤丢I／c￡)12.

      

引理 3 如果下面条件满足 ：

     

 (Ho) 存在非负常数 Ci,i  =1,2 ，
…

，n-l ，使得

     

 I厂（￡,1-1

 

 ,1-2 ，
…

，z,r1)- 厂(t,yi  ,y2 ，
…

，

     

 n-1

 

 y,,1)I≤ ∑ ci  I xi  -Yi  l,Vt'Xi'Yi ∈ R;

     

 f=l

     

 (Hl) 存在非负常数 bi,i  =1,2 ，使得

     

 I g. (t,zl)-  gi (t,x2)l≤ 6.1  zl-r2  l ,i=1,2,

 

 V t,ri  ,r2 ∈ R ；

      

一 1

    

㈣。，善Ci （丢）
一

十等岩≠q ．

  

则方程 (3) 至多存在 1 个反周期解 ．

      

证明

  

假设 z ，(t) 和 X2  (t)是方程 (3) 的两个反

  

周期解 ，令 z(t) 一 z ．(t)
 -  X2(￡) ，则

      

∥(￡)+,( ￡,z71(f),71(f),… ,z;
”1’

(f)) 一
，(￡，

 

 17  2(￡)91u2( ￡), … ,z5
”1’

(t))+91(t,xi( ￡
 -

 

 n( ￡)))  -gl(t,x2(f-rl( ￡)))+  g2  (t,xl(￡
 -

 

 rz(t》 )  -9z(t,rz(t--c2(t 》 )  =0.

   

 (4)

  

注意到 z(t) 也是方程 (3) 的反周期解 ，则

     

 j'jzct,dc—j_;zct,dr+.r;zcr,dt—j.;zct,dt+

  

心t+ 吾）扣。．

  

于是存在常数 搴∈ [0 ， 丁] ，使得 zce)  =o ，从而有

     

 l

    

，

     

 I z(t)  l=l z(8)+z'(s)dsI ≤

 

 l z'cs)Ids,

     

 e

   

 e
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 t C[e ，e+  T],

                                             

 (5)

        

 I z(t)  l=l z(t-  T)  l=l z(亭)  +

    

 z'(s)ds  l≤

  

由(5) 式和 (6) 式得

     

 I z  I。一 max  Iz(t)I— max  I z(t)I≤

     

 l∈ [O,T]

   

 f∈ [已针明

  

∈m淼{专(H  z7 。)I 山 十L.  f z'cs)I出））≤

  

“ I z'cs)ds ≤字I  zl2.

   

 (7)

  

将方程 (4) 两边同乘以 zh
’
(￡) ，并从 0 到 丁 积分 ，并

  

由(7) 式 、 (H 。) 、 (H ．)和 Schwarz 不等式得

     

 I z
‘”’

I;≤

 

 If(f,z7l(f),,1(￡), … ，

 

 Z(
 rj-l)

 (t)) -,(t,l-12 (t) ,XII2 (t),… ,X;n-l)(￡))1.

 

 I Z(n)  (t)l dt+

   

 1 91(￡,z1( ￡一 r1( ￡))) 一
gl( ￡，

 

 xz(t
 -

 ri(t》 )l  I z
‘”’

(￡)ldt+

   

 1 92  (t,z1(f  -

 

 r2(f)))
 -

 g2  (t,r2(￡-  C2(f)))I I Z(n)(￡)I  df≤

  

垂ci  jlj l z{1
’
(z) 一 工；

。’
(z)II  Z(n)(t)l dt+

 

 6,.rj l xi(￡-r.(t 》  -1-2(￡-r.(t 》 I I Z'''  (t)l dt+

 

 b2,j I z.(￡-r:(t 》  -12(f-  T2  (t》 l l Z")  (t)I dt≤

  

，广l

  

∑ci  I zci>I:f Z(rr)  12+(bi  +bz)i  z  i..

 

 i=I

      

，广 ——l

  

√亍 IZ(n)I。 ≤ 善丢
”

ci  I z
（月’

I；+

     

 f一

     

 rr-l

 

 (b, +b2)T
 1 27  I.I  Z(n)  12≤

[i-1c.
（丢）

”‘

+

  

——
虿
—一

     

 i=1

 

 (b,
 +b2)!]I  Z'n)  Il.

   

 (8)

   

 2（2丌）
”
一1

  

结合(8) 式和条件 (H2) 得

     

 z
‘”’

(￡) 三 O ， V ￡∈ R ．

   

 (9)

  

由于 ZCn-2,  (0)一 2"-2)(  T) ，则存在 8卜， ∈ [O ，T] ，使

  

得 Z
沪”

(8r ．) 一 0 ． 再结合 (9) 式得

     

 z
‘”1’

(t) 三 O ， V  f∈ R.

   

 (10)

      

利用类似的估计方法 ，我们有 z(f) 三 z7(￡) 三 …

  

三 z
卜2’

(f) 三 O ， V ￡∈ R. 从而 1l  (t) :1-2 (t)，即方程

 

 (3)至多存在 1 个反周期解 ．

 

 2

  

主要结果

      

定理 l

  

假设条件(H 。) 、 (H ．)和 (H2) 成立 ，并且

  

满足 ：

     

 (H3) 对 Vt,x ∈ R ，有
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厂（t+ 吾，
一 z ，，

一
zz ，

…
，
一 工，．）一

一
f(t ，

 

 z．，工： ，
…

，z ，．) ，p  t+ 吾一 一
户(￡) ，g ．(￡+

  

吾，
一 工) 一 一

g ，(t ，z) ，己（t+ 吾）一 ri(t) ，i=1,2 ．

  

则方程 (3) 存在唯一的个反周期解 ．

      

证明

  

考虑辅助方程

     

 r"(t) 一 一
Af( ￡，z7( ￡) ，，(￡) ，

…
，z

‘”1’
(￡)) 一

  

植 l  (t,l(t  -rl(t)))-  A9z (t,i-(t -r2(t)))+t;le  (t)一

 

 AQl(￡，I(t) ，工7(f),,( ￡), …
,z

‘” 1’
(￡)),A ∈ (0,1].

     

 (11)

  

显然 Q,( ￡，T( ￡) ，z  7(￡) ，，(￡) ，
…

，z
‘”1’

(f)) 连续 ．

      

根据引理 3 ，知方程 (3) 至多有 1 个反周期解 ， 下

  

面只须证明方程 (3) 至少存在 1 个反周期解即可 ．

      

为了应用引理 1 ，首先证明方程 (11) 的所有反周

  

期解有界 ，

      

设 x(t) ∈ CT
．．号是方程 (11) 任一反周期解 ， 利

  

用类似 (7) 式的估计方法 ，可得

   

 l-≤ 型手 I x'  12.

 

 (12)

      

将  (11)式两边同乘以  X(n)  (t)

 

 ,并从  o到

 

 T积分  ,

  

根据 (12) 式 .(  Ho).(  Hi) 和

 

 Schwarz 不等式得

                                       

 o

 

 1
‘” l)

 (t》

 

 I I l(n)  (t) I dt+

 

 r

 I gi  (t,x(t-r1  (t》 )  l

                                                      

。

   

 l(n)  (t) I dt+

 

 r

 I 9z  (t,.r(t -  r2  ct》 )  l

                                  

。

   

 1(n)  (t) I dt+

 

 r

 I e(t)  lI l(n)  (t) I dt≤

 

 T[l

 

 f(t,

                 

 o

                       

。

    

 f(t,0,0,---,0)

 

 1] I l(n)  (t)

 

 I dt +

 

 T[l

 

 gl  (t,x(t
 -

                                                                        

。

 

 r.  (t》 )  -
 gi  (t,0)

 

 1+1

 

 gi (t,0)

 

 1] I X(n)  (t)

 

 I dt+

 

 Jl:[I g2 (t,r(t
 -

 r2  (t》 )  -
 g2 (t,0)

 

 1+1 92  (t,

 

 o)  l] I l(n>  (t) I dt+l  e  I

  

 JT  I I(n)

 

 12≤

  

霎 Cz.『j I

 

 r(i)  (t)

 

 lI l(n)  (t)

 

 I dt+(bi  +bz)

 

 I

 

 z

 

 Icc .

  

 JT  I X(n)  lZ +[max  {I

 

 f (t,0,0,---,0)  1:0≤  t≤

 

 T} +  max  {l gi(t,0)

 

 1:0≤  t≤  T} +max  { ] 9z  (t,

 

 o)  l:0≤  t≤  T} +l  e  l,] JT  I l(n)  12≤

 

 xci)  li I l.(n)  12+(b  +2b'
 z) T

 I z7  lz .

   

 X(n)  12 +[max  {l

 

 f (t,0,0,---,0)  1 :0≤  t≤  T} +

 

 max  {l gi(t,0)  1:0≤  t≤  T} +max  {l g2  (t,0)  1:
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 o≤ ￡≤ T)  +l  P  I.]JT  I l(n)  12≤

 

 [蓦c ， （丢）
一

十专茜砉—鎏二]l  X(n)I；+

 

 [max{ 【,( ￡,0,0, … ,O)1:O ≤ ￡≤ T)+

 

 max{1  91(t,0)l:0≤ f ≤ T)  +max{1  92(t,0)I:

 

 o≤ ￡≤ T)+I  P  I.]JT  I z
‘神

l2.

   

 (13)

  

结合 (13) 式和条件(H2) 知 ，存在正常数 D, ，使得

     

 I .r(j) 】. ≤ （丢）
”’

I z(H'I:≤ D.,j 一 1,2, …
，

 

 n．

   

 (14)

  

由 zu
’
(0)=zu

’
(T) ，J=0 ， 1 ，2 ，

…
，n-l 可知 ，存在常

  

数 ￡ ∈ [O ，T] 使得 zq
十1’

（己）一 O ，于是

     

 1 1(jl
’

(t)I=I  I(j+l
’
(己)+-r:z(,+2

’
(s)ds  l≤

 

 J亍 II(j+2) lZ,j=0,1,2*..,n-2,Vt ∈ [o ，丁].

     

 (15)

  

结合(12) 式 、 (14) 式和 (15) 式可知 ，存在正常数 Dz 使

     

 J xcj)I.≤ JTI  r(j+l)  12≤ D2,J — o,1,2, …
，

 

 n  -1 ．

   

 (16)

  

从而存在正常数 M ，使得

     

 max  I r-(j)I。 <  M.

   

 (17)

     

 0≤j<n-l

      

取 n 一 {z ∈ Crri.~  =X:  max  I r'j)  \o<M ），

     

 O≤j<rrl

  

则对 A ∈ (0 ，1] ，方程 (11) 在 an 没有反周期解 ．

      

其次 ，证明方程 (11) 反周期解的存在性 。 任取

 

 r(t) ∈ CkT  2L
，则 x(t) 可以展开成 Fourier 级数形式

   

 _r(t)= ∑[a2i+icos2'r(2i+l)t+

     

 i-0

—丁

 

 b2i+,sin27r(2 :2_+l)t].

     

 T

  

丢耋c2i+lsin
幽产

 

 cos
丛车世] ．

 

 bz+i

 

 2i+l

  

显然 未(k)( ￡) 一 z( ￡) ． 由算子 L 的定义知

   

 I ck川≤n  z c s，I出十丢塞
c
 bZ}≤

 

 T  ll z  Il+丢（害缓汁．）
5
（窭西{可．）

2

．

  

注意到
。

      

∑ — 1一

      

。 （2i+1 严）
2

一

蕊 ，
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〔
l
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￡
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并利用 Parseval 恒等式

 

 1 l-(S)

 

 +  b；i+1]，

  

可得

 

 2扣吾扣；斗．

     

 I(Lr)(z)l ≤ T  lIzlI+三去‘

 

 (季J'i l x(s)  12ds)
 2

≤ (T+{)』z  ii ,vt ∈ [0,

 

 T]，

  

即 』(k)( ￡)o ≤ T+ 等）II z 忆 因此算子 L 为连

  

续算子 ．

      

对任意的 r(t) ∈ CT
．．{

，则由条件 (H 。)知

     

 Qi（￡+ 吾，z （￡+ 吾），z7 （￡+ 吾），
…

，l(rrl)(￡+

  

吾)）一 一 Qi( ￡，z( ￡) ，z7(f) ，
…

，z(r1
’
(￡)) ．

  

所以 ，算子 Q ． ∈ C0 号
． 定义算子 F 。 ：Q  -  CT  2[X

  

为 F
，
(z) 一肛 (…L(L(Q ，(z)))) 一肛

”

(Q ，(z)) ，∥ ∈

 

 [0，1]． 由 Arzela-Ascoli 定理易证 ， F, 为紧同伦 ． 显

  

然 ， Fi 在 n 上的不动点即为方程 (3) 的反周期解 ，为

  

此 ，我们只须证明 Fi 的不动点的存在性 ，

      

定义同伦连续场 H 。 (x) ：Q × [0 ，1]一 CT
．t专为

 

 H
，
(z) 一 z 一

‘ (z) ． 由(17) 式知 H
，
(aQ) ≠ 0 ，卢 ∈

 

 [0，1]． 根据 Leray-  Schauder 度 的紧同伦不变性知

 

 deg{z-  F1_r，Q ，0)  =deg{z ，Q ，0} ≠ 0 ． 故由引理 1

  

知 ，方程 z  -
 Fbr  =0 在 n 内至少存在一个解 ，即算子

 

 F， 在 Q 内至少存在一个不动点 ，从而方程 (3) 存在

  

唯一反周期解 ．

      

注 1 显然文献[7]中的相应结果是本文的特殊

  

情形 ．

  

注 2 本文的方法可以应用于方程

 

 z
‘”’

(￡)+ 厂(￡,z7( ￡),7( ￡), … ,z
‘”1’

(f))

    

∑9i  (t, r(t -rf  (t))) 一 e(t)

   

 i-l

    

反周期解的存在唯一性问题 ．

   

 3

  

算例

   

 Lineard 型方程

     

 X(3)  (t)+
 ll6.r'(t)+16sin r"(t)+g.(t,.r(

￡
一

 

 sin2 t》 +g2 （￡，z （￡一 cos' ￡））一击cos ￡

   

 (18)

  

存在唯一反 27r  -周期解 ，

      

证明

  

由(18) 式知 ， 咒 一 3 ，f( ￡，z
，

，7) 一点z7+

  

去sin ， ，e(r) 一赤cos  r，则 Cl  =C2 一去，bi  =b2 一忐，

 

 T一 2丌，且

     

 2

    

— b2)T
”

      

∑Ci （丢）
一
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容易验证定理 1 的条件 (H3) 成立 ． 从而根据定理 1

  

知 ，方程 (18) 存在唯一反 2  7【
一周期解 ．
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