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摘要 ：讨论 z 变换在风险模型中的应用 ，先求出复合二项风险模型中一类泛函 妒(“ ；w) ， 以及特殊情形下 妒(“)和

  

厂(“ ，z) 的 Z 变换 ，再得出 妒(O) 和 厂(Oa) 的表达式 ，然后求出阶梯高度 L ． 的 Z 变换 ，最后在复合二项风险模型

  

索赔个体服从几何分布时 ，得到其最终生存概率的具体表达式 ． 所得结果与已知结果是相同的，
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 Abstract:This  paper  considers  the  application  of z  transform  in the  risk model.  We  firstly derive

 

 the  Z  transform  of a  type  of function ≯(u; 叫)in  the  compound  binomial  risk model.In  the  two

 

 special cases  of w(x)  ,we  get  the  Z  transform  of≯(u)  and,  (u,z).Applying  the  value  theorem

 

 of the  Z  transform,the  explicit expression  for  cpco) and 厂(O,z)are  obtained.  Further  we  get

 

 the  Z  transform  of  the  ladder  height  Li.  Finally  we  obtain  the  explicit  expression  of  the  ulti-

 

 mate  survival  probability  where  the  individual  claim  amount  distribution  is geometric  distribu-

 

 tion.
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经典风险模型是指 ：给定保险公司一定的初始资

  

本 ，允许它承保具有某种统计分布的风险 ，并允许它

  

根据风险的特点连续地（或者离散地）收取相应的保

  

费 ． 所以按照收取保费的方式可以分为连续模型和离

  

散模型 ， 对于连续模型有许多论文都用到拉普拉斯变

  

换这一数学工具 ，如文献 [1 ，2].而 Z 变换具有与拉

  

普拉斯变换相类似的性质 ，如初值定理 、终值定理 、卷

  

积定理 ，是一种有效用于离散时间系统的方法 ， 已经

  

形成一套系统的理论 ． 但是在离散风险模型中大多数

  

人仍然采用母 函数这一工具进行研究 ． 本文采用 Z

  

变换求出文献[3]中的相关量 ，其中涉及到终值定理 ，

  

复变函数论等知识 ． 从探讨过程看出 ， Z 变换在内容

  

上比母函数更加丰富 ，它是研究离散风险模型的有效

  

工具.Z 变换结合计算软件 ，如 MATLAB ，能很快反
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演出相应的系数 ，这也给计算带来了很大的方便 ．

 

 1

  

复合二项经典风险模型

      

记保险公司在时刻 竹 的盈余为 U 。 =u+n-S 。 ，行

 

 -0 ， 1 ，
…

，其中 “ 一 U 。 表示为初始盈余仅取非负整

  

数 ． 复合二项经典风险模型满足下列条件 ：

     

 (1)在任意一段单位时间区间（n-l ，钾]中 ，仅可

  

能出现两种可能 ：或有一次索赔发生 ，或没有索赔发

  

生 ． 这样可用 六 -1 表示在该时间区间内有一次索赔

  

发生 ；以 己一 O 表示在该时间区间内无索赔发生 ， 假

  

定 {色 ：行≥1}为独立同分布的随机变量序列 ，且满足

     

 Pcen =1 ）=p ，Pc 己一 O ）=q=l-  p,O<p<l.

  

在上述假定下 ，N(n) 垒S，+ … + 已 (约定 N(O)=0) ，

 

 Vn≥o ，表示至时刻 n 为止所发生的索赔次数 ． 很容

  

易得

     

 P(N(n)=k ）一 C ：pkq'-
‘

，0≤是≤押 ，

  

所以 {N(n) ：n ≥0}是以 p 为参数的二项序列 ．

     

 (2)如果在单位时间区间（n-l ，n]内有索赔发

  

生 ，则以 X 。 表示保险公司的第 咒 个索赔额 ． 当取定
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一钱币单位后 ，我们总假定 X 。 是仅取正整数值的随

  

机变量 ． 设 X, ，X2 ，
…

，X 。 ，
…相互独立同分布 ，都与

 

 X 的分布相同． 记

      

户(，2)=P （X 一 ”），P （n ）= ∑p （k ）， n ≥ 1 ，f 垒

      

女=l

 

 E[X]< 。。
．

  

还约定 p(O)
一 0 ． 而至时刻 n 为止保险公司所支付的

  

索赔总额 S 。 AEixi+ …+ 已X 。 （约定 So  =0 ）， Vn ≥

 

 0． 再进一步假定 {己 ：咒≥ 1}与 {X 。 ：”≥1}独立 ． 则索赔

  

总序列 {S 。 ：，2≥O ）便是复合二项序列 ．

     

 (3)每单位时间内收取一钱币单位 ，在收取保费

  

时考虑保证保险公司正常运作 ，总假定E[Sl]=pP<

 

 1． 记 曰一赤
一 1 为安全负荷 ，

      

我们令 T 垒inf{n≥1:U 。≤0} ，inf~ 一 oo
，并称 T

  

为破产时刻 ． UT-1 为保险公司在破产前一时刻的盈

  

余 ， IUTI 为破产时刻的赤字 ， 具体探讨的风险量的有

  

关规律如下 ：

      

函(u ；w) 垒E[ 训（U 卜 1 ）J{r< 。c}I  Uo一 “] ，

      

驴(U) △P(T<ooJ  U。-u) ，

      

厂(u ，z) 垒P(  T<oo ，Ur- 】
一 z  I Uo  =u) ．

  

在上述定义中 ，驴（u ；叫）为一类泛函 ，W(I) 为任一非

  

负有界函数 ，Jn 为示性函数 ，≯(“)为在初始资本为 u

  

的条件下 ，保险公司最终破产概率；f(u ，z) 为在初始

  

资本为 “ 的条件下 ，保险公司在破产的前一刻的盈余

  

为 z 的概率 ． 数列 X(i) ，Y(i) ，Z 变换由下式定义 ：

      

文(z) 一 Z[X （k ）]一 ∑ X （矗）1-k
．

     

 ^=0

  

该定义是文献[5]中的定义中时间间隔 T-l 的特殊

  

情形 ． 进一步记 X(i) 与 Y(i) 的卷积为 X*Y(k) 一

  

∑X(k-i)y(i) ．

 

 i=0

      

注 1 为方便与文献 [3]的结论比较 ，文中大部

  

分记号与文献[3]保持一致 ，

      

注 2 根据文献[5]的定义 ，关于 Z 变换的定义

  

实际上称作单边 Z 变换 ， 文 中在保证不引起混淆的

  

情况下 ，简称为 Z 变换 ．

      

注 3 对于索赔额 X ，称 五(z) 一 ∑ p(k)z' ，z ≥

 

 1为关于随机变量 X 的 Z 变换 ． 这里 z 相当于哑变

  

量 ，如果令 z-  es ，则 p(es)  =E[e-sx] ，就为 X 的拉普

  

拉斯变化 ，如果令 r=l/z ，则 p(l/r)=E[ ∥]为 x 的

  

母函数 ，

      

引理 lF(z)=l-zq-zpp(z) 在 z ≥ 1 时只有

 

 z-l  -个零点 ，

      

证明

  

根据 z 变换的定义 ，可知 五(2) 一

 

 E[Z
叫

]． 当 z ≥ 1 时 ，
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 F7(z) 一 一
q+ 户E[ （X-l ）Z-x] ≤-i+pP<o ，

  

所以 F(z) 在 z ≥ 1 中严格递减 ． 又因为 F  (l) =l-q

 

 -
 p=0 ，所以当 z>l ，F(z)<F(1) 一 0 ． 引理 1 成立 ．

      

方程 zq+zpp(z)  =1 称为复合二项风险模型的

 

 I。undberg 基本方程 ．

 

 2

  

相关结论

      

由文献[3]得

      

驴（“ ；叫）一 q驴(“ +1 ；w)+p 墨≯(“+l-k ；w) ．

 

 p（惫）+ 户叫(M)[1一 P(M)] ．

   

 (2.1)

  

为了计算方便 ，先将 (2.1) 式化为

      

妒（“ ；硼）一户儿 *p( “+1)+ 户硼(“)[1一P( “)]+

 

 q 《u+1 ；训）一驴（O ；叫）户(“+1) ，

   

 (2.2)

     

 u+1

  

其中灿 *  p(“+1) 一
圣驴(“ +l-k ；w)  p(k) ． 在(2.2)

  

式两边同时取关于 u 取 Z 变换 ，则

      

驴（z ；硼）一q2[函（M+1 ；训）]+ 户2[札 *p(u+

 

 l)]-夕驴（O ；叫）z[p( “+1)]+ 户∑w(u)[1-

      

“ =U

 

 P(“)]z
～
西（z ；硼）一q2[函（z ；叫）一驴（o ；硼）]+

 

 pz(p。 *p(z)
一

pz 驴（O ；叫）户(z)+ 户∑w(u)[1-

     

 n=O

 

 P(“)]z
～ 一qz[函（z ；叫）一妒（o ；硼）]+ 户z 函（2 ；锄）．

 

 p(z)
 -

 pztp(O;w)户(2)+ 户∑ w(u)[l-P （蹦）]z-u.

  

上面推导运用了 Z 变换的一些基本性质 ，其中 z>l.

  

再由引理 1 ，上式可继续化简为

     

 -qzq)(0；w)+ 户∑叫(“)[1一 P( “)]z
～

  

妒（引训）一 —
1-

      

一
zq-zpp(z)

  

一 pzSp(0 ；w)p(z)

   

 (2.3)

   

 l-zq-zpp(z)'

  

至此得出 妒（“ ；叫）的Z 变换 ．

 

 2.1

  

关于 v，(u)的 Z 变换与 lf，(O)的表达式

      

在这一小节总令

      

硼(z) 一
l ，z ≥0 ，

     

 0,r<0 ．

  

因为 UT-1 ≥ 0 恒成立 ，所 以 驴（u ；w ）一
驴(“ ) ． 再由

 

 (2.3)式可得

      

妒(2) 一

 

 -qzq)(o)-pzt/cO)p(z)+P ∑[l-P(u)lz-'

      

———
丁 zq-zPP(z)

    

一
． (2.4)

  

由(2.4) 式知 ，要利用 Z 反变换 ，必须先确定 lpco)的

  

表达式 ．

      

定理 1

  

在复合二项风险模型中 ，妒(O) 一
户p ．

      

证明

  

因为 F7(1) 一 一 1+ 户卢≠o ，由引理 1 ，知 函
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(z) 在 z ≥ 1 中只有 z=l 这个单极点 ． 又 limcp(u)
一 O

     

 H—+

  

所以利用 Z 变换的终值定理得

     

 lim[（1一 z
一 1

）函(z)]一 lim妒(“)=0.

   

 (2.5)

  

将 (2.4) 式代入 (2.5) 式 ，利用洛毕塔法则得

   

 l-1[
（1一 z

一 1
）函(z)]一 -1

堕
去} 一 o ，

    

：一 l

    

一 1+

  

即 妒(0) 一
pP ·

      

这与文献[3]的结论相同 ，再根据 (2.4) 式和定理

 

 1，就可以利用 Z 反变换来求相应的系数 ． 对于 Z 反

  

变换 ，通常有直接除法 、计算机程序法 、部分分式展开

  

法 、 反演积分法 ． 下面利用计算机程序法求解例 1 ．

      

例 1 在复合二项风险模型中，令 q
一 0.75 ，p=l

 

 -q=0.25 ， X 的分布律 p （是）（k-l ， 2 ， 3 ）分别为

 

 0.5 ，0.  25，0.25. 则利用 (2.4) 式和定理 1 得

      

≯(z) 一二 2123  +12.  522 +6.  25z+2.  25

     

 _4823+5622  -4z-4
一

  

把文献[5]第二章中的 MATLAB 程序模版具体数据

  

代人上式 ，可得表 1 ．

  

表 1 具体数据

 

 Table  l

 

 Specific  data

  ┏━━━━┳━━━━━━┳━━━┳━━━━━━┓  ┃    

“

  ┃    

止(“)

  ┃      ┃    

出(“)

  ┃  ┣━━━━╋━━━━━━╋━━━╋━━━━━━┫  ┃   

 0

   ┃   

 0. 4375

 ┃   

 5

 ┃   

 0. 0064

 ┃  ┣━━━━╋━━━━━━╋━━━╋━━━━━━┫  ┃   

 1

   ┃   

 0. 2500

 ┃   

 6

 ┃   

 0. 0025

 ┃  ┣━━━━╋━━━━━━╋━━━╋━━━━━━┫  ┃   

 2

   ┃   

 0. 1250

 ┃   

 7

 ┃   

 0.0009

  ┃  ┣━━━━╋━━━━━━╋━━━╋━━━━━━┫  ┃   

 3

   ┃   

 0. 0417

 ┃      ┃            ┃  ┣━━━━╋━━━━━━╋━━━╋━━━━━━┫  ┃   

 4

   ┃   

 0. 0174

 ┃      ┃            ┃  ┗━━━━┻━━━━━━┻━━━┻━━━━━━┛ 

 2.2 关于 ，（口 ，工）的 Z 变换与，（0 ，工）的表达式

      

在这一小节总令

      

硼。 (￡)一
1 ，f

— x'

     

 O，f≠z ．

  

则

      

≯（u ；叫： ）=E[w ， （UT-1)J{T< 叫 f  UO =U]=

 

 P( T< ∞
，Ur-l=xl  Uo=u)= 厂(u ，工) ．

  

由(2.3) 式可得

     

 f (z，z) 一

 

 -qz ，co ，T)-  pz厂(o ，x)p （圣）+ 户[1
一P(z)]z

一
2

     

 1-zq-zpp(z)

     

 (2.6)

  

同样要先确定 f(0 ，z) ，才能运用 Z 反变换 ．

      

定理 2 在复合二项风险模型中，f(0 ，z) 一

  

户[1
一 P(z)] ．

      

证明

  

因为 F7(1)= 一 1+ 户岸≠0 ， 由引理 1 ，知 7

 

 (z，z) 在 2 ≥ 1 中只有 z-l 这个单极点 ． 又 lirric/)(“)一

 

 0，所以利用 Z 变换的终值定理得lim 厂(u ，z)=0 ，即

     

 H
—．。。

     

 lim[(1- z-i)7(z,r)l=lim厂(u,z) 一 o.

 

 (2.7)

     

 z_-l

    

“—- 。0

   

 32

  

将 (2.6) 式代人 (2.7) 式 ，利用洛毕塔法则得

     

 lim[（1-z-l ）7(z ，z)]=

 

 -厂(o ，z)+p[1 一
P(z)] 一 o ．

     

 -1+  p!-t

  

再由上式可得 f(0 ，z) 一虻 1一 P(z)] ．

      

下面对文献[3]中例 1 用反演积分法来求 f(u ，

 

 z)．

      

例 2 设所有的索赔服从单点分布 户(2) 一 1 ， 由

  

定理 2 可得

      

或 1 ，

   

 fc吣，一{￡薹呈
或

  

再由(2.6) 式 ，分 3 种情形来讨论 ：

     

 (1)当 “≥ 1 ， z ≥ 2 时 ，夕(z ，z) 一 o ． 所以在情形

 

 (1)中 ，f(u ，z)=0 ．

     

 (2)当 “≥ 1 ，工一 0 时 ，

     

 -lp2+p_

    

，(z,x ，一二
号兰

p-z-'p
一 ，

  

户．

  

所以在情形 (2) 中 ，，(“ ，z) 一 0 ．

     

 (3)当 “≥1 ，z-l 时 ，

 

 .

   

 _zqp_z-lp2+pz-l 一 p(z+l)

  

厂(z ，z) 一 一

     

 1-  zq-  pz-lz-  pq-1

  

所以在情形 (3) 中 ，由反演积分法可得

      

厂(“ ，z)  -  Res  [f(2，x)z
“

-1]一

      

：= 向
一 l

  

 lim

 

 p(z+l)z
” 1

（z 一
户g

一

∑： lim  p(z
“ +z “

一 ，
) ：

  

：一向
一 lz-pq

 l

   

 pb7
一】

  

（鱼）
“

．

   

 q

  

上述结果与文献[3]中例 1 的结果是相同的 ．

 

 2.3

  

阶梯高度 Li 的 Z 变换

      

与连续型经典风险模型类似 ，在复合二项模型

  

中 ，定义 L=max{S 。 -n:n ≥ O} 为最大聚合损失 ，所

  

以P{L ≤“）一 1 一妒(“ ) 一艿(“ ) ． 而 L 是服从复合几何

  

分布的 ，即 L=Li+L2+---+LN ，其中 {Li ：i≥ 1 ）为

  

独立同分布的随机序列 ， 称 Lj 为阶梯高度分布 ，N. 服

  

从几何分布 ，其中P{N= 列 =(tpco 》
‘
a(0) ，k-0 ， 1 ，

  

…
，且随机序列 {Li ：i≥ 1 ）也与 N 相互独立 ， 所以 由

  

此特性可得

      

》一

   

 (2.8)

   

 E[Z
一‘

]2ri 页器鲁占吨
．]

．

  

为保证收敛性 ，都约定上述的哑变量 z>l ，而由P{L

  

≤“ )一艿(“)可得

     

 E[Z
一‘

]一 ∑ Z-k  (8(k)-8(k  -1) ）一 （1-

      

女=O

 

 Z
叫

）否(z) ．

   

 (2.9)

      

按第一次索赔时刻和第一次索赔大小来分 ，

     

 u+i-1

      

艿(“)一 ∑q
‘-1

 p ∑ 8(u+i-k)p(k) ．

     

 1一 I

   

 t=O
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令 s=u+i ，上式继续可化为

     

 s-1

      

艿(“) 一 ∑ q
一

”
一 1

户∑8(s-k)p （忌）．

   

 (2.10)

      

々一 U

  

由(2.10) 式可得

     

 s-1

     

 8(“+1) 一 ∑ q
～ -2

户∑8(s-k) 户（志）一

     

 5= “+Z

    

々=U

     

 s-1

  

口
一 1 ∑ q5

一
“-'

 p∑8(s-k)p(k) 一
q

 1
占(“ )  -

     

 j— q 十 Z

    

々=U

 

 q-lp ∑8(u+l-k)p （志）=q-l  p8(O)  p(u+l)
 -

 

 q-lp8* 户(“+1)+q
一 1

占(“) ．

   

 (2.11)

      

也可以按第一个时间间隔里是否和第一次索赔

  

大小来分 ，也会得出类似于 (2.11) 式的差分方程 ， 再

  

在 (2.11) 式中关于 u 取 Z 变化可得

     

 8(z

   

 }(O)户(z)

   

 (2.12)

    

否cz ，一坐

≤等车芸与等等一，

  

，

  

关于 8(z) 也可利用 8(u) 一 1 一 曲（甜）和 (2.4) 式来求

  

解 ． 为检验定理 1 ，对 (2.12) 式中的 8(O) ，利用终值定

  

理得 8(O)  =l- 户卢
一 1 一

驴(0) ． 最后 ，利用 (2.8) 式 、

 

 (2.9)式和 (2.12) 式化简可得

     

 E[z
—

Lt]一
i瓦={手舌每三b可为了

．

      

由于几何分布与指数分布都具有无记忆性 ，在经

  

典连续型模型中 ，当个体索赔服从指数分布时 ，能得

  

一个关于最终生存概率的显示解 ． 在此也可 以断言 ，

  

当复合二项模型中索赔个体服从几何分布时 ，也会得

  

到最终生存概率的一个显示解 ． 若记 户（k ）=  ak-1(1

 

 -a) ，k-l ，2 ，
…

，那么 口
一 l／（l-a ），夕(2) 一 （l-a ）／

 

 (z-a) ，占(0) 一 (q-a) （l-a ）． 注意 0>0 ，所以 a<q ，

  

代入 (2.12) 式可得

     

 - （P-a ）z]

   

 8(z，一考暑三≤字毫兰芝老，。z
一 ，，

．

  

由于更一般的形式 文(2) 一 （az2  +bz ）/(z-z ，)  (z-

 

 z。) ，T ．≠ 12 的反演已由文献[4]给出， 直接利用该例

  

子的结论可得

     

 l-a-P （旦）
“

      

——— -=1-

    

涨甜户斋专—
1- 旦

     

 q

  

南c掣手，
“

，

  

其中 u-0 ， 1 ，
…

． 这个结果与经典连续模型的相应结

  

果类似 ．
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以色列科学家研发出放射性治疗癌症新方法

      

传统放射性治疗是 目前治疗癌症的主要方法 ，但是这种方法在杀死癌细胞的 同时 ，也会使健康细胞受损 ，

  

患者接受治疗后常常会产生恶心 、 头发脱落 、疲惫等副作用 。 最近以 色列科学家研发出一种放射性治疗癌症新

  

方法 。 他们 用 一种特殊混合的纳米粒子和抗体来确定肿瘤的位置 ， 当纳米粒子到达肿瘤后 ，直接附着在肿瘤上

  

面 ；此时 ，通过外部磁场使其在特定部位发热即可 以 定向杀死癌细胞 。 治 疗结束后 ， 纳 米粒子会随人体新陈代

  

谢 自然排 出体外 。 这种特殊混合的纳米粒子可局部注射或静脉注射 ，使用安全 、 简便 ，整个疗程约持续 6h ， 患

  

者可以在医院接受治疗 ，也可在家中治疗和恢复 。 从理论上讲 ，新方法对治 疗癌症是有效的 ， 只要能找到特定

  

的生物标记和抗体 ， 即可以 用于治疗各种癌症 。 通过反馈程序 ， 医 生还可 以根据不 同患者确 定个性化治 疗方

  

案 。 新方法比传统放射性疗法副作用 小 ，不会对周围健康组织造成损 害 ，如果临床试验取得成功 ，有可能成为

  

治疗癌症的主流方法之一
。

      

（据科学网）
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