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一种新线搜索下 DY 共轭梯度法的全局收敛性
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摘要 ：给出一种求解无约束优化问题的新线搜索 ，证明由新线搜索和 DY 公式产生的算法具有全局收敛性 ，再对

  

此算法进行数值试验 ，并将其数值结果与 Wolfe 线搜索下 PRP 方法 、 DY 方法以及另外几种线搜索下 DY 共轭

  

梯度法的数值结果进行比较来验证新算法是有效的 ．
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 Abstract:A  new  line search  is proposed  for  solving  the  unconstrained  optimization  problem.

 

 The  global  convergence  of  the  new  conjugate  gradient  algorithm,  which  is generated  by  this

 

 line search  and  DY  conjugate gradient  formula,  is obtained.  Further,  by  testing  the  new  algo-

 

 rithm  and  comparing  its numerical  results  with  those  of PRP  and  DY  methods  under  WWP  line

 

 search,  and  with  those  of  DY  methods  under  other  line  searches,  the  results  show  that  this

 

 new  algorithm  is effective.
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对于无约束优化问题

 

 min 厂(z) ，

  

』∈辨
”

 

 (0.1)

  

其中 ，：婀
”一舛 连续可微 ， 在求解该问题的方法中 ，

  

共轭梯度法是一类有效的方法 ，特别当 订 很大时 ，共

  

轭梯度法因无需计算 目标函数的 Hesse 矩阵而更加

  

显示出它的优越性 [1-4]
．

  

一般的共轭梯度法的迭代公式为

     

 l-k+l  -k

   

 lak  dk,

   

 (0.2)
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 -
 gk ，点=1,

      

巩 一

     

 -
 gk 十仅 dH ，矗≥ 2 ，

  

其中 Xl 为初始点 ，dk 为搜索方向 ，口。是

  

特定 的公 式计算 出 的 步 长 因 子 ，使

 

 V，(xk). 共轭梯度算法的关键是选取

  

选取 ak 的线搜索是标准 Wolfe线搜索 ，

  

满足

 

 (0.3)

  

由线搜索或由

  

为 标 量 ，gk
一

 

 ak 和 风 ，常用

  

即选取 ak  >0

      

厂（Xk  +a 女dk ）≤ f(z^)+fxrkg 盈女 ，

   

 (0.4)

     

 g（t^+a^dk ）
丁
d^ ≥ 曙}d^ ，

   

 (0.5)

  

其中 O<10< 盯 <1 ；而 pk 的选取公式常用的有

      

一

 

 I gkl

    

— gkr （gk  -g 。

    

艨
8 一 l2i，臃

即

    

立
，pkHS

一

      

』g}_ ，

   

 -]l  g；一． 1l
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其中 』． 0 为欧氏范数 ，

      

以上公式的全局收敛性 已被广泛的研究过 ， 对

  

于 DY 方法 ，Dai 和 Yuancs] 严格证明采取 Wolfe 线搜

  

索时每一步都产生一个下降方向 ，并且全局收敛 ． 张

  

秀军‘63 给出新的线搜索

      

厂（z 女 +a 女d 女）≤ 厂(z^)+max{cakgTd 女 ，

     

 ya ；||dkII 2}，

     

 g(.rk +ak  dh)r  dk ≥ max{agT  dk,

     

 -  2tXikodk 112}，

  

其中O<p<a<l ，O<y<l ，并证明在此线搜索下

 

 DY 方法是全局收敛的 ． 文献[7]则对文献[6] 中的线

  

搜索进行了推广 ，要求 口。 满足

     

 f（z 女 +a 女 d^ ）≤ f （工^ ）+max{pa 女 gr  d^ ，

     

 ya 。
2

 11 dkII 2}，

     

 l g(z^  +at  dk)7  dkl≤ 盯 I gTdkI,

  

并建立了在此线搜索下 DY 方法的全局收敛性 ． 王长

  

钰等‘11 提出一种新的 Wolfe 型线搜索

      

厂（zt  +a — dk ）-
厂(l-k) ≤一

胆；0dk 』
2

，

     

 g(xk+ak  dk)
丁
dk ≥-

 2a:rk gT  dk,

  

并用此线搜索证明一类三项共轭梯度方法的全局收

  

敛性 ， 文献[8]利用其线搜索 ，得到了 DY 方法的全局

  

收敛性 ． 由此可见 ，DY 方法有很好的收敛性 ． 然而 ，

  

以上文献均没有对 DY 方法的数值表现进行讨论 ，

      

本文继续对 DY 方法进行研究 ，先提出一种新线

  

搜索 ，接着建立 DY 方法在这种线搜索下的全局收敛

  

性 ，最后对由此线搜索和 DY 公式产生的新算法进行

  

数值试验 ，并将其数值结果与上述几种线搜索下 的

 

 DY 方法的数值结果进行 比较 ． 结果表明 ， 由本文 中

  

的新线搜索和 DY 方法产生的新算法有 良好的数值

  

表现 ．
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新线搜索及新算法

      

结合文献[6～8]中的想法 ，提出如下新线搜索条

  

件 ，即选取 a 。 >0 满足

      

厂（工E  +a 女 dk ）≤ f(rk)  -pa 女
2
 rriin{（gid 女）

2
，

 

 I| dkIl 2)，

   

 (1.1)

     

 g(rk+ 口^d^)
丁

d 女 ≥-  20rrtmin{(g[ dh)2 ，

 

 II dklI 2}，

   

 (1.2)

  

其中 O< 』D<d<1 ．

      

结合新线搜索和 DY 公式得到新算法步骤如下 ：

      

步 骤 1

  

给定 I1 ∈ 婀”

， e>0 ， di 一 -
 9i ，

 

 k:  -1 ．

      

步骤 2

  

如果 Il gk  lI<e ， 则停止 ；否 则 ， 由

 

 (1.1) 式和 (1.2) 式求得 ak ．

  

广西科学

 

 2011 年 2 月

  

第 18 卷第 1 期

      

步骤 3

  

令 rk+l  =Xk+ 口^dk. 若 g 川 =0 ，则算法

  

停止 ，否则转步骤 4 。

      

步骤 4

  

计算艘
7

， 由(o ． 3) 式产生 以 ， ，是：一是+

 

 1，转步骤 2 ．

      

对新算法进行收敛性分析时 ， 总假设 目标函数

  

满足条件 ：

     

 (a) 函数 ，(T) 在水平集￡ 一 {z ∈ R
”

l厂(z) ≤

  

厂(r-i)}上有下界 ，其中 工， 是初始点 ．

     

 (b)在水平集 ￡ 的一个邻域 U 内 ，厂(T) 连续可

  

微 ，其中梯度 g(T) 满足 Lipschitz 条件 ，即存在常数 L

 

 >0 ，使得

     

 || gcz)-  g( y)|l≤ L||z-j,||,Vi,y ∈ U.

      

定理 l

  

设 目标函数厂(z) 满足假设 (a) ，d 。满足

 

 gkr dh<O ， 则存在 口。 满足搜索条件 (1.1) 式和 (1.2)

  

式 ．

      

证 明

 

 Va  >O ， 令 9(a)
一 f(r 々 +ad 女)+

  

僻
2

 rriin{（gTdk ）
2

， ll dk 』2} ，所以

     

 lim妒
（口）-9(0) 一 gkrd 女 <0 ，

      

。一0+

   

 d

  

因此 存 在 口∥ >0 ， 使 得 当 a ∈ （O ，口。
，] 时 ， 有

  

妒 （口）一
9(0)<0 ． 由假设 (a) 知 厂(T) 有界 ，得

     

 lim  9 （口）-(p  (0)一 + 。。
．

      

口 一 十。。

   

 a

  

令 三。=inf{ 口 >01~
（口）一

p(0) 一O ），则由介值定理

  

可知 占。 必存在 ， 且 ak>0 ． 而对 Va ∈ (0 ，三。] ， 有

 

 c  (a) -9(0)
≤ o ，再由微分中值定理有

     

 p7（仇占女）=g(r 女 + 巩 akd 女)
。
rd 女 +

 

 2pOkahmin{(gTdk)2,0  dk0 2}=0,

  

其中 0< 巩 <1 ．因此

     

 g(z^+ 巩口 女 dk)7  d女 =  -
 2p口̂ akmin{ （gLr dk）

2
，

 

 l J以 11
 2
）≥ -200hakmin{(gTdk)Z,II  dk  11 2}．

  

，

  

于是存在 ak
 -

巩 ak 满足 (1.1) 式和 (1.2) 式 ，

      

注

  

定理 1 说明满足 (1.1) 式和 (1.2) 式的步长

 

 ak 的存在性 ．

 

 2

  

新算法的全局收敛性

      

定理 2

  

若 目标函数 厂(r) 满足假设 (a) 和 (b) ，

 

 {1k}由(0.2) 式产生 ，以 是搜索方向 ，a 。 满足搜索条

  

件 (1.1) 式和 (1.2) 式 ，则有

    

∑ mln{!
 lId

‘’2'gi

    

。一 ，

   

 o
： ，

o≥}铲；，<+O 。
．

   

 (2． ，，

    

证明

  

由(1.2) 式有

    

（g 抖l
—

g^ ）
丁
d 女≥-2aa^  min{  (gTdk)2 ， || dk|1 2}
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一
gkr  dk ≥-  20rr女 I|巩 ||2一 gkr  dk.

   

 (2.2)

      

另一方面 ，由 Lipschitz 条件 ，得

     

 (gk+1 -g^)7  d^ ≤ LaklI  dk 』2.

   

 (2.3)

  

由(2.1) 式和 (2.2) 式 ，得 -
 gTdk ≤ (L+2a)  ak

．

 

 II dkIl
 2

，所以

      

一 gIrdt

 

 2

   

 1

    

．

   

 at ≥
L+2a.Id_11  22'a' ≥ 瓦 +  2a）

：

 

 (g  'dk)2

      

一
．

 

 Il d。 ”
‘

  

将该式代人 (1.1) 式 ，得

     

 f(z.)
一

f(x.+a.d;) ≥
p.(1+2

     

 (L+2u)2

  

（gTdk ）
2

 

 Id  l|4
。 min{  (gT  dk)Z ， 』以 』2} 一

  

一 ． mmt 气Id%-孚
‘

gdk

女

  

（L+2 仃）
。

    

，

ll d； 浮）．

   

 (2.4)

  

对 (2.4) 式从 k-l ，2 ，
… 累加求和 ，则 (2.1) 式成立 ，

      

定理 2 的证明过程和作用都类似于 Wolfe线搜索

  

下的 Zoutendijk 条件‘9]
，因而我们称 (2.1) 式为推广

  

的 Zoutendijk 条件 ．

      

定理 3

  

若目标函数 ，(z) 满足假设 (a) 和 (b) ，

 

 {z。) 由 (0.2) 式产生 ，a 。 满足搜索条件 (1.1) 式和

 

 (1.2) 式 ，ph  =pDY ，则 liminf  0鲰 11 =0.

      

证明

  

用反证法 ． 若定理不成立 ，则存在口 >O ，

  

使得

      

』gk 』≥ ∥ ， V 忌≥ 1 ．

   

 (2.5)

  

由(0.3) 式知 ，当 k ≥ 2 时 ，dh+m=p,+d 一一．， 两边平方

  

并整理 ，得

     

 0 dk0
 2 一J8l』d 卜l0  2-2gTdk  -0  gk0

 2
．

     

 (2.6)

  

再对 (o ． 3) 式两端与 戤 作内积 ，并利用 pk  =[3DY，可得

   

 gTd,=(g -gk- §i=gT ． dH ，

  

于是 pDY 也可以写为

  

＆一箸基．

   

 c引，

      

一 1

  

对 (2.6) 式两边除以（gd 。）
2

，并且利用 (2.7) 式 ，得

     

 I dk卫三一 腰 0  d卜． Il 2-2gTdk  -0  gk  0
 2

一

      

（g  Lrd。）
2

    

（依gE ，d 卜 1 ）
2

    

—

 

 0d卜， 』
2

   

 2

    

』gk  0
 2

    

一

  

（gLld 卜 l ）
2

    

厥g}ld 卜 l

    

腰(g}ld}_1)2

  

岂器 一 c悲生 + 击，2+ 意矿 ≤

  

警誊 + 意矿
．
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 (2.8)

  

记 叫t
 -

忐妥当专， 则 (2.8) 式可重写为

   

 Ot ≤ cu 卜．

+] 『g},．

   

 (2.9)

  

对 (2.9) 式中 k 依次取 1 ，2 ，
…

，k ，然后相加 ，并注意

  

到糖警一番矿
，可得

      

，，

 

 1 』一

    

∽ ≤ 碾币 + 砥与r+
… + 厄， 』

。
．

     

 (2.10)

  

利用 (2.5) 式和 (2.10) 式知 ∞。 ≤
k

，Wk ≤
k2

， 因此

     

 P

   

 P

 

 (gkrdh)2 、

   

 4

  

可瓦可了 乡譬，箐爱箐；≥参， 故

    

∑ mint 锻 IIII 蒂，一 + ∞
，

    

。： ，

    

』
2 ’

』

  

上式与 (2.1) 式矛盾 ， 此矛盾表明定理 3 为真 ， 即

 

 liminf  0肌 11 -0 ， 因此 DY 方法在新线搜索下具有

  

全局收敛性 ．

 

 3 数值试验

      

将本文中新算法的数值结果与 Wolfe 线搜索下

  

的 PRP 方法 ，Wolfe 线搜索下 的 DY 方法 以及文献

 

 [6～8]中算法的数值结果在 MATLAB 中进行测试

  

比较（表 1）． 所有测试的问题均来源于文献 [10] ． 为

  

了方便 ，本文新线搜索的 DY 方法记为 DYNWWP ，

 

 WWP 线搜索的 RRP 方法记为 PRPWWP ，WWP 线

  

搜索的 DY 方法记为 DYWWP ， 文献 [6] 线搜索的

 

 DY 方法记为 ZHANG ，文献[7]线搜索的 DY 方法记

  

为 ZHAO ，文献[8]线搜索的 DY 方法记为 ZHENG;

  

被测试问题的名称记为 Problem ， 问题的维数记为

 

 Dim ，迭代的次数／计算函数的次数／计算梯度的次数

  

记为 NI/NF/NG. 其中参数 p
一 0.01 ，d

— 0.5 ，y
— 0 ．

 

 05， 』g(  rk)0 ≤ 10-5 ． 按公式 ：

     

 N。。．。l
— NF+m*NG,

   

 (3.1)

  

计算函数值和梯度值的总数 ，其中 m 是一个整数 ． 根

  

据文献[10 ，11] 中自动区分的结果 ，可以设 优 一 5 ．

      

由于 PRPWWP 方法是一个普遍有效的共轭梯

  

度方法 ，因此我们将作如下比较 ： 对于每一个测试的

  

例子 i ， 根据公式 (3.1) ，按照测试的方法 j(EM(j))

  

和 PRPWWP 方法的要求来计算函数值和梯度值的

  

总数 ，分别表示为 N ．。．。I．．(EM(j)) 和 N 。。I．， (PRPW-

 

 WP) ；然后计算比值
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表 16 种方法的测试结果

 

 Table  l

 

 Results  of 6  test  methods

  ┏━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━┳━━━━━┓  ┃   

 NI/NF/NG

                                        ┃          ┃  ┣━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━╋━━━━━┫  ┃ 

 Problem

   

 Dim

                                    ┃          ┃  ┣━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━╋━━━━━┫  ┃

PRPWWP

    

 DYNWWP

     

 DYWWP

      

 ZHANG

      

 ZHAO

 ┃   

 ZHENG

 ┃  ┗━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━━┻━━━━━┛ 

 ROSE

 

 FROTH

 

 BADSCP

 

 BADSCB

 

 BEALE

 

 JENSAM

 

 HELIX

 

 BARD

 

 GAUSS

 

 MEYER

 

 GULF

 

 BOX

 

 SING

 

 WOOD

 

 KOWOSB

 

 BD

 

 OSB1

 

 BIGGS

 

 OSB2

 

 WATSON

 

 ROSEX

 

 SINGX

 

 PEN1

 

 PEN2

 

 VARDIM

 

 BV

 

 TRID

 

 BAND

 

 LIN

 

 LIN  l

 

 LIN  O

 

 2

   

 47/268/78

 

 2

   

 15/128/23

 

 2

   

 86/666/142

 

 2

   

 10/120/16

 

 2

   

 20/188/32

  

 2

           

 11/7 6/17

 

 3

   

 57/248/74

 

 3

   

 39/213/54

 

 3

   

 4/57/6

 

 3

   

 16534/33395/24779

 

 3

   

 1/2/2

 

 3

   

 1/51/2

 

 4

   

 198/516/281

 

 4

   

 176/642/273

 

 4

   

 122/452/169

  

 4

           

 30/14 7/41

 

 5

   

 1/51/2

 

 6

   

 139/349:196

 

 11

  

 383/1176/489

 

 20

  

 307/839/430

 

 8

   

 44/279/63

 

 50

  

 38/125/58

 

 100

 

 40/274/60

 

 4

   

 198/516/281

 

 2

   

 10/212/12

 

 4

   

 17/39/25

 

 50

  

 552/1694/839

 

 2

   

 4/11/8

 

 50

  

 7/62/11

  

 3

           

 18/131/2 6

 

 50

  

 54/187/68

 

 100

 

 66/401/88

 

 3

   

 18/31/22

 

 10

  

 76/261/96

  

 3

             

 10/16 2/11

 

 50

  

 6/13/7

 

 100

 

 7/62/8

 

 200

 

 7/14/9

 

 500

 

 6/12/7

 

 3

   

 17/36/24

 

 50

  

 26/99/28

 

 100

 

 29/56/30

 

 200

 

 30/105/35

 

 3

   

 10/20/12

  

 50

         

 17/3 5/21

 

 100

 

 5/72/8

 

 200

 

 21/90/26

 

 2

   

 1/3/3

 

 50

  

 1/3/3

 

 500

 

 1/3/3

 

 1000  1/3/3

 

 2

   

 2/4/3

 

 10

  

 1/3/3

 

 4

   

 2/4/3

 

 100/558/178

 

 15/83/25

  

 11/2 2 2/19

 

 33/461/105

 

 26/116/49

 

 22/154/84

 

 30/232/65

 

 21/295/90

 

 3/9/6
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 N totai.L( EM(j))

     

 r，(EM(j)) 一
N

   

 (3.2)

     

 N．。。。i,，(PRPWWP)'

  

如果 EM(jo) 对例 i。 无效 ，就用一个按如下定义的正

  

数 r 来代替 rio  (EM(jo》 ,

     

 r — max{ 一 (EM(j)) ：（i ，歹）睡 S1 ），

  

其中 S ．
一 {(i ，J) ：方法 J 对例 i 无效）． 对于所有测试

  

的问题 ，方法 EM （歹）的比值的几何意义为

   

 r(EM(j)) 一 (Ⅱ r ，(EM(j)))1
 7引

，

     

 I∈ S

  

其中 S 表示测试问题的集合 ， 1  S  l是 S 中元素的数

  

量 ． 上述规则的一个优点就是 ， 比较是相对的 ，因此不

  

会被那些需要计算大量函数值和梯度函数的几个问

  

题所控制 ．

      

根 据 上 述 规 则 得 ， r(PRPWWP) 一 1 ，

 

 r(DYNWWP) 一 0.8406,r(DYWWP) 一 1.1119,

 

 r(ZHANG) 一 2.3626,r(ZHAO)

  

一 1.2360

  

和

 

 r (ZHENG) 一 2.1490. 很明显 ，DYNWWP 方法要优

  

于其它方法 ，
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癌症疫苗失效的元凶浮出水面

  

（责任编辑 ：尹 闯）

      

疫苗主要的工作原理是通过激活身体的免疫反应来提升免疫 系统攻击癌细胞的能力 ，但令人费解的是 ，这

  

些疫苗对肿瘤的快速增长几乎毫无遏制效果 。 过去 ，科学家一直试 图利 用人体 自身的免疫 系统来对付癌症 ，但

  

种种努力均 以 失败告终 。 这说明人体 内隐藏着一种蛋白质 ，能
“

窝藏
”
甚至培养癌细胞 。 因此 ，只 有破坏这种分

  

子才会让癌症肿瘤完全失去抵抗力并被免疫 系统杀死 。

      

最近 ，科学家对老鼠的基因进行了修正 ，让它们 能够随意关 闭纤维母细胞活化蛋 白 ( FAP) 的产生 ，然后再

  

让老鼠患上肺癌 。 结果发现 ， 当 FAP 被阻止时 ，肺癌肿瘤细胞被破坏 ，癌症开始快速地
“
死亡

”
。 这说明 FAP

  

会阻止身体的免疫细胞去攻击癌细胞 ，破坏 FAP 可以 让肿瘤细胞完全失去对免疫 系统的抵抗力 。 科学家还进

  

一步指 出 ，FAP 同乳腺癌 、 肠癌 、肺癌等多种癌症有关 ，广泛存在于 间质细胞 中， 而 间质细胞是一种组织 细胞 ，

  

通常会火速奔往伤 口 所在地辅助 治疗 。 而癌症肿瘤会
“

哄骗
”

身体 ，让身体误认为癌症 只 是伤 口 ， 因此 ， 身体 中

  

的免疫细胞不再去破坏肿瘤而是培养肿瘤 ，从而 限制 了疫苗的功效 。 老 鼠肿瘤发生 的情况很有可能也会在人

  

体对应的肿瘤细胞上 出现 ，上述过程或许也适用 于人类 。 科学家打算进行进一步实验 ，弄清楚 FAP 如何对人

  

体免疫 系统施加影响 。

      

（据科学网）
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