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摘要：采用图形变换和比较图的特征项式等方法，按照图的最小谱半径对具有固定直径和顶点数的图类定序，确

定了顶点数为ｎ直径为ｎ－４谱半径是第二小的连通图．
关键词：连通图　树　谱半径　直径　特征多项式

中图法分类号：Ｏ１５７．５　　文献标识码：Ａ　　文章编号：１００５－９１６４（２０１１）０２－０１０５－０５

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｕｓｉｎｇ　ｇｒａｐｈｉｃａｌ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ　ｏｆ
ｇｒａｐｈ　ａｎｄ　ｏｔｈｅｒ　ｍｅｔｈｏｄｓ，ｔｈｅ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｆｉｘｅｄ　ｄｉａｍｅｔｅｒ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ　ｎｕｍｂｅｒ　ａｒｅ　ｏｒ－
ｄｅｒｅｄ　ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｍｉｎｉｍａｌ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｒａｄｉｕｓ．Ｔｈｅ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ　ｎｕｍｂｅｒ
ａｎｄ　ｔｈｅ　ｄｉａｍｅｔｅｒ　ｔｈａｔ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ　ｓｍａｌｌｅｓｔ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｒａｄｉｕｓ　ａｒｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｇｒａｐｈｓ，ｔｒｅｅ，ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｒａｄｉｕｓ，ｄｉａｍｅｔｅｒ，ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

　　设 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））是一个简单图，其中

Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝是Ｇ的顶点集．Ｇ的特征多项
式定义为ｄｅｔ（λＩ－Ａ（Ｇ）），简记为Φ（Ｇ，ｘ）或Φ（ｘ），
它的根称为Ｇ的特征值．因为Ａ（Ｇ）是实对称矩阵，
所以它的特征值均为实数．不妨假设它的特征值按照
下降的次序排列为λ１（Ｇ）≥λ２（Ｇ）≥ … ≥λｎ（Ｇ），

λ１（Ｇ）称为Ｇ的谱半径，记为ρ（Ｇ）．令Δ（Ｇ）表示Ｇ的
最大度，Ｄ（Ｇ）表示Ｇ的直径（简记为Ｄ）．特别地，令

Ｐｎ 和Ｃｎ 分别表示具有ｎ个顶点的路和圈．
　　设ｖｖ１ｖ２…ｖｋ是图Ｇ的一条路，如果满足ｄ（ｖ）≥
３，ｄ（ｖ１）＝ｄ（ｖ２）＝ … ＝ｄ（ｖｋ－１）＝２，ｄ（ｖｋ）＝１，
称它是图Ｇ在ｖ点引出长为ｋ的悬挂路．
　　 设Ｐｋ ＝ｖ１ｖ２…ｖｋ 是一条路，Ｐｍ１，ｍ２，…，ｍｔｎ１，ｎ２，…，ｎｔ；ｋ

表示在

Ｐｋ的顶点ｖｍｉ（ｉ＝１，２，…，ｔ）上引出一条长为ｎｉ的悬
挂路而得到的树，其中ｍ１ ≥２，ｍｔ≤ｋ－１，ｍ１ ≤ｍ２
≤ｍ３ ≤ … ≤ｍｔ．显然，Ｐｍ１，ｍ２，…，ｍｔｎ１，ｎ２，…，ｎｔ；ｋ

的顶点数为ｎ１＋

ｎ２＋ｎ３＋…＋ｎｔ＋ｋ．

　　 利用图的谱半径对图进行定序［１］一直是图谱研
究的热点问题之一，而且利用图的最大谱半径对特殊
图类（如树、单圈图、双圈图等）进行定序已经获得了
较好的结论［２～６］．文献［７］得到了直径Ｄ ∈ ｛１，２，

ｎ
２

，ｎ－３，ｎ－２，ｎ－１｝的谱半径最小的连通图，并

且他们提出了一个猜想：对固定的ｅ和足够大的ｎ，

Ｐ
ｅ－１
２ ，ｎ－ｅ－ｅ－１２
ｅ－１
２ ，ｅ－１２ ；ｎ－ｅ＋１

是有ｎ个顶点和直径Ｄ＝ｎ－ｅ的所有

连通图中谱半径最小的唯一图．袁西英等［８］证明该
猜想对ｅ＝４成立．文献［９］确定了直径Ｄ≤４的树中
谱半径最小的树．本文进一步确定了顶点数是ｎ且直
径是Ｄ＝ｎ－４的所有连通图中谱半径第二小的连
通图．

１　 预备知识

　　 引理１．１［１０］　 令ｕ是图Ｇ的一个顶点，Ｃ（ｕ）是
包含ｕ的所有圈的集合，则

　 　Φ（Ｇ，ｘ）＝ｘΦ（Ｇ－ｕ，ｘ）－ ∑
ｖ∈Ｎ（ｕ）

Φ（Ｇ－ｕ－ｖ，

ｘ）－２∑
Ｚ∈Ｃ（ｕ）

Φ（Ｇ－Ｖ（Ｚ），ｘ）．
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　　 引理１．２［１０］　 设ｕｖ是图Ｇ 的一条割边，则

　 　Φ（Ｇ，ｘ）＝Φ（Ｇ－ｕｖ，ｘ）－Φ（Ｇ－ｕ－ｖ，ｘ）．
　　 令Ｐ＝ｖ０ｖ１…ｖｋ＋１是Ｇ的一条路，若顶点ｖ０，ｖ１，
…，ｖｋ，ｖｋ＋１（除可能ｖ０ ＝ｖｋ＋１ 外）两两互不相同，

ｄ（ｖ０）≥３，ｄ（ｖ１）＝ｄ（ｖ２）＝…＝ｄ（ｖｋ）＝２，ｄ（ｖｋ＋１）

≥３，则称Ｐ是Ｇ 的一个内路．
　　 引理１．３［１０］　 设Ｇ′是连通图Ｇ 的真子图，则

ρ（Ｇ′）＜ρ（Ｇ）．
　　 设ｕｖ是连通图Ｇ的一条边，Ｇｕｖ 是删除ｕｖ，然后
增加一个新的点ｗ与２个新的边ｕｗ和ｗｖ得到的图．
从Ｇ到Ｇｕｖ 的过程称为Ｇ 对边ｕｖ的一个剖分．
　　 引理１．４［１１］　 设Ｇ是不同构于Ｃｎ和Ｐ２，ｎ－３１，１；ｎ－２的

ｎ顶点的连通图，Ｇｕｖ 是对Ｇ的一个内路上的边ｕｖ剖
分一次得到的图，则ρ（Ｇｕｖ）＜ρ（Ｇ）．
　　 引理１．５［１２］　 令ｕ是非平凡连通图Ｇ的一个顶
点，Ｇ（ｋ，ｌ）表示在ｕ上引出两条长分别为ｋ和ｌ的悬
挂路得到的图．如果ｋ≥ｌ≥１，则ρ（Ｇ（ｋ，ｌ））＞ρ（Ｇ（ｋ
＋１，ｌ－１））．

２　直径为ｎ－４谱半径第二小的树

　　 文献［７］已经证明，直径是ｎ－４的ｎ阶连通图
中，Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３ 具有最小的谱半径．令Ｇｎｉ（ｉ＝１，２，…，６）
是图１所示的树，Γ（ｎ，ｎ－４）是直径为ｎ－４的所有ｎ
阶树的集合，Ω（ｎ，ｎ－４）是Γ（ｎ，ｎ－４）－｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中
谱半径最小的树的集合．

Ｇｎ１ ＝Ｐ３，ｎ－５１，２；ｎ－３　　　　　　Ｇｎ２ ＝Ｐ２，ｎ－６１，２；ｎ－３

Ｇｎ３ ＝Ｐ
２，ｎ－３２

，ｎ－４
１，１，１；ｎ－３ 　　　　　　Ｇｎ４ ＝Ｐ３，ｎ－６１，２；ｎ－３

Ｇｎ５ ＝Ｐ４，ｎ－５１，２；ｎ－３　　　　　　　Ｇｎ６ ＝Ｐ２，ｎ－７１，２；ｎ－３

图１　 树Ｇｎｉ，ｉ＝１，２，…，６

Ｆｉｇ．１　Ｔｒｅｅｓ　Ｇｎｉ，ｉ＝１，２，…，６

　　引理２．１［１０］　ｍ个顶点的连通图中谱半径等于

２的图只能是Ｃｍ，Ｐ２，ｍ－３１，１；ｍ－２，Ｐ３２；５，Ｐ４１；７ 或Ｐ３１；８ 之一．
　　 引理２．２　 如果ｎ≥１５，则ｍｉｎ｛ρ（Ｇ

ｎ
４），ρ（Ｇ

ｎ
６）｝

＞ρ（Ｇ
ｎ
２）＞ρ（Ｇ

ｎ
５）＞ρ（Ｇ

ｎ
１）．

　　证明　将Ｇｎ５删除悬挂点ｖ１后，再剖分内路一次
得到图Ｇｎ１．显然，由引理１．３和１．４知，ρ（Ｇ

ｎ
５）＞

ρ（Ｇ
ｎ
１）．同理，从Ｇｎ４删除悬挂点ｖ１后，再剖分一次内路
可得到图Ｇｎ２，从Ｇｎ６删除悬挂点ｖｎ－３后，再剖分一次内
路可得到图Ｇｎ６．同样由引理１．３和１．４知，ρ（Ｇ

ｎ
４）＞

ρ（Ｇ
ｎ
２），ρ（Ｇ

ｎ
６）＞ρ（Ｇ

ｎ
２）．

　　 下面只需证明ρ（Ｇ
ｎ
２）＞ρ（Ｇ

ｎ
５）．由引理１．２得

　　Φ（Ｇｎ２，ｘ）＝Φ（Ｇｎ２－ｖ２ｕ１）－Φ（Ｇｎ２－ｖ２－ｕ１）＝
ｘΦ（Ｐ４２；ｎ－３）－ｘΦ（Ｐ４２；ｎ－５）＝ｘΦ（Ｐ２）［Φ（Ｐｎ－３）－
Φ（Ｐｎ－５）］－ｘ２Φ（Ｐ３）［Φ（Ｐｎ－７）－Φ（Ｐｎ－９）］， （２．１）

　　Φ（Ｇｎ５，ｘ）＝ｘΦ（Ｐ２）［Φ（Ｐｎ－３）＋
Φ（Ｐ３）Φ（Ｐｎ－１０）］－Φ（Ｐ２）［ｘ２Φ（Ｐｎ－６）＋
Φ（Ｐ３）Φ（Ｐｎ－７）］． （２．２）

令Φ（Ｐ０）＝１，对正整数ｋ≥２，由引理１．２得

　　Φ（Ｐｋ）＝ｘΦ（Ｐｋ－１）－Φ（Ｐｋ－２）． （２．３）
由（２．１）～ （２．３）式得

　　Φ（Ｇｎ２，ｘ）－ Φ（Ｇｎ５，ｘ）＝－ Φ（Ｐ３）Φ（Ｐｎ－７）＋
ｘΦ（Ｐ２）［ｘΦ（Ｐｎ－６）－Φ（Ｐｎ－５）］＋ｘΦ（Ｐ３）·
［ｘΦ（Ｐｎ－９）－Φ（Ｐ２）Φ（Ｐｎ－１０）］＝ｘΦ（Ｐｎ－７）－
ｘΦ（Ｐ３）Φ（Ｐｎ－１２）． （２．４）

　　 记ｆｎ（ｘ）＝Φ（Ｇｎ２，ｘ）－Φ（Ｇｎ５，ｘ），则由（２．３）式
得到

　　ｆｎ（ｘ）＝ｘｆｎ－１（ｘ）－ｆｎ－２（ｘ）． （２．５）

容易发现Ｇｎ２ 包含Ｐ２，ｍ－３１，１；ｍ－２（ｍ ≥５是某个正整数），

Ｐ３２；５，Ｐ４１；７ 或Ｐ３１；８之一作为其真子图，于是由引理１．３
和２．１得ρ（Ｇ

ｎ
２）＞２，且Ｇｎ２是对Ｇ１５２ 内路上一个边连

续剖分ｎ－１５次得到的图．由（２．１）式和（２．２）式易
得出

　　Φ（Ｇ１５２ ，ｘ）＝ｘ（ｘ２－ｘ－１）（ｘ２＋ｘ－１）（ｘ１０－
１１ｘ８＋４２ｘ６－６５ｘ４＋３６ｘ２－２），Φ（Ｇ１５５ ，ｘ）＝ｘ（ｘ＋
１）（ｘ－１）（ｘ４－５ｘ２＋３）（ｘ８－８ｘ６＋２０ｘ４－
１６ｘ２＋１）． （２．６）

用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ直接计算知ρ（Ｇ
１５
２ ）≈２．０７８１６，

ρ（Ｇ
１５
５ ）≈２．０７４３１，于是由引理１．４得ρ（Ｇ

ｎ
２）≤

ρ（Ｇ
１５
２ ）＜２．０７９．综上知２＜ρ（Ｇ

ｎ
２）＜２．０７９．同理

可证２＜ρ（Ｇ
ｎ
５）＜２．０７５．因此，ρ（Ｇ

ｎ
２），ρ（Ｇ

ｎ
５）∈

（２，２．０７９）．
　　下面约定２＜ｘ＜２．０７９．由（２．５）式可得出函数
列｛ｆｎ（ｘ）｝的特征方程为ｙ２－ｘｙ＋１＝０．易发现方

程的两个实根分别为 ｙ１ ＝ ｘ－ ｘ２－槡 ４
２

，ｙ２ ＝

ｘ＋ ｘ２　－槡 ４
２ ．于是ｆｎ（ｘ）＝ｃ１ｙｎ１＋ｃ２ｙｎ２．因此，得到

关于ｃ１，ｃ２ 为未知量的线性方程组

　　
ｃ１ｙ１５１ ＋ｃ２ｙ１５２ ＝ｆ１５（ｘ），

ｃ１ｙ１６１ ＋ｃ２ｙ１６２ ＝ｆ１６（ｘ）烅
烄

烆 ．

６０１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１



解得ｃ１＝ｙ
１６
２ｆ１５－ｙ１５２ｆ１６
ｘ２－槡 ４

，ｃ２＝ｙ
１５
１ｆ１６－ｙ１６１ｆ１５
ｘ２　－槡 ４

，ｙ１ｙ２

＝１，ｙ２－ｙ１ ＝ ｘ２　－槡 ４．所以，ｎ≥１６时，ｆｎ（ｘ）＝
１
ｘ２　－槡 ４

· １
ｙｎ－１５２

｛［ｙ２ｆ１５（ｘ）－ｆ１６（ｘ）］＋［ｙ２ｆ１６（ｘ）－

ｆ１５（ｘ）］ｙ２ｎ－３１２ ｝．
由（２．３）式和（２．４）式得

　　ｆ１５（ｘ）＝ｘ（ｘ８－８ｘ６＋１９ｘ４－１４ｘ２＋１），ｆ１６（ｘ）

＝ｘ２（ｘ８－９ｘ６＋２６ｘ４－２７ｘ２＋７）．
容易发现ｆ１５（ｘ）的８个非零根分别位于下列８个
区间

　　（－３，－２），（－２，－１．５），（－１．５，－１），（－１，－
０．１），（０．１，１），（１，１．５），（１．５，１．９），（２．０９，３）．

ｆ１６（ｘ）的８个非零根分别位于下列８个区间

　　（－３，－２），（－２，－１．５），（－１．５，－１），（－１，－
０．５），（０．５，１），（１，１．５），（１．５，１．９），（２．１，３）．
　　 上述结论表明，当２＜ｘ＜２．０７９时，ｆ１５（ｘ）和

ｆ１６（ｘ）都不变号．由于ｆ１５（２．０１）＜０且ｆ１６（２．０１）＜
０，于是当２＜ｘ＜２．０７９时，ｆ１５（ｘ）＜０且ｆ１６（ｘ）＜
０．因此，由ｙ２ ＞１得

　　ｆｎ（ｘ）＜ １
ｘ２　－槡 ４

· １
ｙｎ－１５２

（ｙ２ｎ－３１２ －１）［ｆ１６（ｘ）－

ｆ１５（ｘ）］．
　　 记ｈ（ｘ）＝ｆ１６（ｘ）－ｆ１５（ｘ）＝ｘ（ｘ９－ｘ８－９ｘ７

＋８ｘ６＋２６ｘ５－１９ｘ４－２７ｘ３＋１４ｘ２＋７ｘ－１）．容易
发现ｈ（ｘ）的９个非零根分别位于下列９个区间

　　（－３，－２），（－２，－１．５），（－１．５，－１），（－１，－
０．１），（０．１，０．５），（０．５，１），（１，１．５），（１．５，１．９），
（２．１，３）．
　　 这表明２＜ｘ＜２．０７９时，ｈ（ｘ）不变号．因为
ｈ（２．０１）＜０，于是当２＜ｘ＜２．０７９时ｈ（ｘ）＜０．结
合ｙ２ ＞１可知，当２＜ｘ＜２．０７９时，有ｆｎ（ｘ）＜０，
即Φ（Ｇｎ２，ｘ）＜Φ（Ｇｎ５，ｘ）．于是ｎ≥１６时，由ρ（Ｇ

ｎ
２），

ρ（Ｇ
ｎ
５）∈（２，２．０７９）知ρ（Ｇ

ｎ
２）＞ρ（Ｇ

ｎ
５）．由（２．６）式知

ρ（Ｇ
１５
２ ）＞ρ（Ｇ

１５
５ ）．

　　 引理２．３　 如果ｎ≥１１且Ｔ∈Ω（ｎ，ｎ－４），则

Δ（Ｔ）＝３，ｎ３（Ｔ）≤３，其中ｎ３（Ｔ）表示Ｔ中度为３的
点的个数．
　　 证明 　 因为Ｄ（Ｔ）＝ｎ－４，所以Δ（Ｔ）≤５．令

Κ３１，４是由星图Κ１，４的一个悬挂点引出一条长为３的悬
挂路得到的图．如果４≤Δ（Ｔ）≤５，则Ｔ必包含真子
图Κ３１，４．
　　Φ（Κ３１，４）＝ｘ２（ｘ６－７ｘ４＋１２ｘ２－３），Φ（Ｇ１１１ ，ｘ）＝
ｘ（ｘ２－１）２（ｘ６－８ｘ４＋１７ｘ２－５）． （２．７）
用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ直接计算得

　　ρ（Κ
３
１，４）≈２．１１１９９，ρ（Ｇ

１１
１ ）≈２．０９２１８． （２．８）

由引理１．４知

　　ρ（Ｇ
ｎ
１）＜ρ（Ｇ

１１
１ ）． （２．９）

再由引理１．３和（２．８）式，（２．９）式得

　　ρ（Ｔ）＞ρ（Ｋ
３
１，４）＞ρ（Ｇ

１１
１ ）＞ρ（Ｇ

ｎ
１）．

这与Ｔ的假设矛盾．因此，Δ（Ｔ）＝３．既然Ｄ（Ｔ）＝ｎ
－４，于是ｎ３（Ｔ）≤３．证明完毕

　　 令Γｉ＝｛Ｔ：Ｔ∈Γ（ｎ，ｎ－４），Δ（Ｔ）＝３且ｎ３（Ｔ）

＝ｉ｝，ｉ＝１，２，３．容易发现

　　Γ１ ＝ ｛Ｐｉ３；ｎ－３：ｉ＝４，５，…，ｎ－３２
｝，Γ２ ＝

｛Ｐｉ，ｊ１，２；ｎ－３：２≤ｉ＜ｊ≤ｎ－５｝，Γ３ ＝
Ｐｉ，ｊ，ｋ１，１，１；ｎ－３：２≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ－｛ ｝４ ．

　　 由引理１．５知，当４≤ｉ≤ ｎ－３
２ －１时，

ρ（Ｐ
ｉ
３；ｎ－３）＜ρ（Ｐ

ｉ＋１
３；ｎ－３）．因此，有以下结论：

　　 定理２．１　 如果ｎ≥１１，则Γ１ 中树的谱半径满

足ρ（Ｐ
４
３；ｎ－３）＜ρ（Ｐ

５
３；ｎ－３）＜ … ＜ρ（Ｐ

ｎ－３
２

３；ｎ－３
）．

　　 引理２．４　 如果ｎ≥１５且Ｔ∈Γ２－｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，

Ｇｎ１，Ｇｎ２，Ｇｎ４，Ｇｎ５，Ｇｎ６｝，则ρ（Ｔ）＞ρ（Ｇ
ｎ
５）．

　　 证明 　 存在正整数２≤ｉ＜ｊ≤ｎ－５，使得Ｔ
＝Ｐｉ，ｊ１，２；ｎ－３．分４种情形来证明．
　　 情形１　ｉ＝２．由于Ｔ  ｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，Ｇｎ１，Ｇｎ２，Ｇｎ４，

Ｇｎ５，Ｇｎ６｝，特别Ｔ ｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，Ｇｎ２，Ｇｎ６｝，知ｊ≤ｎ－８．将
Ｔ中删除非空点集｛ｖｊ＋４，ｖｊ＋５，…，ｖｎ－３｝得到的图记为

Ｔ′，对Ｔ′的内路上一条边连续剖分ｎ－ｊ－６次得到
图Ｇｎ２，由引理１．３，１．４和２．２得ρ（Ｔ）＞ρ（Ｔ′）＞

ρ（Ｇ
ｎ
２）＞ρ（Ｇ

ｎ
５）．

　　 情形２　ｉ＝３．由于Ｔ  ｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，Ｇｎ１，Ｇｎ２，Ｇｎ４，

Ｇｎ５，Ｇｎ６｝，特别Ｔ｛Ｇｎ１，Ｇｎ４｝，于是ｊ≤ｎ－７．将Ｔ中删
除非空点集｛ｖｊ＋４，ｖｊ＋５，…，ｖｎ－３｝再剖分内路ｎ－ｊ－６
次得到的图记为Ｔ″＝Ｇｎ４，那么可得ρ（Ｔ）＞ρ（Ｔ′）＞

ρ（Ｔ″）＝ρ（Ｇ
ｎ
４）＞ρ（Ｇ

ｎ
５）．

　　 情形３　ｉ＝４．由于Ｔ  ｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，Ｇｎ１，Ｇｎ２，Ｇｎ４，

Ｇｎ５，Ｇｎ６｝，特别Ｔ≠Ｇｎ５，于是ｊ≤ｎ－６．将Ｔ中删除非
空点集｛ｖｊ＋３，ｖｊ＋４，…，ｖｎ－３｝再剖分内路ｎ－ｊ－５次得
到图记为Ｔ″＝Ｇｎ５，由引理１．３和１．４得ρ（Ｔ）＞

ρ（Ｔ′）＞ρ（Ｔ″）＝ρ（Ｇ
ｎ
５）．

　　 情形４　ｉ≥５．此时，ｊ≤ｎ－５．记将Ｔ中删除非
空点集｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｉ－４，ｖｊ＋３，ｖｊ＋４，…，ｖｎ－３｝再剖分内
路ｎ＋ｉ－ｊ－９次得到图为Ｔ″＝Ｇｎ５，由引理１．３和１．４
得ρ（Ｔ）＞ρ（Ｔ′）＞ρ（Ｔ″）＝ρ（Ｇ

ｎ
５）．

　　 综合上面４种情形，得出ρ（Ｔ）＞ρ（Ｇ
ｎ
５）．

　　 定理２．２　 如果ｎ≥１５且Ｔ∈Γ２－｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３，

Ｇｎ１，Ｇｎ５｝，则ρ（Ｔ）＞ρ（Ｇ
ｎ
５）＞ρ（Ｇ

ｎ
１），即Ｇｎ１和Ｇｎ５分别
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是Γ２－｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中谱半径第一小和第二小的图．
　　 定理２．３　 如果ｎ ≥１５，则 Γ（ｎ，ｎ－４）－
｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中谱半径最小的树是Ｇｎ１ 或Ｇｎ３．
　　证明　由文献［７］知，当ｎ≥１１时，Γ３中谱半径

最小的图是Ｇｎ３ ＝Ｐ
２，ｎ－３２ ，ｎ－４
１，１，１；ｎ－３

，于是由定理２．１和２．２
知Γ（ｎ，ｎ－４）－ ｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中谱半径最小的图是

Ｐ４３；ｎ－３，Ｇｎ１ 或Ｇｎ３．因此，只需证明

　　ρ（Ｐ
４
３；ｎ－３）＞ρ（Ｇ

ｎ
１），ρ（Ｐ

４
３；ｎ－３）＞ρ（Ｇ

ｎ
３）． （２．１０）

而

　　Φ（Ｇ１５１ ，ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）（ｘ－１）（ｘ１２－１３ｘ１０＋
６３ｘ８－１４０ｘ６＋１４２ｘ４－５８ｘ２＋７），

　　Φ（Ｇ１５３ ，ｘ）＝ｘ３（ｘ１２－１４ｘ１０＋７５ｘ８－１９１ｘ６＋
２３２ｘ４－１１６ｘ２＋１４），

　　Φ（Ｐ４３；ｎ－３，ｘ）＝ｘ（ｘ２－２）（ｘ４－４ｘ２＋２）（ｘ８－
８ｘ６＋１９ｘ４－１４ｘ２＋１）．
用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ计算得

　　ρ（Ｇ
１５
１ ）≈２．０６５７０，ρ（Ｇ

１５
３ ）≈２．０７１３８，ρ（Ｐ

４
３；１２）

≈２．０９２８２． （２．１１）
容易发现，Ｐ４３；ｎ－３包含Ｐ４３；１２作为一个子图，Ｇｎａ（ａ＝１，

３）是对Ｇ１５ａ 的内路上的一个边连续剖分ｎ－１５次得
到的图，由引理１．３和１．４得

　　ρ（Ｐ
４
３；ｎ－３）≥ρ（Ｐ

４
３；１２），ρ（Ｇ

１５
１ ）≥ρ（Ｇ

ｎ
１），ρ（Ｇ

１５
３ ）≥

ρ（Ｇ
ｎ
３）． （２．１２）
因此，由（２．１１）式和（２．１２）式知（２．１０）式成立．

３　 直径为ｎ－４谱半径第二小的连通图

　　 令犚（ｎ，ｎ－４）表示直径为ｎ－４且顶点数为ｎ的
连通图的集合．文献［７］已经证明Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３是犚（ｎ，ｎ－
４）中谱半径最小的唯一图．令Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，６）如２
所示．

图２　 特殊单圈图

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｅｃｉａｌ　ｓｉｎｇｌｅ　ｃｉｒｃｌｅｓ

　　 引理３．１　 若ｎ≥１１且Ｇ 是犚（ｎ，ｎ－４）－
｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中谱半径最小的图，则Ｇ是树．
　　 证明　假设Ｇ包含圈，令Ｃ（Ｇ）是Ｇ中最大圈的

长度，则Ｄ（Ｇ）≤ｎ－ Ｃ（Ｇ）
２ ．由于Ｇ∈犚（ｎ，ｎ－

４），于是ｎ－４≤ｎ－ Ｃ
（Ｇ）
２

，从而Ｃ（Ｇ）≤８．分２种

情形证明：

　　 情形１　Ｃ（Ｇ）＝８．此时，Ｇ一定包含某个Ｂｉ作
为真子图．由引理１．１，用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ计算得

　　ρ（Ｂ１）≈２．２１４３２，ρ（Ｂ２）≈２．１７００９，ρ（Ｂ３）≈
２．１４９０，ρ（Ｂ４）≈２．１３８８，ρ（Ｂ５）≈２．１３５８，ρ（Ｂ６）≈
２．１１６８８． （３．１）
由引理１．４知

　　ρ（Ｇ
１１
１ ）≥ρ（Ｇ

ｎ
１）． （３．２）

再由引理１．３和公式（３．１），（３．２）和（２．８）得

　　ρ（Ｇ）＞ｍｉｎ｛ρ（Ｂｉ）：ｉ＝１，２，…，６｝＝ρ（Ｂ６）＞

ρ（Ｇ
１１
１ ）≥ρ（Ｇ

ｎ
１）．

注意到Ｇｎ１∈犚（ｎ，ｎ－４）－｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝，这与Ｇ的假设
矛盾．
　　情形２　Ｃ（Ｇ）＝ｉ，３≤ｉ≤７．令Ｈｉ１表示在圈Ｃｉ
的某个顶点引出一条长为２的悬挂路而得到的图，

Ｈｉ２ 表示在圈Ｃｉ的某个顶点引出两条悬挂边得到的
图，Ｈｉ３ 表示在圈Ｃｉ的某两个邻接顶点分别引出一条
悬挂边得到的图．当ｎ≥１１时，Ｇ一定包含Ｈｉ

１，Ｈｉ２或

Ｈｉ３之一作为真子图．容易发现，对Ｈｉｊ（ｊ＝１，２，３）某
个内路上的一个边连续剖分８－ｉ次就能得到图集合

Ｂｋ（ｋ＝１，２，…，６）的某一个图形．因此，由引理１．３，

１．４和 ｍｉｎ｛ρ（Ｂｉ）：ｉ＝ １，２，…，６｝＞ρ（Ｇ
ｎ
１）（见情

形１）知

　　ρ（Ｇ）＞ｍｉｎ｛ρ（Ｈ
ｉ
１），ρ（Ｈ

ｉ
２），ρ（Ｈ

ｉ
３）｝＞

ｍｉｎ｛ρ（Ｂｋ）：ｋ＝１，２，…，６｝＞ρ（Ｇ
ｎ
１）．

　　这与Ｇ的假设矛盾．综合上面两种情形知Ｇ不包
含圈，即Ｇ是树．
　　 定理３．１　 设ｎ ≥１５，则在犚（ｎ，ｎ－４）－
｛Ｐ２，ｎ－５１，２；ｎ－３｝中谱半径最小的图是Ｇｎ１ 或Ｇｎ３．

　　 定理３．２　ｌｉｍ
ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
１）＝ｌｉｍ

ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
３）＝ ２＋槡槡 ５．

　　 证明 　 先证明ｌｉｍ
ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
１）＝ ２＋槡槡 ５．由于

　　Φ（Ｇｎ１）＝Φ（Ｐ２）［ｘΦ（Ｐｎ－３）－Φ（Ｐ２）Φ（Ｐｎ－６）－
ｘ２Φ（Ｐｎ－６）＋ｘΦ（Ｐ２）Φ（Ｐｎ－９）］．

又由文献［１３］中引理３．３知，Φ（Ｐｋ）＝λ
ｋ＋１－λ－ｋ－１

λ－λ－１
，

且λ＝ｘ＋ ｘ２－槡 ４
２ ．代入上式得

　　Φ（Ｇｎ１）＝
（λ６－１）λ２ｎ－１２
（λ２－１）２λｎ

［（λ６－λ２－１）（λ４－λ２－

１）－
（λ６＋λ４－１）（λ４＋λ２－１）

λ２ｎ－１２
］． （３．３）

８０１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１



　　用ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ计算得Φ（Ｐ５２；７）＝ｘ（ｘ２－１）（ｘ６

－７ｘ４＋１３ｘ２０－５），ρ（Ｐ
５
２；７）≈２．０４２０８．注意到ｎ≥９

时，ρ（Ｐ
ｎ－４
２；ｎ－２）≥ρ（Ｐ

５
２；７）＞２．０４２．

　　 一方面，由于Ｇｎ１包含Ｐｎ－４２；ｎ－２作为真子图，于是由
引理１．３知ρ（Ｐ

ｎ－４
２；ｎ－２）＜ρ（Ｇ

ｎ
１）．另一方面，Ｇｎ１是由Ｇ１０１

的剖分内路得到的，于是由引理１．４知ρ（Ｇ
ｎ
１）单调递

减，Φ（Ｇ１０１ ）＝（ｘ２－１）（ｘ８－８ｘ６＋１８ｘ４－１０ｘ２＋１），

ρ（Ｇ
ｎ
１）＜ρ（Ｇ

１０
１ ）≈２．１０８５．因此，２．０４２＜ρ（Ｐ

ｎ－４
２；ｎ－２）

＜ρ（Ｇ
ｎ
１）＜２．１０９．由上面讨论知，｛ρ（Ｇ

ｎ
１）｝单调

收敛．

　　 若记λｎ ＝ρ
（Ｇｎ１）＋ ρ（Ｇ

ｎ
１）２－槡 ４

２
，则λｎ 单调收

敛．记ｌｉｍ
ｎ→!
λｎ ＝λ０，由

　　λｎ ＞ρ
（Ｐｎ－４２；ｎ－２）＋ ρ（Ｐ

ｎ－４
２；ｎ－２）２　－槡 ４

２ ≥

ρ（Ｐ
５
２；７）＋ ρ（Ｐ

５
２；７）２　－槡 ４

２ ＞１．２２，λｎ ＜

ρ（Ｇ
１０
１ ）＋ ρ（Ｇ

１０
１ ）２　－槡 ４

２ ＜１．３８９２，

知１．２２≤λｎ≤１．３８９２，从而１．２２≤λ０≤１．３８９２．由
（３．３）式知λｎ 是方程的（λ６ｎ－λ２ｎ－１）（λ２ｎ－λ２ｎ－１）－
（λ６ｎ＋λ４ｎ－１）（λ４ｎ＋λ２ｎ－１）

λ２ｎ－１２ｎ
＝０的最大根．

　　 令ｎ→ !，则（λ６０－λ２０－１）（λ４０－λ２０－１）＝０．在
区间（１．２２，１．３１）上λ６０－λ２０－１恒大于０，所以λ４０－λ２０

－１＝０．因此，λ０ ＝ １＋槡５槡２
，从而ｌｉｍ

ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
１）＝

２＋槡槡 ５．

　　 再证明ｌｉｍ
ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
３）＝ ２＋槡槡 ５，由于

　　Φ（Ｇ２ｓ＋１３ ）＝ ｘ３（Ｐ２ｓ－２ － ２Ｐ２ｓ－４ ＋ Ｐ２ｓ－６）－
ｘ２（Ｐｓ－１Ｐｓ－２ －Ｐｓ－１Ｐｓ－４ －Ｐｓ－２Ｐｓ－３ ＋Ｐｓ－３Ｐｓ－４）＝

（λ２＋１）２λ２ｓ－７［（λ４ －λ２ － １）－ λ
２ｓ＋４（λ２＋１）
λ４ｓ －

λ６（λ４＋λ２－１）
λ４ｓ

］． （３．４）

又由于ρ（Ｐ
ｓ＋１
１；２ｓ＋１）关于ｓ单调递增，于是ｓ≥４时

ρ（Ｐ
ｓ＋１
１；２ｓ＋１）≥ρ（Ｐ

５
１；９）＞２．０２８．因为Ｇ２ｓ＋１３ 包含Ｐｓ＋１１；２ｓ＋１

作为真子图，且ρ（Ｇ
２ｓ＋１
３ ）关于ｓ单调递减．因此，

　　２．０２８＜ρ（Ｐ
ｓ＋１
１；２ｓ＋１）＜ρ（Ｇ

２ｓ＋１
３ ）＜ρ（Ｇ

１１
３ ）≈

２．０９２１８．

　　记λｓ＝ρ
（Ｇ２ｓ＋１３ ）＋ ρ（Ｇ

２ｓ＋１
３ ）２－槡 ４

２
，则λｓ单调递

减，且１．１８＜λｓ＜１．３５４．记ｌｉｍ
ｎ→!
λｎ ＝λ０，则１．１８＜λ０

＜１．３５４．注意到λｓ是下面方程的最大根：

　　（λ４－λ２－１）－λ
２ｓ＋４（λ２＋１）
λ４ｓ －λ

６（λ４＋λ２－１）
λ４ｓ ＝

０．

　　令ｓ→ !，则λ４０－λ２０－１＝０，解得λ０＝ １　＋槡５槡２
，

从而ｌｉｍ
ｓ→!
ρ（Ｇ

２ｓ＋１
３ ）＝ ２＋槡槡 ５．又因为数列｛ρ（Ｇ

２ｓ＋１
３ ）｝

是数列｛ρ（Ｇ
ｎ
３）｝的子列，所以得出｛ρ（Ｇ

ｎ
３）｝收敛且

ｌｉｍ
ｎ→!
ρ（Ｇ

ｎ
３）＝ ２＋槡槡 ５．
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