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摘要：利用图和群的方法，证明６ｐ阶二面体群是弱３－ＣＩ群，并决定了它连通３度Ｃａｙｌｅｙ图的完全分类，得出６ｐ

阶二面体群可以分为 １
２
（３ｐ＋１）类互不同构的Ｃａｙｌｅｙ图．
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　　Ｃａｙｌｅｙ图同构问题（即 ＣＩ性）的研究起源于

１９６７年．近４０多年来，有关Ｃａｙｌｅｙ图ＣＩ性的研究很
多，也有很多的难题未能解决．由文献［１～４］我们知
道，ＣＩ－群是非常稀少的，所以人们转而研究小度数的
情况，即ｍ－ＣＩ－群［５～７］，或者只研究连通的情况，即弱

ｍ－ＣＩ－群［７～１０］．
　　本文主要采用群与图的方法，决定了６ｐ（ｐ是不
小于３的素数）阶二面体群的连通３度Ｃａｙｌｅｙ图的完
全分类，并证明它是弱３－ＣＩ－ 群．６ｐ阶二面体群Ｇ 的
构造如下：

　 　Ｇ＝ 〈ａ，ｂ｜ａ３ｐ ＝ｂ２ ＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ－１〉．（０．１）

　　 若无特殊说明，本文所指的６ｐ阶二面体群Ｇ 均
形如（０．１）式．文中未定义而引用的群论及代数图论
方面的概念可参阅文献 ［９～１１］，所涉及的图都是有
限、连通、简单、无向图．

１　定义及引理

　　对一个图 Ｘ，其顶点集记作Ｖ（Ｘ），边集记作

Ｅ（Ｘ）．Ｖ（Ｘ）到自身并保持边不变的双射（即置换）

全体关于映射的乘法构成一个群，称为图Ｘ 的全自
同构群，记作Ａｕｔ（Ｘ），而用Ａｖ 或Ａｖ（Ｘ）表示Ａ ＝
Ａｕｔ（Ｘ）在点ｖ的稳定子群．如果 Ａｕｔ（Ｘ）作用在

Ｖ（Ｘ）（或Ｅ（Ｘ））上传递，则称Ｘ是点（或边）传递图．
通过群我们容易构造具有一定对称性的图．

　　 设Ｇ是一个有限群，取ＳＧ＼｛１｝，满足Ｓ－１ ＝
Ｓ（这样的Ｓ 称为Ｇ 的 Ｃａｙｌｅｙ子集）．则群关于其

Ｃａｙｌｅｙ子集Ｓ的Ｃａｙｌｅｙ图Ｘ＝Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）的定义为

　　Ｖ（Ｘ）＝Ｇ，Ｅ（Ｘ）＝ ｛（ｇ，ｓｇ）｜ｇ∈Ｇ，ｓ∈Ｓ｝．
由定义易知

　　（１）Ｇ的单位元１的邻域为Ｎ（１）＝Ｓ．
　　（２）Ｘ连通当且仅当Ｇ ＝ 〈Ｓ〉．
　　（３）由于Ｇ的右正则表示Ｒ（Ｇ）≤Ａｕｔ（Ｘ），Ａ＝
Ｒ（Ｇ）Ａ１，所以Ｃａｙｌｅｙ图都是点传递图．
　　（４）如果Ｒ（Ｇ）ΔＡ，则称Ｘ 为Ｇ 的正规Ｃａｙｌｅｙ
图．此时Ａ＝Ｒ（Ｇ）Ａｕｔ（Ｇ，Ｓ），其中Ａｕｔ（Ｇ，Ｓ）＝ ｛σ
∈Ａｕｔ（Ｇ）｜Ｓσ ＝Ｓ｝．显然Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）为Ｇ 的正规
Ｃａｙｌｅｙ图当且仅当Ａ１ ＝Ａｕｔ（Ｇ，Ｓ）．
　　 定义１．１　设Ｇ是有限群，Ｓ是Ｇ 的一个Ｃａｙｌｅｙ
子集．若另有Ｃａｙｌｅｙ子集Ｔ使Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）≌Ｃａｙ（Ｇ，
Ｔ）时，必存在α∈Ａｕｔ（Ｇ）使Ｓα＝Ｔ，则称Ｓ为Ｇ的
ＣＩ－子集．如果Ｇ的所有Ｃａｙｌｅｙ子集都是ＣＩ的，则称
Ｇ为ＣＩ－群；如果Ｇ的所有势不超过某正整数ｍ 的
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Ｃａｙｌｅｙ生成子集都是ＣＩ的，则称Ｇ为弱ｍ－ＣＩ－群．
　　 定义１．２　设Ｇ是有限群，Ｓ，Ｔ是Ｇ＼｛１｝的非空
子集．
　　（１）如果存在α∈Ａｕｔ（Ｇ）使得Ｓα＝Ｔ，则称Ｓ与
Ｔ共轭，记为Ｓ≈Ｔ；
　　（２）如果Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）≌Ｃａｙ（Ｇ，Ｔ），则称Ｓ与Ｔ等
价，记为Ｓ～Ｔ．
　　 设Ｓ，ＴＧ＼｛１｝，则记
　　Ａｕｔ（Ｓ，Ｔ）＝ ｛σ∈Ａｕｔ（Ｇ）∣Ｓσ＝Ｔ ｝，Ｉｓｏ（Ｓ，
Ｔ）＝ ｛σ∣Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）≌Ｃａｙ（Ｇ，Ｔ），１σ＝１｝．
　　 利用Ｃａｙｌｅｙ图的点传递性可得Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ）≠ ○
当且仅当Ｓ～Ｔ．显然Ｉｓｏ（Ｓ，Ｓ）＝Ａ１，Ａｕｔ（Ｓ，Ｓ）＝
Ａｕｔ（Ｇ，Ｓ），Ａｕｔ（Ｓ，Ｔ）Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ）．
　　 定义１．３　设Ｓ是Ｇ＼｛１｝的非空子集．如果对任
意的Ｔ～Ｓ都有Ａｕｔ（Ｓ，Ｔ）＝Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ），则称Ｓ为Ｇ
的强ＣＩ－子集．
　　 若Ｓ 是Ｇ 的强 ＣＩ－子集，则有 Ａｕｔ（Ｇ，Ｓ）＝
Ａｕｔ（Ｓ，Ｓ）＝Ｉｓｏ（Ｓ，Ｓ）＝Ａ１，因而Ｃａｙｌｅｙ图必为正
规Ｃａｙｌｅｙ图．
　　 定义１．４　 设ｓ∈ＳＧ＼｛１｝，如果对任意σ∈
Ｉｓｏ（Ｓ，Ｓ）都有ｓσ＝ｓ，则称ｓ为Ｓ的不动点．
　　 引理１．１　 设Ｇ是６ｐ阶二面体群，即Ｇ＝ 〈ａ，
ｂ∣ａ３ｐ ＝ｂ２ ＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ－１〉则

　　（１）ｂｊａｉ＝ａｉ（－１）
ｊ
ｂｊ；

　　（２）（ｂｊａｉ）（ｂｓａｔ）＝ｂｊ＋ｓａｉ（－１）
ｓ＋ｔ；

　　（３）Ｇ＼｛１｝的全体元素按阶可分为４个部分，其
中２阶元共有３ｐ个：ｂａｉ，ｉ＝０，１，…，３ｐ－１；３阶元
共有２个：ａｐ，ａ２ｐ；ｐ阶元共有ｐ－１个：ａ３ｉ，ｉ＝１，２，
…，ｐ－１；３ｐ阶元共有２ｐ－２个：ａ３ｉ＋１，ａ３ｊ＋２，ｉ，ｊ＝０，

１，…，ｐ－１，ｉ≠ １３
（２ｐ－１），ｊ≠ １３

（ｐ－２）．

　　 证明　（１）由ｂ２＝１，得ｊ＝０，１．当ｊ＝０时结论
（１）显然成立．当ｊ＝１时，由ｂａ＝ａ－１ｂ得ｂａｉ＝ｂａａｉ－１

＝ａ－１ｂａｉ－１＝ａ－２ｂａｉ－２＝…＝ａ－ｉｂ，即结论（１）也成立．
　　（２）由ｂ２＝１，得ｂｊ＝ｂ－ｊ．这时结论（１）可以化为

ａｉｂ－ｊ＝ｂ－ｊａｉ（－１）
ｊ，即ａｉｂｊ＝ｂｊａｉ（－１）

ｊ，因此（ｂｊａｉ）（ｂｓａｔ）＝

ｂｊ（ａｉｂｓ）ａｔ＝ｂｊｂｓ　ａｉ（－１）
ｓ
ａｔ ＝ｂｊ＋ｓａｉ（－１）

ｓ＋ｔ．
　 　（３）由Ｇ的定义关系即得结论成立．
　　 引理１．２　 设Ｇ为６ｐ阶二面体群，则Ｇ的每个
自同构α都唯一地被ｕ（０≤ｕ〈３ｐ，（ｕ，３ｐ）＝１）和ｖ（０

≤ｖ≤３ｐ－１）决定，即

　　α
ａ→ａｕ，

ｂ→ｂａｖ｛ ．
反之，由上式诱导的映射是群Ｇ的一个自同构．
　　 证明　设α∈Ａｕｔ（Ｇ），则ｏ（ａα）＝３ｐ，ｏ（ｂα）＝
２．由引理１．１知，存在唯一的ｕ（０≤ｕ〈３ｐ，（ｕ，３ｐ）＝
１）和ｖ（０≤ｖ≤３ｐ－１）使ａα ＝ａｕ，ｂα ＝ｂａｖ．
　　 反之，记ｘ＝ａｕ，ｙ＝ｂａｖ．显然ａ，ｂ∈〈ｘ，ｙ〉，由

ｙ－１　ｘｙ＝（ｂａｖ）－１　ａｕｂａｖ＝ａ－ｖ（ｂ－１　ａｕｂ）ａｖ＝ａ－ｖａ－ｕａｖ＝
ａ－ｖａ－ｕａｖ＝ａ－ｕ＝ｘ－１知，ｘ，ｙ仍满足生成关系，所以α
是群Ｇ的自同构．
　　 引理１．３　 设Ｇ是６ｐ阶二面体群，即Ｇ＝ 〈ａ，

ｂ∣ａ３ｐ ＝ｂ２＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ－１〉，则群Ｇ是弱２－ＣＩ群．
　　 证明　设Ｓ，Ｔ是群Ｇ的不含单位元１的Ｃａｙｌｅｙ
子集，即Ｓ＝Ｓ－１，Ｔ＝Ｔ－１，｜Ｓ｜＝｜Ｔ｜＝２，Ｇ＝〈Ｓ〉

＝ 〈Ｔ〉．假设Ｘ∶＝Ｃａｙ（Ｇ，Ｓ）≌Ｙ∶＝Ｃａｙ（Ｇ，Ｔ）．需
证明 α∈Ａｕｔ（Ｇ），使得Ｓα ＝Ｔ．
　　（１）Ｓ中含一对互逆的元．设Ｓ＝｛ｓ，ｓ－１｝．由Ｇ＝
〈Ｓ〉Ｇ 为循环群，矛盾．
　　（２）Ｓ中含２个不相同的２阶元．
　　 若Ｓ＝ ｛ｂ，ｂａｉ｝，则可以设Ｔ＝ ｛ｂ，ｂａｊ｝．由Ｇ＝
〈Ｓ〉＝〈Ｔ〉易知，ｉ，ｊ为一奇一偶且０≤ｉ，ｊ≤３ｐ－１，
（ｉ，３ｐ）＝１，（ｊ，３ｐ）＝１．记Ｓ１ ＝ ｛ｂ，ｂａ｝，令α：ａ→
ａ－ｉ，ｂ→ｂａｉ，则由引理１．２知，α诱导的映射是群Ｇ的
自同构，且有Ｓα１＝Ｓ．再令β：ａ→ａｊ，ｂ→ｂ，则由引理

１．２知，β诱导的映射也是群Ｇ 的自同构，且有Ｓβ１ ＝

Ｔ．因此 α－１β∈Ａｕｔ（Ｇ），使得Ｓα
－１
β＝Ｔ．

　　 引理１．４［９］　 设ｓ是Ｓ的不动点，Ｔ～Ｓ．
　　（１）存在ｔ∈Ｔ，使得对任意σ∈Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ）都有

ｓσ＝ｔ；

　　（２）若σ∈Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ），ｇ∈Ｇ，则（ｓｇ）σ＝ｓσｇσ＝
ｔ　ｇσ；

　　（３）Ｉｓｏ（Ｓ，Ｔ）Ｉｓｏ（Ｓ＼｛ｓ｝，Ｔ＼｛ｔ｝），即Ｓ＼｛ｓ｝

～Ｔ＼｛ｔ｝；

　　（４）｜ｓ｜＝｜ｔ｜．
　　 引理１．５　 设Ｇ为６ｐ阶二面体群，则Ｇ的任一
个２元生成子集都是强ＣＩ－子集．
　　 与文献［９］引理６的证明类似，故省略证明．
　　 引理１．６［９］　设ｓ是Ｓ的不动点，并且Ｓ＼｛ｓ｝是

Ｇ的强ＣＩ－子集，则Ｓ也是Ｇ 的强ＣＩ－子集．

２　 主要结果

　　 为了叙述方便，给出如下记号：设Ｘｉ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，

Ｓｉ）是群Ｇ关于ＳｉＧ＼｛１｝的Ｃａｙｌｅｙ图．对任意自然
数ｋ和ｇ∈Ｖ（Ｘ）＝Ｇ，记Ｓｋ（ｇ）＝ ｛ｓ１ｓ２…ｓｋｇ｜ｓ１，

ｓ２，…，ｓｋ ∈Ｓ｝．
　　 容易验证Ｓ１（ｇ）＝Ｓｇ，Ｓｋ＋１（ｇ）＝ＳＳｋ（ｇ），并且
顶点ｇ到Ｓｋ（ｇ）中每个顶点ｓ１ｓ２…ｓｋｇ都有一条长为

ｋ的有向路，通常称Ｓｋ（ｇ）为顶点ｇ的ｋ步（出）邻域．
　　 定理２．１　若ＳＧ＼｛１｝，是Ｇ的３元Ｃａｙｌｅｙ子
集，则Ｓ与下述两种类型中所列的某个Ｃａｙｌｅｙ子集

Ｓｉ共轭：

　　（Ⅰ）含一个２阶元和２个３ｐ阶元Ｓ１ ＝ ｛ｂ，ａ，
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ａ－１｝；

　　（Ⅱ）含３个２阶元Ｓｉ＝｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝，ｉ＝２，３，…，

１
２
（３ｐ－１）．

　　证明　由引理１．１知，Ｇ＼｛１｝的全体元素按阶可
分为４个部分．由Ｓ＝Ｓ－１，｜Ｓ｜＝３，Ｇ＝ 〈Ｓ〉知，Ｓ
至少有一个２阶元．故Ｓ＝ ｛ｂａｉ，ｓ，ｓ－１｝，ｉ＝０，１，…，

３ｐ－１．这时，分２种情形讨论：

　　（Ⅰ）Ｓ含一个２阶元和２个３ｐ阶元．
　　 不妨设ｓ＝ａｕ（ｕ＝１，…，３ｐ－１，（ｕ，３ｐ）＝１）．
由引理１．２知，Ｓ与Ｓ１ ＝ ｛ｂ，ａ，ａ－１｝共轭．
　　（Ⅱ）Ｓ含３个２阶元．
　　 设Ｓ＝｛ｂａｉ，ｂａｊ，ｂａｋ｝，ｉ，ｊ，ｋ∈｛０，１，２，３，…，２ｐ
－１｝且ｉ≠ｊ≠ｋ，由引理１．２知，Ｓ与｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝（ｉ＝
２，３，…，２ｐ－１）共轭，且 α∈Ａｕｔ（Ｇ）使得｛ｂ，ｂａ，

ｂａｉ｝α ＝ ｛ｂａｖ，ｂａｕ＋ｖ，ｂａｉｕ＋ｖ｝，令ｕ＝３ｐ－１，ｖ＝１，得
｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝α＝｛ｂ，ｂａ，ｂａ－ｉ＋１｝，即｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝与｛ｂ，ｂａ，

ｂａ－ｉ＋１｝共轭，其中ｉ＝２，３，…，３ｐ－１．因此得到１２
（３ｐ

－１）个共轭类：Ｓｋ＝｛ｂ，ｂａ，ｂａｋ｝，ｋ＝２，３，…，１２
（３ｐ

＋１）．
　　综上所述，Ｇ＼｛１｝的互不共轭的３元Ｃａｙｌｅｙ子集

共有１
２
（３ｐ＋１）类，各自的代表元为Ｓ１ ＝ ｛ｂ，ａ，

ａ－１｝，Ｓｋ ＝ ｛ｂ，ｂａ，ｂａｋ｝，ｋ＝２，３，…，１２
（３ｐ＋１）．即

Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓ１
２（３ｐ＋１）
互不共轭．

　　 定理２．２　 设Ｇ是６ｐ阶二面体群，即Ｇ＝ 〈ａ，

ｂ∣ａ３ｐ ＝ｂ２＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ－１〉，则群Ｇ的３元Ｃａｙｌｅｙ
子集都是ＣＩ－子集，即Ｇ是弱３－ＣＩ－群．
　　证明　情形（１）Ｓ１＝ ｛ｂ，ａ，ａ－１｝是ＣＩ－子集．要
证Ｓ１＝ ｛ｂ，ａ，ａ－１｝是ＣＩ－子集，只需证明，如果Ｔ～
Ｓ１，那么Ｔ≈Ｓ１．
　　 设Ｔ～Ｓ１，σ∈Ｉｓｏ（Ｓ１，Ｔ）．这时，通过计算可得

Ｓ１（ｂ）＝ ｛１，ｂａ，ｂａ－１｝，Ｓ１（ａ）＝ ｛１，ｂａ，ａ２｝，Ｓ１（ａ－１）

＝｛１，ｂａ－１，ａ－２｝，｜Ｓ１（ｂ）∩Ｓ１（ａ）｜＝｜｛１，ｂａ｝｜＝２；

｜Ｓ１（ｂ）∩Ｓ１（ａ－１）｜＝｜｛１，ｂａ－１｝｜＝２；｜Ｓ１（ａ）∩
Ｓ１（ａ－１）｜＝｜｛１｝｜＝１．
　　 由此可知ｓ＝ｂ是Ｓ１ 的不动点，由引理１．４得，

｜ｂσ｜＝｜ｂ｜＝２，Ｓ１＼｛ｂ｝～Ｔ＼｛ｂσ｝．
　　 因为〈Ｓ１＼｛ｂ｝〉≌Ｚ３ｐ 是２－ＤＣＩ群，所以 α∈
Ａｕｔ（Ｇ）使（Ｓ１＼｛ｂ｝）α＝｛ａα，（ａ－１）α｝＝Ｔ＼｛ｂσ｝．设ａα

＝ａｕ，则（ａ－１）α＝ａ－ｕ，（ｕ，３ｐ）＝１．又由于ｂσ是２阶
元，可以设ｂσ＝ｂａｖ，ｖ∈｛０，１，２，…，３ｐ－１｝，于是Ｔ
＝ ｛ｂａｖ，ａｕ，ａ－ｕ｝．因此由ａ→ａｕ，ｂ→ｂａｖ诱导出的群

Ｇ的自同构τ满足Ｓτ１＝Ｔ，从而有Ｔ≈Ｓ１，即Ｓ１为ＣＩ－
子集．

　　 情形（２）Ｓｉ ＝ ｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝（ｉ＝２，３，…，３２
（ｐ－

１））是ＣＩ－子集．
　　记Ｖ（Ｘ）中元素ｖ的邻域为Ｎ（ｖ），则单位元１的

邻域为Ｎ（１）＝Ｓｉ＝ ｛ｂ，ｂａ，ｂａｉ｝，ｉ∈ ｛２，３，…，３２
（ｐ

－１）｝．假设σ∈ Ａ１，且ｂσ ＝ｂａｉ，则（Ｎ（ｂ））σ＝
Ｎ（ｂａｉ），即｛ａ－１，ａ－ｉ｝σ ＝ ｛ａｉ－１，ａｉ｝．由于 Ｎ（ａｉ）∩
Ｎ（ａ１－ｉ）＝｛ｂａｉ＋１，ｂａ２ｉ，ｂａｉ｝∩｛ｂａ１－ｉ，ｂａ２－Ｉ，ｂａ｝＝，
若（ａ－１）σ ＝ａｉ－１，则（ａ－ｉ）σ ＝ａｉ，必有（ｂａ１－ｉ）σ ∈
Ｎ（ａｉ），与（ｂａ１－ｉ）σ ∈Ｎ（ａ１－ｉ）矛盾．由于Ｎ（ａｉ－１）∩
Ｎ（ａ１－ｉ）＝ ｛ｂａｉ－１，ｂａ２ｉ－１，ｂａｉ｝∩ ｛ｂａ１－ｉ，ｂａ２－ｉ，ｂａ｝＝
，若（ａ－１）σ ＝ａｉ，则（ａ－ｉ）σ ＝ａｉ－１，必有（ｂａ１－ｉ）σ ∈
Ｎ（ａｉ－１），与（ｂａ１－ｉ）σ ∈Ｎ（ａ１－ｉ）矛盾．故ｂσ ≠ｂａｉ．同
理可证（ｂａ）σ≠ｂａｉ，ｂσ≠ｂａ．由此可知ｂ，ｂａ，ｂａｉ都是

Ｓｉ的不动点．考虑ｓ＝ｂａｉ这个不动点，这时Ｓｉ＼｛ｓ｝＝
｛ｂ，ｂａ｝是Ｇ的２元生成子集，由引理１．５，它还是强

ＣＩ－ 子集，再有引理１．６得Ｓｉ（ｉ∈ ｛２，３，…，１２
（３ｐ＋

１）｝是ＣＩ－子集

　　 综上所述，群Ｇ 的３元Ｃａｙｌｅｙ子集都是ＣＩ－子

集，即Ｇ是弱３－ＣＩ－群．这样，群Ｇ可分为１２
（３ｐ＋１）

类互不同构的Ｃａｙｌｅｙ图．
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