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函数ｇ（ｔ）在边界ｔ＝０和ｔ＝１也可以是奇异的．获得该系统至少存在一个正解的几组充分条件，并用例子说明

主要结果是可行的．
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　　Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ　ｔｈｅ　ｒｅｓｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｐｅｒ，ｌｅｔ　Ｅ＝Ｃ［０，

１］＝ ｛ｕ∈Ｃ［０，１］｝，ａｎｄ

　　Ｋ ＝ ｛ｕ∈Ｅ：ｕ（ｔ）≥ （１３ｔ
３ － １４ｔ

４）‖ｕ‖ ＝

ｐ（ｔ）‖ｕ‖｝，

ｂｅ　ｗｉｔｈ　ｎｏｒｍ‖ｕ‖ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

｜ｕ（ｔ）｜．Ｃｌｅａｒｌｙ　Ｅｉｓ　ａ

Ｂａｎａｃｈ　ｓｐａｃｅ，ａｎｄ　Ｋｉｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｃｏｎｅ　ｉｎ　Ｅ．
　　Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ　ｔｈｅ　ｐａｐｅｒ，ｏｎｅ　ａｌｓｏ　ａｓｓｕｍｅｓ　ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ：

　　（Ｈ１）Ｆ：［０，１］×（０，＋∞）→ ［０，＋∞）ｉｓ　ｃｏｎ－
ｔｉｎｕｏｕｓ；

　　（Ｈ２）ｇ：（０，１）→ ［０，＋∞）ｉｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，

　　∫
１

０
ｔ（１－ｔ）２　ｇ（ｔ）ｄｔ＜＋∞ ；

　　（Ｈ３）ｌｉｍ
ｎ→＋∞∫

１
ｎ

０
ｔ（１－ｔ）２　ｇ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ＝０，ｆｏｒ

ａｌｌ　ｕ（ｔ）∈Ｅ．
　　Ｎｏｗ　ｌｅｔ　Ｇ（ｔ，ｓ）ｂｅ　ｔｈｅ　Ｇｒｅｅｎ’ｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒ　ｐｒｏｂｌｅｍ

　　
ｕ＝０，０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝ｕ′（０）＝０｛ ，

ｗｈｉｃｈ　ｃａｎ　ｂｅ　ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ

　　Ｇ（ｔ，ｓ）＝

１
２ｓ

２（１－ｔ）２＋ｓ（１－ｔ）（ｔ－ｓ），

　　０≤ｔ≤ｓ≤１，

１
２ｔ

２（１－ｓ）２，０≤ｔ≤ｓ≤１

烅

烄

烆
．

（１．１）

Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｓ，ｔ∈ ［０，１］，

　　ｓｕｐ
０≤ｔ≤１
Ｇ（ｔ，ｓ）＝ １２ｓ

（１－ｓ）２， （１．２）

　　Ｇ（ｔ，ｓ）≤ １２ｔ
２（１－ｔ）， （１．３）

　　Ｇ（ｔ，ｓ）≥ｔ２（１－ｔ）ｓｕｐ
０≤ｔ≤１
Ｇ（ｔ，ｓ）． （１．４）

Ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｏｐｅｒａｔｏｒ　Ｔｂｙ

　　 （Ｔｕ）（ｔ）＝∫
ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ，

ｔ∈ ［０，１］． （１．５）

Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｖｅｒｉｆｙ　ｔｈａｔ　ａ　ｎｅｃｅｓｓａｒｙ　ａｎｄ　ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ（０．１）～（０．２）ｔｏ　ｈａｖｅ　ｓｏ－
ｌｕｔｉｏｎｓ　ｉｓ　ｔｈａｔ　ｕ＝Ｔｕｈａｖｅ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ．
　　Ｌｅｍｍａ　１．２　ＴＫ Ｋ ，ａｎｄ　Ｔ　Ｋｒ，Ｒ Ｋ．
　　Ｐｒｏｏｆ　Ｉｆ　ｕ∈Ｋ，ｔ∈ ［０，１］，ｔｈｅｎ

８１１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１



　　 （Ｔｕ）（ｔ）＝∫
ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ≥

∫
ｔ

０∫
１

０
τ２（１－τ）ｓｕｐ

τ∈［０，１］
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ≥

∫
ｔ

０
τ２（１－τ）ｄτ∫

１

０
ｓｕｐ
τ∈［０，１］

Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＝

ｐ（ｔ）ｓｕｐ
τ∈［０，１］∫

１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＝

ｐ（ｔ）∫
１

０
ｓｕｐ
τ∈［０，１］∫

１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ≥

ｐ（ｔ）∫
１

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ＝

ｐ（ｔ）ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］∫

ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ＝

ｐ（ｔ）‖Ｔｕ‖．
Ｔｈｕｓ，ＴＫＫ ，ｉ．ｅ．ＴＫｒ，ＲＫ ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍ－
ｐｌｅｔｅ．
　　Ｌｅｍｍａ　１．３　Ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ（Ｈ１），（Ｈ２）ａｎｄ
（Ｈ３）ｈｏｌｄ．Ｔｈｅｎ　Ｔ：Ｋｒ，Ｒ → Ｋｉｓ　ａ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ　ｃｏｎ－
ｔｉｎｕｏｕｓ　ｏｐｅｒａｔｏｒ．

　 　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ｆｏｒ　ａｎｙ　ｒ ＞ ０，ｓｕｐ
Ｋｒ∫

ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，

ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ＜＋∞ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ　ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｕｓ　Ｔ：

Ｋ＼｛０｝→Ｃ［０，１］ｉｓ　ｗｅｌｌ　ｄｅｆｉｎｅｄ．
　　Ｉｎ　ｆａｃｔ，ｐ（ｔ）ｒ≤ｕ（ｔ）≤ｒ．Ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ　ｃｏｎ－
ｄｉｔｉｏｎｓ（Ｈ２）ａｎｄ（Ｈ３）ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　Ｎｓｕｃｈ　ｔｈａｔ

∫
１
Ｎ

０
ｔ（１－ｔ）２　ｇ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ＜１，ｆｏｒ　ｔ＜ １Ｎ ．

　　 （Ｔｕ）（ｔ）＝∫
ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ ≤

∫
１

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ ≤∫

１

０∫
１

０

１
２ｓ
（１ －

ｓ）２　ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄτ ＝∫
１
Ｎ

０

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，

ｕ（ｓ））ｄｓ＋∫
１

１
Ｎ

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＜１＋

∫
１

１
Ｎ

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ． （１．６）

Ｌｅｔ　Ｌ＝ ｓｕｐ
ｔ∈［１Ｎ

，１］

｛Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））：ｐ（ｔ）ｒ≤ｕ（ｔ）≤ｒ｝，

　　 （Ｔｕ）（ｔ）≤１＋Ｌ∫
１

１
Ｎ

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）ｄｓ＜＋∞．

（１．７）

　　Ｓｅｃｏｎｄ，Ｔ：Ｋｒ，Ｒ → Ｋｉｓ　ｃｏｍｐａｃｔ　ａｎｄ　ｃｏｎｔｉｎｕ－

ｏｕｓ．Ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｕｎ，ｕ０∈Ｋｒ，Ｒａｎｄ‖ｕｎ－ｕ０‖→０，

ｆｏｒ　ｎ→ ∞ ．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｐ（ｔ）ｒ≤ｕｎ，ｕ０≤Ｒ，ｎ＝１，２，
…．Ｉｎ　ｖｉｅｗ　ｏｆ｜Ｆ（ｔ，ｕｎ）－Ｆ（ｔ，ｕ０）｜→０，ｎ→ ∞ｆｏｒ
ａｎｙ　ｔ∈ ［０，１］，ａｎｄ　ｆｒｏｍ　Ｌｅｂｅｓｇｕｅ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｃｏｎｖｅｒ－
ｇｅｓ　Ｔｈｅｏｒｅｍ，ｏｎｅ　ｈａｓ

　 　 ‖Ｔｕｎ － Ｔｕ０‖ ＝ ‖∫
ｔ

０∫
１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｇ（ｓ）［Ｆ（ｓ，

ｕｎ（ｓ））－Ｆ（ｓ，ｕ０（ｓ））］ｄｓｄτ‖ ≤∫
１

０

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）

｜Ｆ（ｓ，ｕｎ（ｓ））－Ｆ（ｓ，ｕ０（ｓ））｜ｄｓ→０，ｎ→ ∞．

Ｔｈｕｓ，Ｔ：Ｋｒ，Ｒ →Ｋｉｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ．

　　Ｌｅｔ　ＤＫｒ，Ｒｂｅ　ｂｏｕｎｄｅｄ，ｉ．ｅ．，‖ｕ‖ ≤ Ｍｆｏｒ
ａｌｌ　ｕ∈Ｄａｎｄ　ｓｏｍｅ　Ｍ＞０．Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ　ｕ∈Ｄｓａｔ－
ｉｓｆｉｅｓ　ｕ∈Ｋｒ，Ｒ ．Ｔｈｕｓ，ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ　ｉｓ
ａ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ｜Ｔｕ（ｔ）｜≤Ｌ１ ．

　　｜（Ｔｕ）′（ｔ）｜＝｜∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ｜≤

∫
１

０
ｓｕｐ
０≤ｔ≤１
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ≤∫

１

０

１
２ｓ
（１－

ｓ）２　ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ．
　　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｆｒｏｍ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ３），ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａ　ｃｏｎ－
ｓｔａｎｔ　Ｌ２ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ｜（Ｔｕ）′（ｔ）｜≤Ｌ２ ．
　　Ｓｏ　Ｔ（Ｄ）ｉｓ　ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ　ｂｏｕｎｄｅｄ　ａｎｄ　ｅｑｕｉｃｏｎｔｉｎｕ－
ｏｕｓ．Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　Ａｓｃｏｌｉ－Ａｒｚｅｌａ　Ｔｈｅｏｒｅｍ，Ｔ（Ｄ）ｉｓ　ｒｅｌａ－
ｔｉｖｅｌｙ　ｃｏｍｐａｃｔ．Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｔｈａｔ　Ｔｉｓ
ｃｏｍｐａｃｔ．
　　Ｔｏ　ｓｕｍ　ｕｐ，ｏｎｅ　ｈａｓ　ｐｒｏｖｅｄ　Ｔ：Ｋｒ，Ｒ→Ｋｉｓ　ｃｏｍ－
ｐｌｅｔｅｌｙ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

２　Ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ

　　Ｆｉｒｓｔ，ｏｎｅ　ｄｅｆｉｎｅｓ　ｓｏｍｅ　ｉｍｐｏｒｔａｎｔ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ：

　　ｌｉｍｓｕｐ
ｕ→０＋

ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝Ｆ０，

ｌｉｍｓｕｐ
ｕ→＋∞

ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝Ｆ∞，ｌｉｍｉｎｆ

ｕ→０＋
ｉｎｆ
ｔ∈［０，１］

Ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝ｆ０，

ｌｉｍｉｎｆ
ｕ→＋∞

ｉｎｆ
ｔ∈［０，１］

Ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝ｆ∞，１１２∫

１

０
ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｇ（ｔ，

ｓ）ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ＝Ａ，１２∫
１

０
ｓ（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）ｄｓ＝Ｂ．

　　Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ａｂｏｖｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ，ｏｎｅ　ｋｎｏｗｓ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｕ∈
Ｋｒ，Ｒ ，ｔｈｅ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（１．３）ｉｓ　ｔｈｅ　ｓｏ－
ｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ （０．１）～（０．２）．Ｎｅｘｔ　ｏｎｅ　ｗｉｌｌ
ｌｏｏｋ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ．
　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．１　Ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ（Ｈ１），（Ｈ２）ａｎｄ
（Ｈ３）ｈｏｌｄ．Ｉｆ　ＢＦ０＜１＜Ａｆ∞ ，ｔｈｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ（０．１）～
（０．２）ｈａｓ　ａｔ　ｌｅａｓｔ　ｏｎｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ．
　　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ｏｎｅ　ｃｈｏｏｓｅｓε＞０ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ（Ｆ０＋
ε）Ｂ≤１．Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｆ０ ｏｎｅ　ｓｅｅｓ　ｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　Ｈ１ ＞０ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ
　　Ｆ（ｔ，ｕ）≤ （Ｆ０＋ε）ｕｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ∈ ［０，１］，ｕ∈ （０，

Ｈ１］．
Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｕ∈Ｋｗｉｔｈ‖ｕ‖ ＝Ｈ１ ，ｏｎｅ　ｈａｓ
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　 　 ‖Ｔｕ‖ ＝∫
１

０∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄｔ ≤

∫
１

０∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）（Ｆ０＋ε）ｕ（ｓ）ｄｓｄｔ≤ （Ｆ０＋ε）‖ｕ‖·

∫
１

０

１
２ｓ
（１－ｓ）２　ｇ（ｓ）ｄｓ＝Ｂ（Ｆ０＋ε）‖ｕ‖ ≤ ‖ｕ‖．

ｗｈｉｃｈ　ｍｅａｎｓ‖Ｔｕ‖≤‖ｕ‖ｆｏｒ　ｕ∈ＫＨ１ ＝｛ｕ∈
Ｋ：‖ｕ‖ ＝Ｈ１｝．
　　Ｔｏ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ　ＫＨ２

，ｏｎｅ　ｃｈｏｏｓｅｓδ＞０ａｎｄ　ｃ∈

（０，１４
）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ１１２∫

１

ｃ
ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ（ｆ∞ －

δ）≥１．
Ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　Ｈ３ ＞０ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ
　　Ｆ（ｔ，ｕ）≥ （ｆ∞ －δ）ｕ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ∈ ［０，１］，ｕ∈
［Ｈ３，＋∞）．
Ｌｅｔ　Ｈ２ ＝ ｍａｘ｛１２　Ｈ３ｃ－４，２　Ｈ１｝．Ｉｆ　ｕ∈Ｋｓｕｃｈ　ｔｈａｔ
‖ｕ‖ ＝Ｈ２ ，ｆｏｒ　ｅａｃｈｔ∈ ［ｃ，１］，ｏｎｅ　ｈａｓ

　　ｕ（ｔ）≥Ｈ２ｐ（ｔ）＝Ｈ２（１３ｔ
３－１４ｔ

４）≥Ｈ２１１２ｔ
４≥

Ｈ２ １１２ｃ
４ ＝Ｈ３．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｕ∈Ｋｗｉｔｈ‖ｕ‖＝Ｈ２ ，ｏｎｅ　ｈａｓ

　 　 ‖Ｔｕ‖ ＝∫
１

０∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄｔ ≥

∫
１

０∫
１

０
ｔ２（１－ｔ）ｓｕｐ

ｔ∈［０，１］
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓｄｔ＝

１
１２∫

１

０
ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）Ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ≥

１
１２∫

１

０
ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ（ｆ∞ －δ）≥

１
１２∫

１

ｃ
ｓｕｐ
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［Ｈ３，＋∞）．
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ｆ０ ＝０．２λ，ａｎｄ
　　０．２λｕ＜Ｆ（ｔ，ｕ）＜５λｕ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｔ∈ ［０，１］，

ｕ＞０．
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