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摘要：提出对流扩散方程ｕｔ＋ａｕｘ ＝εｕｘｘ，ａ∈Ｒ，ε＞０的广义Ｌａｘ－Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ格式（ＧＬｘＦ），并给出ＧＬｘＦ格式的

稳定与收敛条件．然后通过数值仿真说明ＧＬｘＦ格式数值解存 在 振 荡，并 根 据 仿 真 结 果 提 出 振 荡 可 控 的３个 猜

测．最后用Ｆｏｕｒｉｅｒ分析方法证明了ＧＬｘＦ格式数值解振荡的可控性．
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　　目前，有不少学者对微分方程数值解振荡的研究

产生了极大的兴趣，如文献［１，２］研究对流方程的一

些单调格式以及数值解的局部振荡，文献［３］研究对

流方程广义Ｌａｘ－Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ（ＧＬｘＦ）格式及其数值 解

产生振荡的原因，文献［４］又在文献［３］的基础上研究

对流方程ＧＬｘＦ格式数值解振荡的可控性．所以，寻

找微分方程的一种稳定及实用的数值格式，具有重要

的理论和现实意义．
　　根据文献［４］的研究思路，考虑对流扩散方程

　　ｕｔ＋ａｕｘ ＝εｕｘｘ，ａ∈Ｒ，ε＞０ （１）
的ＧＬｘＦ格式．由于该方程只是在对流方程的基础上

增加了一个扩散项，由此我们联想它是否也具有与对

流方程一样的控制振荡的机理．
　　文献［３］提出了对流方程ｕｔ＋ａｕｘ ＝０的ＧＬｘＦ
格式

　　ｕｎ＋１ｊ ＝ｕｎｊ －ａν２
（ｕｎｊ＋１－ｕｎｊ－１）＋ｑ２

（ｕｎｊ＋１－２ｕｎｊ ＋

ｕｎｊ－１）， （２）

其中ν＝τｈ
为网格比，τ、ｈ分别为时间和空间步长，

ｑ∈（０，１］．在格式（２）的基础上，对方程（１）的扩散项

εｕｘｘ 进行中心差分，便可以建立对流扩散方程（１）的

差分格式

　　ｕｎ＋１ｊ ＝ｕｎｊ－ａν２
（ｕｎｊ＋１－ｕｎｊ－１）＋（ｑ２＋μ

）（ｕｎｊ＋１－

２ｕｎｊ＋ｕｎｊ－１）， （３）

其中μ＝
ετ
ｈ２ ．

（３）式 称 为 对 流 扩 散 方 程（１）的 广 义

ＧＬｘＦ格式，其中ｑ与ε分别称为数值粘性系数和物

理粘性系数，它 们 在 控 制 数 值 解 振 荡 方 面 扮 演 重 要

角色．
　　在 网 格 比 固 定 时，通 过 Ｆｏｕｒｉｅｒ分 析［５］易 得

ＧＬｘＦ格 式 的 截 断 误 差 为Ｏ（τ＋ｈ２），稳 定 条 件 为

ａ２ν２≤ｑ＋２μ≤１，收敛条件为ｑ＋２μ≤１．本文通过

图例说明对 流 扩 散 方 程（１）的 ＧＬｘＦ格 式 解 存 在 振

荡，再根据数值仿真提出发生振荡的３个猜测，并用
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Ｆｏｕｒｉｅｒ分析方法证明了ＧＬｘＦ格式数值解振荡的可

控性．

１　对流扩散方程ＧＬｘＦ格式数值解的行为

　　对ＧＬｘＦ格式，用脉冲初始数据

　　ｕ０ｊ ＝
１，ｊ＝Ｍ／２，

０，｛ 其他

进行离散，其中Ｍ为网格点个数，这里Ｍ＝５０．不妨

设ａ＝０．５，Ｔ＝０．４，空间长度ｘ∈ ［０，１］，观察当

ＧＬｘＦ格式的参数ｑ、ε、ｈ变化时数值解的行为，结果

如图１～３．

图１　数值振荡与数值粘性的关系

　　Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ
（ａ）ｑ＝０．８２，（ｂ）ｑ＝０．８，（ｃ）ｑ＝０．７

图２　数值振荡与物理粘性的关系

　　Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ

ｐｈｙｓｉｃａｌ　ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ
（ａ）ｖ＝０．０２，（ｂ）ｖ＝０．００５８，（ｃ）ｖ＝０．００５

图３　数值振荡与空间网格宽度的关系

　　Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ

ｗｉｄｔｈ　ｏｆ　ｍｅｓｈ
（ａ）Ｍ ＝１００，（ｂ）Ｍ ＝９５，（ｃ）Ｍ ＝８０

　　（ｉ）设网格比ｃ＝ν＝τｈ ＝０．８
，ｑ＝０．８２，ｖ＝ε

＝０．００２，则数值解（图１（ａ））显示有明显的振荡；若

设ｑ＝０．８，其他参数均不变，数值解（图１（ｂ））显示

仍然有 振 荡，但 振 荡 减 弱；若ｑ＝０．７，其 他 参 数 不

变，数值解（图１（ｃ））显示振荡消失．

　　（ｉｉ）设网格比ｃ＝ν＝τｈ ＝０．８
，ｑ＝０．５，ｖ＝ε＝

０．００６，数值解（图２（ａ））显 示 有 明 显 的 振 荡；若 设ｖ
＝ε＝０．００５８，其他参数均不变，则数值解（图２（ｂ））
显示仍然有振荡，但振荡减弱；若ｖ＝ε＝０．００５，其
他参数不变，则数值解（图２（ｃ））显示振荡消失．

　　（ｉｉｉ）设网格比ｃ＝ν＝τｈ ＝０．５
，ｑ＝０．５，ｖ＝ε

＝０．００５，网 格 宽 度ｈ＝０．０１（即 网 格 点 个 数 Ｍ ＝
１００），则数值解（图３（ａ））显示有明显的振荡；若设ｈ
＝０．０１０５２６（即网格点个数Ｍ＝９５），其他参数均不

变，则数值解（图３（ｂ））显 示 振 荡 减 弱；若 设ｈ＝０．
０１２５（即网格点个数Ｍ ＝８０），其他参数均不变，则

数值解（图３（ｃ））显示振荡消失．
　　由（ｉ）、（ｉｉ）、（ｉｉｉ）结果，分别作以下猜测：

　　猜测１　对流扩散方程ＧＬｘＦ格式数值解发 生

了振荡，振荡与数值粘性系数ｑ有关，当ｑ减小时，振
荡减弱，直至振荡消失．
　　猜测２　对流扩散方程ＧＬｘＦ格式数值解发 生

了振荡，振荡与物理粘性系数ε有关，当ε减小时，振

荡减弱，直至振荡消失．
　　猜测３　对流扩散方程ＧＬｘＦ格式数值解发 生

了振荡，振荡与网格宽度ｈ有关，当ｈ增大时，振荡减

弱，直至振荡消失．

２　对流扩散方程ＧＬｘＦ格式数值解振荡的可

控性

２．１　ＧＬｘＦ格式数值解产生振荡的原因

　　设ＧＬｘＦ格式ｎ个时间步后的波型解为

　　ｕｎｋ ＝λｎｋｅｉξ ＝［λ（ｋ）］ｎｅｉξ，ｉ２＝－１，ξ＝２πｋｈ， （４）

其中λｎｋ 为解的振幅，而

　　λ（ｋ）：＝λ
ｎ＋１
ｋ

λｎｋ
为波型解一个时间步的振幅．
　　为方便研究，把ＧＬｘＦ格式的数值解ｕｎｊ 分解成

低频波型解 （Ｕｓ）ｎｊ （当ξ＝０时）及高频波型解 （Ｕｈ）ｎｊ
（当ξ＝π），即

　　ｕｎｊ ＝ （Ｕｓ）ｎｊ＋（Ｕｈ）ｎｊ． （５）

将低频波型解 （Ｕｓ）ｎｊ∶＝λｎｋｅｉξｊ，ξ≈０代入ＧＬｘＦ格式

（３），可得
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　　λ（ｋ）＝１－（ｑ＋２μ）（１－ｃｏｓξ）－ｉａνｓｉｎξ． （６）

２．１．１　低频波型的耗散误差

　　记λ（ｋ）为λ，由（６）式可得

　　｜λ｜２ ＝１－（１－ｃｏｓξ）［２（ｑ＋２μ）－（ｑ＋
２μ）

２（１－ｃｏｓξ）－ａ
２ν２（１＋ｃｏｓξ）］， （７）

将ｃｏｓξ＝１－
１
２ξ

２＋… 代入（７）式，可得

　　｜λ｜２ ＝１－１２ξ
２［２（ｑ＋２μ）－（ｑ＋２μ）

２ξ
２

２－

ａ２ν２（２－１２ξ
２）］＋… ＝１－１２ξ

２·２（ｑ＋２μ）＋

１
４ξ

４（ｑ＋２μ）
２＋ａ

２ν２ξ
２

２
（２－ξ

２

２
）＋… ＝１－（ｑ＋

２μ－ａ
２ν２）ξ

２＋１４
［（ｑ＋２μ）

２－ａ２ν２］ξ
４＋…，

则当１≥ｑ＋２μ＞ａ
２ν２ 时，｜λ｜＜１，耗散误差的阶

为Ｏ（ξ），而且随着ｑ＋２μ的增大，数值耗散加强．
　　再者，由（７）式可得

　　 ｄ
（｜λ｜２）

ｄ（ｑ＋２μ）
＝２［１－（ｑ＋２μ）（１－ｃｏｓξ）］·

（ｃｏｓξ－１）＜０，
由此可以看出当ｑ＋２μ增大时，数值耗散加强．
　　那么，当ｑ＋２μ增大时，数值耗散加强，则数值解

振荡减弱，这似乎与第２节的数值图例所表现出的数

值解的行为不一致．其实，由相对相位误差与耗散误

差的阶的比较就可以知道，数值解的振荡不是由低频

波型产生的．
２．１．２　低频波型的相对相位误差

　　由于扩散项（二阶导数项）不影响波型解的相位，
则可定义ＧＬｘＦ格式数值解的一个时间步长的相对

相位误差为

　　Ｅｐ（ｋ）∶＝－ａｒｇλａνξ
－１．

由（６）式可得

　　ａｒｇλ＝－ｔａｎ－１ ａνｓｉｎξ
１－（ｑ＋２μ）（１－ｃｏｓξ）

，

将ｆ（ξ）∶＝
ａνｓｉｎξ

１－（ｑ＋２μ）（１－ｃｏｓξ）
在ξ＝０处进行

泰勒展开，可得

ｆ（ξ）＝ａνξ＋
ａν
６
（６μ＋３ｑ－１）ξ

３＋…，

再根据文献［６］的引理４．１，可得

　　ａｒｇλ＝－ｔａｎ－１　ｆ（ξ）＝－ｔａｎ－
１［ａνξ＋

ａν
６
（６μ＋

３ｑ－１）ξ
３＋…］≈－［ａνξ＋（ａνμ＋

ａνｑ
２ －

ａν
６－

ａ３ν３
３
）ξ
３＋…］＝－ａνξ［１＋（μ＋

１
２ｑ－

１
６－

ａ２ν２
３
）ξ
２＋

…］，
则相对相位误差

　　Ｅｐ（ｋ）＝ （μ＋
１
２ｑ－

１
６－

ａ２ν２
３
）ξ
２＋… ＝

１
６
［３（ｑ＋２μ）－（１＋２ａ

２ν２）］ξ
２＋…．

　　 当ａ２ν２≤ｑ＋２μ≤１时，３（ｑ＋２μ）－（１＋２ａ
２ν２）

可取到０，所以ＧＬｘＦ格式的相对相位误差的阶至少

为Ｏ（ξ
２）．

　　由 上 述 分 析 可 知，低 频 波 型 的 耗 散 误 差 的 阶

Ｏ（ξ）小于相对 相 位 误 差 的 阶Ｏ（ξ
２），所 以 数 值 耗 散

能够有效地抑制由相对相位误差所导致的数值解的

振荡．实际上，当ξ≈０时，由（７）式可知，低频波型解

一个时间步的振幅的模｜λ｜≈１，即低频波型解能够

很好地逼近精确解，这说明低频波型解不产生振荡．
所以，结合（５）式可知，在第２节的数值图例中表现的

ＧＬｘＦ格式数值解的振荡是由高频波型解产生．
２．２　ＧＬｘＦ格式数值解振荡可控性

　　定理１　当 １
２ ＜ｑ＋２μ＜１

时，对流扩散方程

ＧＬｘＦ格式数值解 的 振 荡 随 着 数 值 粘 性 系 数ｑ或 者

物理粘性系数ε的减小而减弱，当ｑ＋２μ＝１时，数值

耗散最弱，数值解出现最高频的棋盘波型解 （－１）ｊ＋ｎ

在－１与１之间强烈地振荡；当ｑ＋２μ＝
１
２

时，数值

耗散最强，数值解的振荡消失．
　　证明　为了将高频波型解转化成类似于低频波

型解情形的研究，先作一个变换ξ＝π＋ξ′，即若ξ′＝

２πｋ′ｈ，就有ｋｈ＝ １２＋ｋ′ｈ
，于是ξ′≈０．则高频波

型解

　　 （Ｕｈ）ｎｊ ＝λｎｋｅｉξｊ ＝λｎｋｅｉ（π＋ξ′）ｊ ＝ （－１）ｊ＋ｎλｎｋ′ｅｉξ′ｊ ＝
（－１）ｊ＋ｎλ′ｎｅｉξ′ｊ， （８）

这 里λｎｋ′ ＝ （－１）ｊ＋ｎｅｉπｊλｎｋ ．设 （ＵＯ）ｎｊ：＝λｎｋ′ｅｉξ′ｊ，则

（Ｕｈ）ｎｊ ＝ （－１）ｊ＋ｎ （ＵＯ）ｎｊ ，其中因子 （ＵＯ）ｎｊ 可以看成

是棋盘波型解 （－１）ｊ＋ｎ 的一个振幅扰动．

　　将 高 频 波 型 解 （Ｕｈ）ｎｊ ＝ （－１）ｊ＋ｎλ′ｎｅｉξ′ｊ 代 入

ＧＬｘＦ格式（３），可得

　　λ′＝－１＋（ｑ＋２μ）（１＋ｃｏｓξ′）－ｉａνｓｉｎξ′．
（９）

由此得

　　｜λ′｜２ ＝ ［－１＋（ｑ＋２μ）（１＋ｃｏｓξ′）］
２＋

ａ２ν２　ｓｉｎ２ξ′， （１０）

那么

　　ｄ｜λ′｜
２

ｄｑ ＝２［－１＋（ｑ＋２μ）（１＋ｃｏｓξ′）］·（１＋

４２１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１



ｃｏｓξ′）＝２（１＋ｃｏｓξ′）［－１＋（ｑ＋２μ）（１＋ｃｏｓξ′）］．

当 １
２＜ｑ＋２μ＜１

时，有ｄ｜λ′｜
２

ｄｑ ＞０．由此可知，当

ｑ减小时，扰动 因 子 对 棋 盘 波 型 解 的 耗 散 加 强，从 而

数值解的振荡减弱．

　　设ｒ＝τｈ２
为常数，由（１０）式可得

　　｜λ′｜２ ＝ ［－１＋（ｑ＋２ｒε）（１＋ｃｏｓξ′）］
２＋

ａ２ν２　ｓｉｎ２ξ′，
那么

　　ｄ｜λ′｜
２

ｄε ＝２［－１＋（ｑ＋２ｒε）（１＋ｃｏｓξ′）］·

２ｒ（１＋ｃｏｓξ′）＝４ｒ（１＋ｃｏｓξ′）［－１＋（ｑ＋
２ｒε）（１＋ｃｏｓξ′）］．

当 １
２ ＜ｑ＋２μ＜１

时 （即 １
２ ＜ｑ＋２ｒε＜１

），有

ｄ｜λ′｜２
ｄε ＞０．

　　由此可知，当ε减小时，扰动因 子 对 棋 盘 波 型 解

的耗散加强，从而数值解的振荡减弱．

　　另一方面，将ｃｏｓξ＝１－
１
２ξ

２＋… 代入（１０）式，

可得

　　｜λ′｜２ ＝ ［１－２（ｑ＋２μ）］
２＋［（ｑ＋２μ）－

２（ｑ＋２μ）
２＋ａ２ν２］ξ′

２＋１４
［（ｑ＋２μ）

２－ａ２ν２］ξ′
４＋…，

由此可知，当ｑ＋２μ＝
１
２

时，耗散误差的阶为Ｏ（ξ′）．

此时｜λ′｜≈０，数值耗散最强，数值解没有振荡．除

此之外（１＞ｑ＋２μ≠
１
２
），耗散误差的阶为Ｏ（１），

并且｜λ′｜＜１，数值解有振荡．

　　再者，当 １
２ ＜ｑ＋２μ＜１

时，由（１０）式可得

　　ｄ
（｜λ′｜２）
ｄ（ｑ＋２μ）

＝２（１＋ｃｏｓξ′）［－１＋（ｑ＋２μ）（１＋

ｃｏｓξ′）］＞０，
即随着ｑ＋２μ的减小，数值耗散增强，数值解的振荡

减弱．当ｑ＋２μ＝１时，数值耗散最弱，结合（１０）式可

知，数值解出现最高频的棋盘波型解 （－１）ｊ＋ｎ 在－１

与１之间强烈地振荡；当ｑ＋２μ＝
１
２

时，数值耗散最

强，结合（１０）式可知｜λ′｜≈０，数值解的振荡消失．

　　定理２　当 １
２ ＜ｑ＋２μ＜１

时，对流扩散方程

ＧＬｘＦ格式数值解 的 振 荡 随 着 网 格 宽 度ｈ的 增 大 而

减弱．
　　证明　类似定理１的证明，同样将高频波型解转

化成低频波型解来研究．

　　设网格比ν＝τｈ
为常数，网格宽度ｈ为变量，由

（１０）式，可得

　　｜λ′｜２ ＝ ［－１＋（ｑ＋２νεｈ
）（１＋ｃｏｓξ′）］

２

＋

ａ２ν２　ｓｉｎ２ξ′，
那么

　　ｄ｜λ′｜
２

ｄｈ ＝２［－１＋（ｑ＋２νεｈ
）（１＋ｃｏｓξ′）］·

２νε（１＋ｃｏｓξ′）·（－
１
ｈ２
）＝－４νε

（１＋ｃｏｓξ′）
ｈ２

［－１＋

（ｑ＋２νεｈ
）（１＋ｃｏｓξ′）］．

当 １
２ ＜ｑ＋２μ＜１

时（即１
２ ＜ｑ＋

２νε
ｈ ＜１），有

ｄ｜λ′｜２
ｄｈ ＜０．

　　由此可知，当网格宽度ｈ增大时，扰动因子对棋

盘波型解的耗散加强，从而数值解的振荡减弱．
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