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（ＸＹ）１ 与Ｋ－Ｄｒｏｐ凸空间＊

（ＸＹ）１ａｎｄ　Ｋ－Ｄｒｏｐ　Ｃｏｎｖｅｘ　Ｓｐａｃｅ
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（１．Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｔｅａｃｈｅｒｓ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｎｉｎｇ，Ｇｕａｎ－
ｇｘｉ，５３００２３，Ｃｈｉｎａ；２．Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｅｃｏｎｏｍｉｃ　ａｎｄ　Ｔｒａｄｅ　Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ，Ｎａｎｎｉｎｇ，Ｇｕａｎｇｘｉ，５３００２１，

Ｃｈｉｎａ）

摘要：讨论Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ　ｋ－ｄｒｏｐ凸及局部ｋ－ｄｒｏｐ凸的性质，给出Ｘ（局部）ｋ－ｄｒｏｐ凸的充要条 件，并 利 用 该 充

要条件，证明若 （ＸＹ）１ 为ｋ－ＤＣ空间，则Ｘ，Ｙ 分别为ｋ－ＤＣ空间．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｗｅ　ｇｉｖｅ　ｔｈｅ　ｓｕｆｆｃｉｅｎｔ　ａｎｄ　ｎｅｃｅｓｓａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｆｏｒ　Ｂａｎａｃｈ　ｓｐａｃｅ　ｔｏ　ｂｅ（Ｌ）ｋ－ ＤＣ，ｂｙ
ｗｈｉｃｈ　ｉｔ　ｉｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔ　ｉｆ（ＸＹ）１ｉｓ　ｔｈｅ　ｓｐａｃｅ　ｋ－ＤＣ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｋ－ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ，ｌｏｃａｌｌｙ　ｋ－ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ，ａｆｆｉｎｅｌｙ　ｓｐａｎ

　　２００４年，魏 文 展 等［１］引 入ｋ－ｄｒｏｐ凸（ＫＤＣ）空

间，阐 述 何 为ｋ－ 强 光 滑 空 间 的 对 偶 空 间，定 义 了

ｋ－ｄｒｏｐ凸空间并讨论该空间的一些性质．本文在此基

础上给出空间（局部）ｋ－ｄｒｏｐ凸的充要条件，并利用该

充要条件，探讨（ＸＹ）１ 的（局部）ｋ－ｄｒｏｐ凸．我们给

出的充要条件比原定义较为简单，从得到的充要条件

可知，若（ＸＹ）１ 为ｋ－ＤＣ空间，则Ｘ，Ｙ 为ｋ－ＤＣ空

间．该结果推广了文献［２］的结论．

１　 定义及引理

　　 本文所涉及的空间Ｘ，Ｙ 均为实Ｂａｎｃｈ空间，并

记Ｘ＊，Ｙ＊，（ＸＹ）１＊ 分别为Ｘ，Ｙ，（ＸＹ）１ 的对

偶，以Ｂ（Ｘ），Ｓ（Ｘ）表示Ｘ 的单位球及单位球面，符

号如下：

　　Ｓ（Ｘ）＝ ｛ｘ：ｘ∈Ｘ，‖ｘ‖ ＝１｝；

　　Ｓ（Ｘ＊）＝ ｛ｆ：ｆ∈Ｘ＊，‖ｆ‖ ＝１｝．
当任意的ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ ∈Ｓ（Ｘ）时，记

　　Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＝

ｓｕｐ

ｆ０（ｘ０） … ｆ０（ｘｋ）

ｆ１（ｘ０） … ｆ１（ｘｋ）
… … …

ｆｋ（ｘ０） … ｆｋ（ｘｋ）

；ｆｉ∈Ｂ
（Ｘ＊），

ｉ＝０，…，烅

烄

烆

烍

烌

烎

ｋ
．

将上述行列式首行换成（１，１，…，１），那么所得形式记

为 Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ），如 果 将 首 行 换 成 （‖ｘ０‖，

‖ｘ１‖，…，‖ｘｋ‖），则 所 得 形 式 记 为Ｃ（ｘ０，ｘ１，…，

ｘｋ）．

　　 定义１．１［３］　 称Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ为ｋ－ 严格凸的，

若 对 Ｘ 中 任 意ｋ ＋１ 个 元 素 ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ．当

‖∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ‖ ＝ ∑

ｋ

ｉ＝０
‖ｘｉ‖ 时，ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ 是 线 性 相

关的．

　　 定义１．２［１］　 称Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ为ｋ－ＤＣ（ｋ－ｄｒｏｐ
凸）的，若对任意ｆ∈Ｓ（Ｘ＊）及ε＞０，存在δ＞０，当

｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ＋１｝Ｓ（Ｘ）且ｆ（∑
ｋ＋１

ｉ＝１
ｘｉ）＞ｋ＋１－δ

时，Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ＋１）＜ε．

　　 定义１．３［４］　 称Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ为Ｌ－ｋＤＣ的，若
对任意ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），ｘ０∈Ｓ（Ｘ）及ε＞０，存在δ（ｘ０，

ｆ，ε）＞０，当｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝Ｓ（Ｘ）且ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＞

ｋ＋１－δ时，Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＜ε．

６２１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１
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　　 引理１．１［２］　Ｘ为Ｂａｎａｃｈ空间，当ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ

∈Ｘ且‖∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ‖＝∑

ｋ

ｉ＝０
‖ｘｉ‖时，ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ线性

相关的充要条件为Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＝０．
　　 引理１．２［２］　 称Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ为ｋ－ 严格凸的，

当 且 仅 当 ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ ∈ Ｘ 且 ‖∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ‖ ＝

∑
ｋ

ｉ＝０
‖ｘｉ‖ 时，有Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＝０．

　　 引理１．３［４］　Ｘ是Ｌ－ｋＤＣ的当且仅当对任意ｘ
∈Ｓ（Ｘ）及ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），ｆ（ｘ）＝１，如果ｘｎ１，ｘｎ２，…，ｘｎｋ
∈Ｓ（Ｘ）且ｆ（ｘ＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）→ｋ＋１（ｎ→＋∞），
则有Ａ（ｘ，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）→０，ｎ→＋∞．
　　 引理１．４［３］　 设Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，当ｘ１，…，ｘｋ＋１
∈Ｓ（Ｘ），若 令ｄ１ ＝ ｄｉｓｔ（ｘ１，［ｘ２，…，ｘｋ＋１］），ｄ２ ＝
ｄｉｓｔ（ｘ２，［ｘ３，…，ｘｋ＋１］），…，ｄｋ ＝ ‖ｘｋ－ｘｋ＋１‖，则

　　ｄ１·ｄ２…ｄｋ ≤Ａ（ｘ１，…，ｘｋ）≤ｋ
ｋ
２ｄ１·ｄ２…ｄｋ．

其中［ｘｉ，…，ｘｋ＋１］表 示 由ｘｉ，…，ｘｋ＋１ 生 成 的 仿 射 子

空间．
　　 引理１．５［５］　 设Ｘ，Ｙ是实Ｂａｎａｃｈ空间，则空间

（ＸＹ）＊ 与空间Ｘ＊ Ｙ＊ 是同构的，且对应为

　　Ｆ∈ （ＸＹ）＊ → （Ｆｘ，Ｆｙ）∈Ｘ＊ Ｙ＊，
其中Ｆｘ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，０），Ｆｙ（ｙ）＝Ｆ（０，ｙ），ｘ∈Ｘ，

ｙ∈Ｙ．
　　引理１．６［４］　对任意的ｋ∈Ｎ，若Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ
是ｋ－ＤＣ的，则Ｘ是（ｋ＋１）－ＤＣ的．
　　 证明　设任意的ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），｛ｘｎ１，… ，ｘｎｋ＋２｝

Ｓ（Ｘ），满足ｆ（∑
ｋ＋２

ｉ＝１
ｘｎｉ）→ｋ＋２．则对任意的ｊ∈Ｎ，１

≤ｊ≤ｋ＋２，有

　　｜ｆ（∑
ｋ＋２

ｉ＝１
ｘｎｉ）｜－１≤｜ｆ（∑

ｋ＋２

ｉ＝１
ｘｎｉ）｜－｜ｆ（ｘｊ）｜≤

｜ｆ（∑
ｋ＋２

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｘｎｉ）｜≤ ‖ ∑

ｋ＋２

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｘｎｉ‖ ≤ ∑

ｋ＋２

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
‖ｘｎｉ‖ ＝

ｋ＋１．
故

　　ｆ（∑
ｋ＋２

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｘｎｉ）→ｋ＋１．

由于Ｘ是ｋ－ＤＣ的，由引理１．３知Ａ（ｘｎ１，…，ｘｎｊ－１，ｘｎｊ＋１，
…，ｘｎｋ＋２）→０，１≤ｊ≤ｋ＋２．又由行列式性质知

　　Ａ（ｘｎ１，…，ｘｎｋ＋２） ≤ ∑
ｋ＋２

ｊ＝１
Ａ（ｘｎ１，…，ｘｎｊ－１，ｘｎｊ＋１，…，

ｘｎｋ＋２）．
故Ａ（ｘｎ１，…，ｘｎｋ＋２）→０，从而Ｘ是（ｋ＋１）－ＤＣ的．

２　 主要结果

　　 定理２．１　Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ为Ｌ－ｋＤＣ的充要条件

是，对 ε＞０，ｘ０∈Ｓ（Ｘ）及ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），存在δ＝
δ（ｘ０，ｆ，ε）＞０，当ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ ∈Ｓ（Ｘ）且ｋ＋１－

ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＜δ时，有Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＜ε．

　　 证明　必要性．若ｘ０∈Ｓ（Ｘ），ε０＞０及ｆ０∈
Ｓ（Ｘ＊），使得对 ｎ∈Ｎ，有ｘｎ１，ｘｎ２，…，ｘｎｋ ∈Ｓ（Ｘ）

满足ｋ＋１－ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）＜１ｎ

（ｘｎ０＝ｘ０）．但Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，

…，ｘｎｋ）≥ε０，ｎ∈Ｎ，由Ｌ－ｋＤＣ知道Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，

ｘｎｋ）→０．取ｙｎｉ＋１ ∈ ［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］且 满 足 ‖ｘｎｉ＋１－
ｙｎｉ＋１‖ ＝ｄ（ｘｎｉ＋１，［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］）．因为ｄｉｍ［ｘｎ０，ｘｎ１，
…，ｘｎｉ］≤ｉ＋１，那么ｙｎｉ＋１ 存在．由于ｙｎｉ＋１ 是［ｘｎ０，ｘｎ１，
…，ｘｎｉ］的一个线性组合，ｉ＝０，１，…，ｋ－１．根据行列

式性质得

　　ε０≤Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）≤Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１－ｙｎ１，…，ｘｎｋ－
ｙｎｋ）≤ （ｋ＋１）！ｄ（ｘｎ１，［ｘｎ０］）…ｄ（ｘｎｋ，［ｘｎ０，ｘｎ１，…，

ｘｎｋ－１］）．
再由引理１．４得

　　（ｋ＋１）！ｄ（ｘｎ１，［ｘｎ０］）…ｄ（ｘｎｋ，［ｘｎ０，ｘｎ１，…，

ｘｎｋ－１］）≤ （ｋ＋１）！Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）→０，
从而得到矛盾．
　　 充 分 性．若 ｘ０ ∈ Ｓ（Ｘ），ε０ ＞ ０ 及 ｆ０ ∈
Ｓ（Ｘ＊），使得对ｎ∈Ｎ有ｘｎ１，ｘｎ２，…，ｘｎｋ∈Ｓ（Ｘ）满

足ｋ＋１－ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）≤１ｎ

（ｘｎ０＝ｘ０）．但Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，

ｘｎｋ）≥ε０，由充分性的条件可以得到Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）

→０．
　　 记１－ｆ０（ｘｎｉ）为α（ｎ）ｉ ，ｉ＝０，１，…，ｋ．那么

　　ε０ ≤Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＝

ｓｕｐ

１－α（ｎ）０ ＋α（ｎ）０ …１－α（ｎ）ｋ ＋α（ｎ）ｋ
ｆ１（ｘｎ０） … ｆ１（ｘｎｋ）
… … …

ｆｋ（ｘｎ０） … ｆｋ（ｘｎｋ）

；

ｆｉ∈
Ｂ（Ｘ＊），

ｉ＝１，
…，

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

≤

Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＋α（ｎ）０ ｋ！＋…＋α（ｎ）ｋ ｋ！．

又因为α（ｎ）０ ＋…＋α（ｎ）ｋ ＝ｋ＋１－ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）≤ １ｎ →

０，从而可以得到

　　Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＋α（ｎ）０ ｋ！＋…＋α（ｎ）ｋ ｋ！→０，ｎ→
∞．与上式产生矛盾，充分性成立．
　　 定理２．２　Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 为ｋ－ＤＣ的充要条件

是，对 ε＞０及ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），存在δ＝δ（ｆ，ε）＞０，

当ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ∈Ｓ（Ｘ）且ｋ＋１－ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＜δ时，

有Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＜ε．
　　 证明 　 必要性．若 ε０＞０及ｆ０∈Ｓ（Ｘ＊），使
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得对 ｎ∈Ｎ，有ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ∈Ｓ（Ｘ）满足ｋ＋１－

ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）＜ １ｎ

，ｘｎ０＝ｘ０．但Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）≥ε０，

ｎ∈Ｎ，由ｋ－ＤＣ知道Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）→０．取ｙｎｉ＋１
∈ ［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］且满足 ‖ｘｎｉ＋１－ｙｎｉ＋１‖ ＝ｄ（ｘｎｉ＋１，
［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］）．因为ｄｉｍ［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］≤ｉ＋１，那
么ｙｎｉ＋１ 存在．由于ｙｎｉ＋１ 是［ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ］的一个线性

组合，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，根 据 行 列 式 性 质 及 引 理

１．４得

　　ε０≤Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）≤Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１－ｙｎ１，…，ｘｎｋ－
ｙｎｋ）≤ （ｋ＋１）！ｄ（ｘｎ１，［ｘｎ０］）…ｄ（ｘｎｋ，［ｘｎ０，ｘｎ１，…，

ｘｎｋ－１］）≤ （ｋ＋１）！Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）→０，
从而得到矛盾．
　　 充分性．若ε０＞０及ｆ０∈Ｓ（Ｘ＊），使得对
ｎ ∈ Ｎ 有ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ ∈ Ｓ（Ｘ）满 足 ｋ＋１－

ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）≤１ｎ

（ｘｎ０＝ｘ０）．但Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）≥ε０，

由充分性的条件可以得到Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）→０．
　　 记１－ｆ０（ｘｎｉ）为α（ｎ）ｉ ，ｉ＝０，１，…，ｋ．那么

　　ε０ ≤Ａ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＝

ｓｕｐ

１－α（ｎ）０ ＋α（ｎ）０ …１－α（ｎ）ｋ ＋α（ｎ）ｋ
ｆ１（ｘｎ０） … ｆ１（ｘｎｋ）
… … …

ｆｋ（ｘｎ０） … ｆｋ（ｘｎｋ）

；

ｆｉ∈
Ｂ（Ｘ＊），

ｉ＝１，
…，

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

≤Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＋α（ｎ）０ ｋ！＋…＋α（ｎ）ｋ ｋ！．

又因为α（ｎ）０ ＋…＋α（ｎ）ｋ ＝ｋ＋１－ｆ０（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）≤ １ｎ →

０，ｎ→ ∞，从而可以得到

　　Ｂ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ）＋α（ｎ）０ ｋ！＋…＋α（ｎ）ｋ ｋ！→０，ｎ→
∞．
矛盾．充分性成立．
　　定理２．３　设（ＸＹ）１ 是ｋ－ＤＣ，那么Ｂａｎａｃｈ空

间Ｘ，Ｙ 为ｋ－ＤＣ．
　　 证明　对ε＞０，Ｆ∈Ｓ（（ＸＹ）＊１ ），由于（Ｘ

Ｙ）１ 是ｋ－ＤＣ的，由定理２．２知，δ（ＸＹ）１（ε，Ｆ）＞

０．那么对 ｆｘ ∈Ｓ（Ｘ＊），ｆｙ ∈Ｓ（Ｙ＊）．由引理１．５
知，Ｘ＊ Ｙ＊ 同构于（ＸＹ）＊，且ｆｘ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，０），

ｆｙ（ｙ）＝Ｆ（０，ｙ）．设ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ ∈Ｓ（Ｘ）及（ｙ０，

ｙ１，…，ｙｋ）∈Ｓ（Ｙ）满足ｋ＋１－ｆｘ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）≤δ（ＸＹ）１，

ｋ＋１－ｆｙ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｙｉ）≤δ（ＸＹ）１．则ｋ＋１－Ｆ（∑

ｋ

ｉ＝０

（ｘｉ，０））

≤δ（ＸＹ）１，ｋ＋１－Ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０

（０，ｙｉ））≤δ（ＸＹ）１．因 为

‖（ｘ，ｙ）‖ ＝ ‖ｘ‖＋‖ｙ‖，所以（ｘ０，０），（ｘ１，０），
…，（ｘｋ，０）∈Ｓ（（ＸＹ）１），（０，ｙ０），（０，ｙ１），…，（０，

ｙｋ）∈Ｓ（（ＸＹ）１）．由定理２．２得

　　Ｂ（（ｘ０，０），（ｘ１，０），…，（ｘｋ，０））＜ε，
即Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＜ε，同 理 可 得Ｂ（ｙ０，ｙ１，…，ｙｋ）

＜ε．从而Ｘ，Ｙ 为ｋ－ＤＣ的．
　　 推论２．１　 对任意ｋ∈Ｎ，若（ＸＹ）１ 是ｋ－ＤＣ
的，则Ｘ，Ｙ 是（ｋ＋１）－ＤＣ的．
　　 证明　因为（ＸＹ）１是ｋ－ＤＣ的，由定理２．３知

道Ｘ，Ｙ 为ｋ－ＤＣ．再根 据 引 理１．６可 知Ｘ，Ｙ 为（ｋ＋
１）－ＤＣ的．
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