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摘要：针对非参数回归模型Ｙｉ ＝ｇ（ｘｉ）＋εｉ，１≤ｉ≤ｎ，在｛εｉ，１≤ｉ≤ｎ｝为一致可积的平稳ＰＡ相依序列条件下，

得到未知函数ｇ（ｘ）的权函数估计ｇｎ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）Ｙｉ 的强相合性．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｔｈｅ　ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　Ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）＋εｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｗｅ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｓｔｒｏｎｇ

ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｅｓｔｉｍａｔｏｒ　ｇｎ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）Ｙｉ，

ｗｈｅｒｅ｛εｉ，１≤ｉ≤ｎ｝ｉｓ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｉｎｔｅｇｒａｂｉｌｉｔｅｄ　ａｎｄ　ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ　ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ　ｓａｍｐｌｅｓ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｅｓｔｉｍａｔｏｒ，ｓｔｒｏｎｇ　ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ，ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，ｕｎｉｆｏｒｍ　ｉｎｔｅ－
ｇｒａｂｉｌｉｔｙ

　　设集合Ａ１ 与Ａ２ 为｛１，２，…ｎ｝的任何两个不相

交的非空子集，称随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ≥２）是

ＰＡ的，如果

　　Ｃｏｖ（ｆ１（Ｘｉ，ｉ∈Ａ１），ｆ２（Ｘｊ，ｊ∈Ａ２））≥０，
其中ｆ１ 和ｆ２ 是任何两个使得协方差存在且对每个

变元均非降（或 同 对 每 个 变 元 均 非 升）的 函 数，称 随

机变量序列｛Ｘｉ，ｉ≥１｝是ＰＡ序列，如果对任何ｎ≥
２，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是ＰＡ的．

　　 设ｄ是一个正整数，Ａ是Ｒｄ 上的一个紧集．考虑

非参数回归模型

　　Ｙｉ＝ｇｎ（ｘｉ）＋εｉ，１≤ｉ≤ｎ，
其中ｘｉ为已知的设计点列，ｇ是Ａ上的未知连续有界

回归函数，εｉ 是均值为零的随机误差，Ｙｉ 为可观察的

随机变量，它们定义在同一个概率空间（Ω，Ａ，Ｐ）．基

于观察值｛ｘｉ，Ｙｉ，１≤ｉ≤ｎ｝，ｇ（ｘ）的一个估计为

　　ｇｎ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）Ｙｉ，

其中ｗｎｉ（ｘ）是依赖ｘｉ，…，ｘｎ 及ｎ的可测的权函数，ｉ
＝１，２，…，ｎ，满足基本假设Ａ１：

　　（ａ）
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）→１，当ｎ→ !；

　　（ｂ）
ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜≤Ｂ，对 ｎ≥１；

　　（ｃ）
ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜Ｉ（‖ｘ－ｘｉ‖＞ａ）→０，当ｎ→ !，

ａ＞０．
　　 近年来，在独立样本和其他相依样本情形下，有

关ｇｎ（ｘ）性 质 的 研 究 已 取 得 不 少 成 果［１～４］．但 是 在

ＰＡ样本下的研究却较少［５］．本文在下述一致可积的

条件下得到ｇｎ（ｘ）的强相合性．

　　 如果ｌｉｍ
ｘ→!
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｋｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜Ｅ｜Ｘｎｋ｜Ｉ（｜Ｘｎｋ｜≥ｘ）＝０，则

称随机阵列｛Ｘｎｋ，１≤ｋ≤ｋｎ↑∞，ｎ∈Ｎ｝关于

｛｜ａｎｋ｜，１≤ｋ≤ｋｎ↑∞，ｎ∈Ｎ｝一致可积［６］．

　　 取ｋｎ ＝ｎ，若ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜Ｅ｜Ｘｋ｜Ｉ（｜Ｘｋ｜≥ｘ）

＝０，则称随机序列｛Ｘｎ，ｎ∈Ｎ｝关于｛｜ａｎｋ｜，１≤ｋ≤
ｎ，ｎ∈Ｎ｝是一致可积．显然，若

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐＥ｜Ｘｋ｜ｐＩ（｜Ｘｋ｜≥ｘ）＝０， （１）

则称随机序列｛｜Ｘｎ｜ｐ，ｎ∈Ｎ｝关于｛｜ａｎｋ｜ｐ，１≤ｋ
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≤ｎ，ｎ∈Ｎ｝是一致可积．

　　 事实上，由

　　Ｅ｜Ｘｋ｜ｐＩ（｜Ｘｋ｜≥ｘ）＝

（∫
ｘｐ

０
＋∫

∞

ｘｐ
）Ｐ（｜Ｘｋ｜ｐＩ（｜Ｘｋ｜≥ｘ）＞ｔ）ｄｔ＝ｘ

ｐＰ（｜Ｘｋ｜≥

ｘ）＋∫
∞

ｘｐ
Ｐ（｜Ｘｋ｜ｐ ＞ｔ）ｄｔ，

知（１）式等价于

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐｘｐＰ（｜Ｘｋ｜≥ｘ）＝０， （２）

和

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐ∫

∞

ｘｐ
Ｐ（｜Ｘｋ｜ｐ ＞ｔ）ｄｔ＝０．

（３）

或者等价于

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐｘＰ（｜Ｘｋ｜ｐ ≥ｘ）＝０ （４）

和（３）式．而条件

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐｘｌｎδｘＰ（｜Ｘｋ｜ｐ ≥ｘ）＝０，

δ＞１ （５）

蕴 含（１）式．因为由（５）式知，对ε＞０，Ｍ＞０，当

ｘ＞Ｍ 时有

　　ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｋ＝１
｜ａｎｋ｜ｐＰ（｜Ｘｋ｜ｐ ≥ｘ）＜εｘ－１　ｌｎ－δｘ．

由此得（５）式蕴含（３）式，显然也蕴含（４）式，所以（５）

式蕴含（１）式．

１　 相关引理

　　 引理１［４］　 若基本假设Ａ１ 成立，则

　　ｌｉｍ
ｘ→!
｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜＝０．

　　 引理２［７］　 设｛εｊ，ｊ∈Ｎ｝是ＰＡ随机变量序列，

对所有的ｊ∈Ｎ，满足Ｅεｊ＝０，｜εｊ｜≤Ｂ＜∞．记Ｓｎ

＝ 
ｎ

ｊ＝１
εｊ，ｕ（ｎ）＝ｓｕｐ

ｊ


ｉ：｜ｉ－ｊ｜≥ｎ
Ｃｏｖ（εｊ，εｋ）．假设对某 个ｒ

＞２，ｕ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－（ｒ－２）／２），则存在不依赖于ｎ的常数

Ｃ，使得对所有的ｎ∈Ｎ，

　　 ｓｕｐ
ｍ∈Ｎ∪｛Ｏ｝

Ｅ｜Ｓｎ＋ｍ －Ｓｎ｜ｒ≤Ｃｎｒ／２．

　　 引理３［５］　 设｛ａｊ，ｊ∈Ｎ｝是一实数列，记ａ＝
ｓｕｐ｜ａｊ｜且ａ＜∞．又设｛εｊ，ｊ∈Ｎ｝是ＰＡ随机变量

序列，对所有的ｊ∈Ｎ，满足Ｅεｊ ＝０，｜εｊ｜≤Ｂ＜

!．记Ｓｎ＝
ｎ

ｊ＝１
εｊ，ｕ（ｎ）＝ｓｕｐ

ｊ


ｉ：｜ｉ－ｊ｜≥ｎ
Ｃｏｖ（εｊ，εｋ）．假设对

某 个ｒ＞２，ｕ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－（ｒ－２）／２），则存在不依赖于ｎ的

常数Ｃ，使

　　Ｅ｜
ｎ

ｊ＝１
ａｊεｊ｜ｒ≤Ｃａｒｎｒ／２．

２　 主要结果

　　以下用Ｃ记与ｎ无关的正常数，且Ｃ在不同的地

方表示不同的值，即使在同一式中也是如此．

　　 定理１　 若基本假设Ａ１ 成立，且存在ｐ＞２，δ
＞２，使得下列条件满足：

　　（ｉ）对每个ｎ，｛εｉ，１≤ｉ≤ｎ｝是具有零均值的ＰＡ
相依序列．

　　（ｉｉ）ｗｎ（ｘ）ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ｗｎｉ（ｘ）｜＝Ｏ（ｎ－α），其中１
２＋

１
ｐ ＜α≤

１．

　　（ｉｉｉ）ｕ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－（ｒ－２）／２），其 中ｒ满 足（α－１２ －

１
ｐ
）ｒ＞１．

　　（ｉｖ）对（ｉｉ）中的α，若

　　ｌｉｍ
ｙ→∞
ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜１－１／（αｐ）ｙｌｎδｙＰ（｜εｉ｜ｐ ≥

ｙ）＝０．
则对 ｘ∈Ａ，ｌｉｍ

ｘ→∞
ｇｎ（ｘ）＝ｇ（ｘ），ａ．ｓ．．

　　 证明 　 注 意 到｜ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜≤｜ｇｎ（ｘ）－

Ｅｇｎ（ｘ）｜＋｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜＝｜
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）εｉ｜＋

｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜．

　　 由引理３，只须证明｜
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）εｉ｜→０，ａ．ｓ．．

　　 令 εｉ（１）＝－ｎ１／ｐＩ（εｉ＜－ｎ１／ｐ） ＋εｉＩ（｜εｉ｜≤ｎ１／ｐ） ＋
ｎ１／ｐＩ（εｉ＞ｎ１／ｐ），εｉ（２）＝ （εｉ ＋ｎ１／ｐ）Ｉ（εｉ＜－ｎ１／ｐ） ＋ （εｉ －

ｎ１／ｐ）Ｉ（εｉ＞ｎ１／ｐ），ε
～
ｉ（１）＝εｉ（１）－Ｅεｉ（１），ε

～
ｉ（２）＝εｉ（２）

－Ｅεｉ（２），显然εｉ ＝εｉ（１）＋εｉ（２）．记

　　Ｓ′ｎ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）ε

～
ｉ（１），Ｓ″ｎ（ｘ）＝


ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）ε

～
ｉ（２），Ｓｎ（ｘ）＝ 

ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）εｉ ＝ Ｓ′ｎ（ｘ）＋

Ｓ″ｎ（ｘ）．
　　 故为证明定理１，只需证明｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜→０，

｜Ｓ″ｎ（ｘ）｜→０．ａ．ｓ．．
　　 先证明｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜→０，ａ．ｓ．．
　　 由 上 述 取 法 知εｉ（１），εｉ（２）均 为εｉ 的 增 函 数，
于是

　　Ｃｏｖ（εｉ，εｊ）＝Ｃｏｖ（εｉ（１）＋εｉ（２），εｊ（１）＋εｊ（２））

＝ Ｃｏｖ（εｉ（１），εｊ（１）） ＋ Ｃｏｖ（εｉ（１），εｊ（２）） ＋
Ｃｏｖ（εｉ（２），εｊ（１））＋Ｃｏｖ（εｉ（２），εｊ（２））≥Ｃｏｖ（εｉ（１），

εｊ（１））＝Ｃｏｖ（ε
～
ｉ（１），ε

～
ｊ（１））．

而 ｛ｎ－１／ｐε
～
ｉ（１），１ ≤ ｉ ≤ ｎ｝也 是 ＰＡ 的， 且

Ｅ［ｎ－１／ｐε
～
ｉ（１）］＝０，｜ｎ－１／ｐε

～
ｉ（１）｜≤１．又Ｖ（ｎ）

４３１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１１



ｓｕｐ
ｊ


ｉ：｜ｉ－ｊ｜≥ｎ

Ｃｏｖ（ｎ－１／ｐε
～
ｉ（１），ｎ－１／ｐε

～
ｊ（１））＝

ｎ－２／ｐｓｕｐ
ｊ


ｉ：｜ｉ－ｊ｜≥ｎ

Ｃｏｖ（ε
～
ｉ（１），ε

～
ｊ（１））≤ｕ（ｎ）＝

Ｏ（ｎ－（ｒ－２）／２）．
　　 由引理２和 Ｍａｒｋｏｖ不等式，对 ε＞０得

　　Ｐ（｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜＞ε）≤ＣＥ｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜ｒ ＝

Ｃｎｒ／ｐＥ｜
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）ｎ－１／ｐε

～
ｉ（１）｜ｒ ≤Ｃｎｒ／ｐｗｒｎ（ｘ）ｎｒ／２ ≤

Ｃｎｒ／ｐｎ－αｒｎｒ／ｐ ≤Ｃｎ－（α－
１
２－

１
ｐ
）ｒ．

　　 因为（α－１２－
１
ｐ
）ｒ＞１，所以 

!

ｎ＝１
Ｐ（｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜＞

ε）＜ ∞．由Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｔｌｉ引理知｜Ｓ′ｎ（ｘ）｜→０，

ａ．ｓ．．
　　 再证明｜Ｓ″ｎ（ｘ）｜→０，ａ．ｓ．

　　 记Ｔｎ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｗｎｉ（ｘ）εｉ（２），则Ｓ″ｎ（ｘ）＝Ｔｎ（ｘ）

－ＥＴｎ（ｘ）．又对 ε＞０，由 Ｍａｒｋｏｖ不等式得

　　
∞

ｎ＝１
Ｐ（｜Ｔｎ（ｘ）｜＞ε）≤Ｃ

∞

ｎ＝１
Ｅ｜Ｔｎ（ｘ）｜≤

Ｃ
∞

ｎ＝１

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ（２）｜≤

Ｃ
∞

ｎ＝１

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ｜Ｉ（｜εｉ｜＞ｎ１／ｐ）≤

Ｃ
∞

ｎ＝１
ｎ－（ｐ－１）／ｐ

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ｜ｐＩ（｜εｉ｜＞ｎ１／ｐ）≤

Ｃ
∞

ｎ＝１
ｎ－（ｐ－１）／ｐ

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜［ｎ１／ｐＰ（｜εｉ｜ｐ ＞ｎ１／ｐ）＋

∫
!

ｎ
Ｐ（｜εｉ｜ｐ ＞ｔ）ｄｔ］Ｉｎ． （６）

　　 由条件（ｉｖ）知，Ｍ ＞０，当ｙ＞Ｍ 时，

　　ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜１－１／（αｐ）Ｐ（｜εｉ｜ｐ ＞ｙ）＜

ｙ－１　ｌｎ－δｙ．
又ｎ１／ｐ → ∞，所以 ｎ０ 使得ｎ≥ｎ０ 时，有ｎ１／ｐ ＞Ｍ．
所以

　　Ｉｎ ≤ Ｃ
ｎ０－１

ｎ＝１
ｎ－（ｐ－１）／ｐ

ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ（２）｜＋

Ｃ
∞

ｎ＝ｎ０
ｎ－（ｐ－１）／ｐｗ１／（αｐ）

ｎ （ｘ）
ｎ

ｉ＝１
｜ｗｎｉ（ｘ）｜１－１／（αｐ）·

［ｎ１／ｐＰ（｜εｉ｜ｐ ＞ｎ１／ｐ）＋∫
∞

ｎ
Ｐ（｜εｉ｜ｐ ＞ｔ）ｄｔ］≤Ｃ＋

Ｃ
∞

ｎ＝ｎ０
ｎ－（ｐ－１）／ｐｎ－α·１／（αｐ）（ｌｎ　ｎ１／ｐ）－δ＋

Ｃ
∞

ｎ＝ｎ０
ｎ－１∫

∞

ｎ
ｔ－１　ｌｎ－δｔｄｔ≤Ｃ＋Ｃ

∞

ｎ＝ｎ０

１
ｎｌｎδｎ＋

Ｃ
∞

ｎ＝ｎ０

１
ｎｌｎδ－１　ｎ≤Ｃ

∞

ｎ＝１

１
ｎｌｎδ－１　ｎ＜ ∞

，δ＞２．

其中倒数第２个不等式成立是因为当ｎ较大时ｌｎδｎ＞
ｌｎδ－１　ｎ．
　　 因此由（６）式知，｜Ｔｎ（ｘ）｜→０，ａ．ｓ．且

Ｅ｜Ｔｎ（ｘ）｜→０．从而｜Ｓ″ｎ（ｘ）｜→０，ａ．ｓ．．
　　注１　文献［５］要求对每一个ｎ，ｓｕｐ

１≤ｉ≤ｎ
Ｅ｜εｉ｜ｐ＜

∞，ｐ＞１．而事实上，Ｅ｜εｉ｜ｐ ＜ ∞ 意味着

　　Ｅ｜εｉ｜ｐＩ（｜εｉ｜≥ｙ）→０，ｙ→ ∞，
从 而有ｙＰ（｜εｉ｜ｐ≥ｙ）→０，ｙ→∞．因此只要权函数

选取恰当，就可以得到本文的条件（ｉｖ）．而本 文 对 权

函数的其他条件和文献［５］基本一致，所以本文的条

件弱于文献［５］的条件．
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