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一类具有分布时滞的高阶脉冲泛函微分方程周期解的

存在性＊
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摘要:利用迭合度理论中的延拓定理讨论一类具有分布时滞的高阶脉冲微分方程周期解的存在性 ,得到该方程

存在周期解的条件.
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Abstract:By using the cont inuation theory of coincidence degree theo rem , we study a kind of

high-o rder impulsive functional dif fe rential equations wi th dist ributed delay.Several conditions

are obtained fo r the existence of periodic so lutions of such sy stem.
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　　脉冲微分方程理论有着广泛的应用背景 ,近年来

许多学者研究了该方程尤其是其周期解的存在性 ,但

是对高阶脉冲微分方程的定性研究的报道还比较少

见[ 1 ～ 5] .本文利用迭合度理论中的延拓定理研究一类

具分布时滞的高阶脉冲微分方程周期解的存在性问

题 ,所得结论推广了文献[ 6]关于非脉冲方程的结果.

1　基本定义及引理

　　引入一些记号:T >0为常数 ,CT ={x|x ∈

C(R ,R), x(t+T)≡ x(t)}且范数|φ|0 =

max
[ 0 , T]
|φ(t)|,  φ∈ CT .Cm-1

T ={x |x ∈ C
m-1(R ,

R), x(t +T)≡ x(t)}且范数 ‖φ‖ = max
1≤i≤m-1

{|φ
(i)

|0},  φ∈ CT
m-1
.易知 ,CT 和 C

m-1
T 都是 Banach 空

间.在本文中我们使用通常的约定:一个乘积符号下 ,

如果乘积因子的个数都是零 , 则乘积定义为 1.考虑

具有分布时滞的高阶脉冲微分方程

　　y(m)(t)+f(y(m-1)(t))+g(∫
0

-r
y(t+s)dα(s))=

p(t), t ≠t k ; (1)

　　y
(i)
(t
+
k)-y

(i)
(tk)=bky(tk), i =0 , 1 ,2 , …,m -

1 , t =t k . (2)

其中

　　(A 1)0 =t0 <t1 <… < tk <…是固定时刻的

脉冲点 ,且 lim
t※∞

tk =∞;

　　(A 2)f , g:[ 0 , ∞)※R ,对于每一个固定的 y 关

于 t 是 Lebesgue可测的 ,对于每一个固定的 t关于 y

是连续的.p是定义在R 上的 T -周期函数 ,且 p(t):

[ 0 , ∞)※R是 Lebesgue可测函数.T >0 , r >0 ,m ≥

2是正整数.∏
0≤t

k
<t
(1+bk)关于 t是 T -周期函数;

　　(A 3)bk >-1 , k =1 ,2 , …是常数序列;

　　(A 4)α:[ -r ,0] ※R是有界变差函数 ,且α(s)在

[ -r ,0] 上的变差之和为 1.

　　令 Υ表示 Lebesgue可测函数 :[ -r ,0] ※R 的

集合.

　　定义1　对于 ∈ Υ,函数 y:[ -r , ∞)※R称为

(1)式和(2)式在[ 0 , ∞)上满足初始条件
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　　y(t)= (t), t ∈ [ -r ,0] ,  (0)>0 (3)

的解 ,如果它还满足

　　(i)y(t)在[ tk-1 , tk), k =1 ,2 , …上有绝对连续的

m -1阶导数;

　　(ii)对任何 tk , y
(i)
(t
+
k), y

(i)
(t
-
k)存在且 y

(i)
(t
-
k)

=y
(i)(tk)还满足(2)式;

　　(iii)除脉冲点 tk , k =1 ,2 , …外 , 在[ 0 , ∞)上

y(t)几乎处处满足(1)式.用分步法可以证明在条件

(A 1)(A2)下 ,(1)式(2)式和(3)式在[ -r , ∞)上存

在唯一的解 y(t).

　　考虑辅助方程

　　x(m)(t)+f 1(x(m-1)(t))+g1(∫
0

-r
x(t+s)dα(s))

=q(t), (4)

其中

　　f 1(x(m-1)(t))= ∏
0≤t

k
<t
(1 + bk)-1

f(∏
0≤t

k
<t
(1 +

bk)x
(m-1)
(t)), (5)

　　g1(∫
0

-r
x(t +s)dα(s))= ∏

0≤t
k
<t
(1 +bk)-1 ·

g(∫
0

-r ∏0≤t
k
<t
(1+bk)x(t+s)dα(s)), (6)

　　q(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)

-1
p(t). (7)

方程(4)在[ 0 , ∞)上的解 ,指的是 x ∈([ -r , ∞),R)

在[ 0 , ∞)上有绝对连续的m -1阶导数 ,满足初始条

件(3),并且在[ 0 , ∞)上几乎处处满足方程(4).

　　注 1　由(5)式 ,(6)式和(7)式容易知道 ,函数

f 1 , g1和q分别满足 f , g和p在(A 2)中满足的那些条

件.

　　引理 1　设(A 1)～ (A 4)成立 ,则

　　(i)如果 x(t)是方程(4)在[ 0 , ∞)上的解 , 则

y(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)x(t)是方程(1)和(2)的解;

　　(ii)如果 y(t)是方程(1)和(2)在[ 0 , ∞)上的

解 ,则 x(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1+bk)

-1
y(t)是方程(4)的解.

　　证明 　首先证明情形(i).假设 x(t)是方程(4)

在[ 0 , ∞)上的解 ,则

　　y(m)(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)x(m)(t)= ∏

0≤t
k
<t
(1 +

bk)[ q(t)- f 1(x(m-1))-g1(∫
0

-r
x(t + s)dα(s))] =

∏
0 ≤t

k
<t
(1 +bk)[ ∏

0≤t
k
<t
(1 +bk)-1

p(t)- ∏
0≤t

k
<t
(1 +

bk)
-1
f( ∏

0≤t
k
<t
(1 + bk)x

(m-1)
(t)) - ∏

0≤t
k
<t
(1 +

bk)-1
g(∫

0

-r ∏
0≤tk <t

(1 +bk)x(t +s)dα(s))] = p(t)-

f(y
(m-1)
)-g(∫

0

-r
y(t +s)dα(s)).

这意味着 y(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1+bk)x(t)在[ 0 , ∞) {t k}上

满足方程(1)和(2).

　　又由于对每一个 t =t k , k =1 ,2 , …,有

　　y(i)(t+k)= lim
t※ t+

k
∏

0≤t
j
<t
(1+b j)x(i)(t)= ∏

0≤t
j
≤t

k

(1+

bj)x(i)(tk),

　　y
(i)
(t
-
k)= ∏

0≤t
j
<t

k

(1 +bj)x
(i)
(t
-
k)= ∏

0≤t
j
<t

k

(1 +

bj)x(i)(tk)=y
(i)(tk),

因而 ,对每一个 k =1 ,2 , …, y
(i)
(t
+
k)=(1+bk)y

(i)
(tk)

成立.由上述证明可知 , y(t)是方程(1)和(2)的解.

　　其次证明情形(ii).假设 y(t)是方程(1)和(2)在

[ 0 , ∞)上的解 ,由定义1的条件(i)可知 , y(t)在每一个

区间[ tk-1 , tk] , k =1 ,2 , …上有绝对连续的m -1阶导

数.另外由情形(i)的证明可知 ,对每一个 k =1 ,2… ,

都有 y
(i)
(t
+
k)=(1+bk)y

(i)
(tk).因此 ,对每一个 k =

1 ,2… ,我们有

　　x(i)(t+k)= ∏
0≤tj <tk

(1 +bj)-1
y
(i)(t+k)= ∏

0≤tj<tk

(1+

bj)-1
y
(i)(tk)= x

(i)(tk),

　　x
(i)
(t
-
k)= ∏

0≤t
j
<t

k-1

(1+bj)
-1
y
(i)
(t
-
k)=

∏
0≤t

j
<t

k-1

(1 +b j)
-1
y
(i)
(tk)= x

(i)
(tk).

这就说明 x
(i)(t), i=0 ,1 , … ,m-1 ,在[ 0 , ∞)上是连

续的.由定义 1容易证明 x
(i)(t), i =0 ,1 , … ,m -1 ,

在[ 0 , ∞)上是绝对连续的.另一方面 ,

　　x(m)(t)+ f 1(x(m-1)(t))+g1(∫
0

-r
x(t +

s)dα(s))= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)-1

y
(m)+f 1(∏

0≤t
k
<t
(1+

bk)-1
y
(m-1)(t)) + g1(∫

0

-r ∏
0 ≤t

k
<t
(1 + bk)-1

y(t +

s)dα(s)) = ∏
0≤t

k
<t
(1 + bk)-1

y
(m)(t)+ ∏

0≤t
k
<t
(1 +

bk)-1
f(y(m-1))+ ∏

0≤t
k
<t
(1 +bk)-1

g(∫
0

-r
y(t +

s)dα(s))= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)-1

p(t)=q(t).

这就证明 x(t)= ∏
0≤t

k
<t
(1 +bk)-1

y(t)是方程(4)在

[ 0 , ∞)上的解.因此 ,引理 1成立.

　　注2　由引理1可知 ,在条件(A 1)～ (A 4)下 ,为

了证明脉冲方程(1)和(2)有周期解存在 ,只需证明

非脉冲方程(4)有周期解存在.

　　引理 2
[ 6] 　设 T >0为常数 , x(t)∈ Cm(R ,R),
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m ≥2 ,且 x(t+T)≡x(t).则存在与 x(t)无关的常

数Mi >0 ,使得

　　|x(i)|0 ≤Mi∫
T

0
|x(m)(t)|dt , i =1 ,2 , …,

m -1. (8)

其中 ,当 m 为偶数时 ,

　　Mi =

M2s-1 =T
m-2s

-B2m-4s/ 12(2m -4s)!,

　　s =1 ,2 , … , m
2
-1 ,

M2s =
(-1)

m-2s
2 +1

T
m-2s-1

B m-2s

(m -2s)!
,

　　s =1 ,2 , … , m
2
-1 ,

Mm-1 = 1
2
.

(9)

当 m为奇数时 ,

　　Mi =

M2s+1 =(-1)
m-2s-1

2
+1
T
m-2 s-2

B m-2s-1

(m -2s-1)!
,

　　s =0 ,1 , … ,
m +1

2
-2 ,

M2s =T
m-2s-1 -B2m-4s-2/12(2m -4s-2)!,

　　s =1 ,2 , … ,m +1
2
-2 ,

Mm-1 = 1
2
,

(10)

其中 ,Bm-2s ,B 2m-4s ,Bm-2s-1 ,B2m-4s-2 为伯努利系数 ,它

们可以由下面的递推公式得到:

　　B0 =1 ,B p =
-∑

p-1

i=0
C
i
p+1B i

p +1
.

　　为了使用迭合度定理 ,引入以下记号及算子:记

X =C
m-1
T ,Y =CT .显然 X ,Y 是两个Banach空间.定

义算子 L:D(L) X ※Y , [ Lx](t)=x
(m)(t),其中 ,

D(L)={x|x ∈ C
m
(R ,R), x(t+T)≡x(t)}.显然 ,

Ker(L)=R , Im(L)={x|x ∈ Y ,∫
T

0
x(s)ds=0}.因

此 , L 是一个指标集为零的 Fredho lm 算子.再定义投

影 P 和Q 如下

　　P:x ※Ker(L):x  ※Px =
1
T∫

T

0
x(s)ds;Q:Y ※

Y
Im(L)

:y  ※Qy =
1
T∫

T

0
y(s)ds ,

　　L P =L|D(L)∩Ker(P):D(L)∩ Ker(P)※ Im(L).

则 L|P 在 Im(L)上存在连续的逆算子 L
-1
P ,且定义为

　　(L-1
P y)(t)=-∑

m-1

i=1

1
i !
x
(i)(0)ti +

1
(m -1)!∫

T

0
(t -s)

m-1
y(s)ds. (11)

这里的 x
(0)(i =1 ,2 , … ,m -1)由以下方程

　　A X =D (12)

定义 ,其中

　　A =

1 0 0 … 0 0

c1 1 0 … 0 0

c2 c1 1 … 0 0

… … …  … …

cm-3 cm-4 cm-5 … 1 0

cm-2 cm-3 cm-3 … c1 1

,

　　X =(x
(m-1)
(0),(x

(m-2)
(0), …, x″(0), x′(0))

T
,

D = (d1 , d2 , … ,dm-2 , dm-1)T , d i =- 1
i !T∫

T

0
(T -

s)
i
y(s)ds , i =1 ,2 , …,m -1 , cj =

T
j

(j +1)!
, j =1 , 2 ,

… ,m -2.

　　引理 3
[ 7]
　令 X 和Y 是两个 Banach 空间 ,L :

D(L) X ※Y 是一个指标集为零的Fredholm算子 ,

Ψ X为有界开集 , N:Ψ※Y 在Ψ上为L-紧.如果下

列条件满足:

　　(1)对任意的λ∈(0 , 1),方程Lx ≠λN x 的解满

足 x  Ψ;

　　(2)对任意的 x ∈  Ψ∩ Ker(L),QN x ≠0;

　　(3)deg{JQN , Ψ∩ Ker(L), 0}≠ 0 , 其中 J :

Im(Q)※Ker(L)是一个同构 ,

则方程 Lx =Nx 在 Ψ∩ Dom(L)内至少有一个解.

2　主要结果

　　定理 1　假设 f 1(0)=0 ,∫
T

0
q(t)dt =0 ,如果存

在常数 a ≥0 ,d >0 ,使得

　　(1)当|x|>d 时 , xg 1(x)>0 , |g1(x)|>

|q|0;

　　(2) lim
|x|※+∞

sup
t ∈[ 0 , T]

|g1(x)|
|x |

≤a ,

那么 ,当aT
2
M1 <1时 ,方程(4)至少存在一个 T-周

期解 ,进而方程(1)和(2)至少存在一个 T-周期解.

其中M1 的定义与引理 2一致.

　　证明 　考虑算子方程

　　Lx =λN x , λ∈ (0 ,1). (13)

其中 , N:X ※Y , Nx =-f 1(x(m-1)(t))-g1(∫
0

-r
x(t+

s)dα(s))+q(t).由(11)式可知 , N 在 Ψ上L-紧 ,其

中 Ψ是X 的任一有界开集.令 x(t)为方程(13)的任

意一个 T-周期解 ,那么 x(t)满足
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　　x
(m)
(t)+λ f 1(x

(m-1)
(t))+λg 1(∫

0

-r
x(t +

s)dα(s)))=λq(t). (14)

假设 t0为点 x
(m-2)
(t)在[ 0 , T] 上的全局极大值点 ,那

么由极值的第二充分条件有 x
(m-1)(t0)=0 , x(m)(t0)

≤0.由 f 1 =0和(14)式 ,我们有

　　g1(∫
0

-r
x(t0 +s)dα(s))≥q(t0)≥-|q|0 .

(15)

假设 t1为点 x
(m-2)(t)在[ 0 , T] 上的全局极小值点 ,那

么由极值的第二充分条件有 x
(m-1)(t1)=0 , x(m)(t1)

≥0.又由 f 1 =0和(14)式 ,我们有

　　g1(∫
0

-r
x(t1 +s)dα(s))≤q(t1)≤|q|0. (16)

考虑两种情形:

　　情形1.如果g1(∫
0

-r
x(t0 +s)dα(s))>|q|0 ,那么

由(16)式可知存在一点η∈ [ 0 , T] 使得 g1(∫
0

-r
x(η+

s)dα(s))=|q|0.因此 ,由定理 1的条件(2)我们有

　　|∫
0

-r
x(η+s)dα(s))|≤d. (17)

　　情形2.如果g1(∫
0

-r
x(t0 +s)dα(s))≤|q|0 ,那么

由(15)式可知|g1(∫
0

-r
x(t0+s)dα(s))|≤|q|0.再结

合定理 1的条件(1),就有

　　|∫
0

-r
x(t0 +s)dα(s))|≤d. (18)

因此 ,无论是情形 1还是情形 2 , 我们总可以由(17)

式和(18)式找到一点ξ∈ [ 0 , T] ,使得

　　|∫
0

-r
x(ξ+s)dα(s))|≤d.

由 Riemann-S tielt jes积分的性质知 ,存在一个常数ζ

∈(-r ,0),使得|x(ξ+ζ)|≤d.因为ξ+ζ∈ R ,所

以一定存在正常数 k0 使得ξ+ζ=k0 +t
＊
, t
＊
∈ [ 0 ,

T] ,从而有|x(t
＊
)|≤d.所以

　　|x(t)|≤d +∫
t

t＊
|x′(s)|ds ≤d +

∫0

T

|x′(s)|ds ,  t ∈ [ 0 , T] .

因此 ,由引理 2知 ,存在与 x和λ无关的常数M1 >0 ,

使得

　　|x|0 ≤d +TM 1∫
T

0
|x(m)(t)|dt. (19)

再用 x
(m)
(t)乘到方程(14)的两边 ,并且从 0到 T 积

分 ,有

　　∫
T

0
| x

(m)(t)|2dt +λ∫
T

0
x
(m)(t)g1(∫

0

-r
x(t +

s)dα(s))dt =λ∫
T

0
x
(m)
(t)q(t)dt. (20)

对ε=
1 -aT 2

M1

2 T
2
M1

>0 ,由定理1的条件(2)以及有界

变差函数的性质可知 ,存在一个与 x 和λ无关的常数

ρ>d ,使得对  t ∈ R 有

　　|g1(∫
0

-r
x(t +s)dα(s))|≤(a +ε)|∫

0

-r
x(t +

s)dα(s)|≤(a +ε)|x|0 , |∫
0

-r
x(t +s)dα(s)|>ρ.

(21)

取 E1 ={t ∈ [ 0 , T ] :|∫
0

-r
x(t+s)dα(s)|>ρ}, E2 =

{t ∈ [ 0 , T] :|∫
0

-r
x(t+s)dα(s)|≤ρ}.由(19)～ (21)

式和 hö lder 不等式 ,有

　　∫
T

0
|x(m)(t)|2 dt ≤∫

T

0
|x(m)(t)|g1(∫

0

-r
x(t +

s)dα(s))|dt +∫
T

0
|x(m)(t)||q(t)|dt ≤(∫E1

+

∫E2)|x
(m)
(t)||g1(∫

0

-r
x(t +s)dα(s))|dt +

|q|0∫
T

0
|x(m)(t)|dt ≤[ (a+ε)d +g1ρ+

|q|0 ]∫
T

0
|x(m)(t)|dt +(a +ε)TM 1 ·

(∫
T

0
|x(m)(t)dt|)2 ≤[ (a +ε)d +g1ρ+|q|0] T ·

(∫
T

0
|x

(m)
(t)|

2
dt)

1
2 +(a+ε)T

2
M1∫

T

0
|x

(m)
(t)|

2
dt.

(22)

其中 g1ρ=max
t ∈E

2

|g1(∫
0

-r
x(t +s)dα(s))|.

　　因为ε=1-aT
2
M1

2T 2
M1

>0 ,所以1-aT
2
M1

2
>0.

因此 ,由(22)式我们有

　　
1 -aT

2
M1

2 ∫
T

0
|x

(m)
(t)|

2
dt ≤

[
(1 +aT

2
M1)d

2T2
M1

+g1ρ+|q|0 ] T ·

(∫
T

0
|x

(m)
(t)|

2
dt)

1
2 .

由于
1-aT 2

M1

2
>0 ,因此存在一个与 x 和λ无关的

常数 k 0 >0 ,使得

　　∫
T

0
|x(m)(t)|2dt <k0.

由(8)式可知 ,存在与 x和λ无关的常数M i >0 ,使得

　　|x(i)(t)|0 <Mi Tk 0∶=ωi , i =1 ,2 , …,m-1 ,

　　|x(t)|<d +TM 1 Tk 0∶=ω0.
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记 ω=max{ω0 +1 , ω1 +1 , …, ωm-1 +1}, Ψ={x(t)

∈ X ||x
(i)
|0 <ω, i =0 ,1 , 2 , … ,m -1}.那么 Ψ 

X 为一有界开集.因此 ,Lx ≠λN x ,对  c ∈ Dom(L)

∩ Ψ都成立.从而引理 3的条件(1)满足.又对任意

x ∈ Ker(L)∩  Ψ,有|x|=Ψ>d是一个常数 ,且

g1(x)>|q|0 .因此

　　QN x =-
1
T∫

T

0
g1(∫

0

-r
x(t+s)dα(s))dt ≠0.

如果我们令

　　H(x , μ)=-μx -
1 -μ
T ∫

T

0
g1(∫

0

-r
x(t +

s)dα(s))dt ,(x , μ)∈ Ψ×[ 0 , 1] ,

那么

　　H(x , μ)≠0 ,  (x , μ)∈ ( Ψ∩ Ker(L))×

[ 0 ,1] .

因此

　　deg{QN , Ψ∩ Ker(L),0}=deg{H(x ,0), Ψ∩

Ker(L),0}=deg{H(x ,1), Ψ∩ Ker(L),0}≠0.

从而引理 3的条件(2)和(3)满足.运用引理 3 ,我们

得出方程(13)在D(L)∩ Ψ中至少存在一个T-周期

解 x(t),即方程(4)至少存在一个 T-周期解 x(t),再

运用引理1可以证得方程(1)和(2)至少存在一个 T-

周期解 y(t).

　　类似地 ,我们又得到下面结论.

　　定理 2　假设 f 1(0)=0 ,∫
T

0
q(t)dt =0 ,如果存

在常数 a ≥0 , d >0 ,使得

　　(1)xg 1(x)<0 ,|g1(x)|>|q|0 ,  |x|>d;

　　(2) lim
|x|※+∞

sup
t ∈[ 0 , T]

|g1(x)|
|x |

≤a.

那么 ,当aT
2
M1 <1时 ,方程(4)至少存在一个 T-周

期解 ,进而方程(1)和(2)至少存在一个 T-周期解 ,

其中M1 与引理 2中的定义一致.
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度(G , s)-传递图.由引理 1.2和引理 1.9得2 ≤s ≤

3.易知(T , Td , Td 2 , Td3)是 Γ中的一个 3-圈 ,则 Γ

的围长 g(Γ)=3.由引理 1.10有 s ≤ 1
2
(3 +2)=

2.5 ,只能 s =2 ,所以 Γ是连通 3度(G , 2)-传递图.

　　易得 G =〈 T , d 〉, |V(Γ)|=|G∶T|=|660

∶6|=110及 Val(Γ)=|Td T ∶T|=|T∶T ∩ T
d

|=3 ,于是 G的Sabidussi陪集图 Γ∶=Sab(G , T ,d)

是连通3度(G , 2)-传递图 ,并且Γ还是G的一个级为

110的最小级 GR .
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