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摘要：在λｎ ＝Ｏ（λｎ）及其它正则条件满足时，用压缩映射原理证明一般联系函数多维广义线性模型的极大拟似

然估计（ＭＱＬＥ）的弱相合性，将误差为独立序列的情形推广 到 相 依 序 列，其 中λｎ（λｎ）为 矩 阵Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＸ
Ｔ
ｉ

的最大（最小）特征根．
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∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＸ
Ｔ
ｉ ．
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　　广义线性模型（ＧＬＭ）的理论是经典线性模型理

论的重要推广，自从Ｎｅｌｄｅｒ等［１］引入此模型以来，它

已应用于许多领域，如分类数据模型，随机效应模型，
生存空间模型等．
　　假设ｑ×１响应变量ｙｉ是相互独立的，协变量Ｘｉ
是已知的ｐ×ｑ矩阵，ｙｉ 服从指数分布

　　ｆ（ｙｉ｜θｉ）＝ｃ（ｙｉ）ｅｘｐ（θＴｉｙｉ－ｂ（θｉ）），ｉ＝１，２，
…，ｎ． （１）
还假设ｙｉ 的 期 望μｉ 与 线 性 预 测 因 子ＸＴ

ｉβ 有 下 列

关系：

　　μｉ＝ｈ（Ｘ
Ｔ
ｉβ）， （２）

其 中ｈ：Ｒｑ→Ｒｑ是充分光滑的一一映射，β∈Ｒｐ 是未

知的回归参数，β０ 是它的真值．函数ｈ的逆称为联系

函数．对数似然方程

　　∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＨ（Ｘ
Ｔ
ｉβ） ∑（ＸＴｉβ［ ］） －１（ｙｉ－

ｈ（ＸＴｉβ））＝０ （３）
的根称为β０ 的极大似然估计（ＭＬＥ），其中

　　Ｈ（ｔ）＝ｈＴ（ｔ）／ｔ，∑（ＸＴｉβ）＝Ｃ　ＯＶ（ｙｉ）．
由ｂ（·）和ｈ（·）可求得Σ（·）．在许多情形下假定ｙｉ
服从指数分 布（１）是 不 切 实 际 的，而 且Σ（·）的 确 切

表达式不知道．但如果期望（２）假定是正确的，我们仍

可用 Ｗｅｄｄｅｒｂｕｒｎ［２］引 入 的 拟 似 然 方 法，用 拟 似 然

方程

　　Ｌｎ（β）＝∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＨ（Ｘ
Ｔ
ｉβ）Λ（Ｘ

Ｔ
ｉβ）（ｙｉ－

ｈ（ＸＴｉβ））＝０ （４）
的根估计β０，并称它为极大拟似然估计（ＭＱＬＥ），其

中Λ（·）是适当选择的ｑ×ｑ矩阵值函数．
　　关于ＧＬＭ的极大似然估计（ＭＬＥ）或极大拟似

然估计的渐 近 理 论，已 有 不 少 讨 论［３～８］．当 误 差 独 立

时，Ｆａｈｒｍｅｉｒ等［３］证 明：若ｓｕｐｉ≥１‖Ｘｉ‖ ＜ !，对 自

然联系函数情形有λｎ ＞ｃλα（其中α＞１／２），对一般

联系函数情形有λｎ＞ｃλｎ ，且其它一些正则条件满足
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时，则 ＭＬＥ是强相合的；对ｑ×１响应变量和一般的

联系函数，岳丽等［４］证明：若ｓｕｐｉ≥１‖Ｘｉ‖＜ !，对某

个α∈ ３／４，（ ］１ 有λｎ＞ｃλαｎ，ｓｕｐｉ≥１Ε‖ｙｉ‖７／３＜ !，且
其它一些正则 条 件 满 足 时，则 以 概 率１，当ｎ充 分 大

时，拟似 然 方 程 有 一 解β^ｎ ，且β^ｎ －β０ ＝Ｏ（ｎ－
（α－１／２）

（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ）１／２）；Ｃｈａｎｇ［５］研究了ｑ＝１，且设计阵是自

适应的情形，在ｓｕｐｉ≥１‖Ｘｉ‖ ＜ !　ａ．ｓ．，λｎ＞ｃｎαａ．
ｓ．（对某 个α∈ １／２，（ ］１ ），并 在 其 他 一 些 正 则 条 件

下，得到了β０ 的 ＭＱＬＥ的强收敛速度；尹长明等［６］

证明了若ｌｉｍ　ｉｎｆｎ→!λｎ／λ１／２ｎ （ｌｏｇλｎ）１／２＋α ＞０（α＞０，
响应变 量 是 多 维），则 ＭＱＬＥ是 强 相 合 的；张 三 国

等［７］在假定误差方差有界，分别在误差不相关和独立

的情形下就自然联系函数证明了拟似然估计的弱相

合性；邓春亮等［８］将文献［７］的结论推广到了非自然

联系函数情形．
　　本文讨论了相依样本情形广义线性模型极大拟

似然估计的弱相合性，将独立样本推广到相依样本．

１　相关引理

　　设文中所用到的ｃ在不同的地方代表不同的正

常数且独立于ｎ，定义Ｔ为一个矩阵或向量的转置．
记 ｛ｅｉ＝ｙｉ－ｈ（ＸＴｉβ０），ｉ＝１，２，…，ｎ｝为残差，Ε（ｅｉ）＝
０．‖·‖ 表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，即矩阵Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｐ×ｐ，

‖Ａ‖＝（∑
ｐ

ｉ＝１∑
ｐ

ｊ＝１
ａ２ｉ，ｊ）

１
２．λｎ，λｎ 表 示 方 阵Ｓｎ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＸ
Ｔ
ｉ 的最大，最 小 特 征 根．定 义：Ａ为 正 定 矩

阵，则Ａ１／２ 为 其 平 方 根，满 足 （Ａ１／２）２ ＝Ａ，Ａ－１／２ ＝
（Ａ１／２）－１ ．
　　引入下列假设：

　　（Ａ１）对每个ｔ∈Ｒｑ ，有Λ（ｔ）＞０和ｄｅｔ　Ｈ（ｔ）≠
０，其中Ｈ（ｔ）＝ｈＴ（ｔ）／ｔ，ｈ（ｔ）是列向量，Λ（ｔ）的

每一个元素的一阶导函数连续 ，ｈ（ｔ）的每个元素的

二阶导函数连续．
　　（Ａ２）ｓｕｐｉ≥１‖Ｘｉ‖＜ !且λｎ＝Ｏ（λｎ），λｎ→ !其

中Ｘｉ 是设计阵．

　　（Ａ３）ｙ１，ｙ２，… 是 相 关 的ｑ维 响 应 变 量 序 列，满

足对 任 意 的ｊ，ρｉ′－ｉ，ｊ 为ｅｉ′，ｊ 与ｅｉ，ｊ 的 相 关 系 数，

∑
＋!

ｋ＝１ ρｋ，ｊ ＜＋ !，且 对 某 个ｒ ≥ ２ 有 ｓｕｐｉ≥１Ε

‖ｅｉ‖ｒ＜ !，其中ｅｉ，ｊ 表示ｅｉ 的第ｊ个分量．

　　引理１．１［９］　设Χ是距离空间，Ｆ是Χ 到它自身

的一个映射，如果存在ｋ，０≤ｋ＜１，对一切ｘ，ｙ∈Χ，

‖ （）Ｆ　ｘ －Ｆ（）ｙ ‖≤ｋ‖ｘ－ｙ‖，则存在唯一的不动

点ｘ＊，使得Ｆ　ｘ（ ）＊ ＝ｘ＊．
　　引理１．２［６］　设Ａ（ｔ）是定义在Ｒｑ的一个子集Ｔ

上的ｑ×ｑ对称矩阵值的连续函数，且λ１（ｔ）≤λ２（ｔ）

≤ … ≤λｑ（ｔ）为Ａ（ｔ）的特征根，则每个λｉ（ｔ）都是ｔ
的连续函数．进一步，若Ｔ为紧集，且对每个ｔ∈Ｔ，
有Λ（ｔ）＞０，则

　　ｉｎｆｔ∈Ｔλ１（ｔ）＞０，ｓｕｐｔ∈Ｔλｑ（ｔ）＜ !．
　　引理１．３［１０］　令　Ｘ＝（ｘ１，…，ｘｑ）Ｔ，Ｆ＝（ｆ１，
…，ｆｑ）Ｔ．若ｆｉ＝ｆｉ（ｘ１，…，ｘｑ）（ｉ＝１，…，ｑ）在凸集Ｇ
Ｒｐ 中是连续可微的，而α，β∈Ｇ则

　　Ｆ（β）－Ｆ（α）＝（∫
１

０

ｆｉ
ｘｊ
｜Ｘ＝α＋ｔ（β－α）ｄｔ）ｑ×ｑ（β－α），

０＜ｔ＜１．

２　主要结果

　　定理１　假定条件（Ａ１）～（Ａ３）成 立，那 么 存 在

一个随机变量序列β^ｎ ，使得Ｐ（Ｌｎ（^βｎ）＝０）→１，且当

ｎ→ !，

　　β^ｎ →
Ｐ
β０． （５）

　　证明　记Ｇｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＨｉΛｉＨＴ
ｉＸＴ

ｉ，其中 Ｈｉ＝

Ｈ（ＸＴｉβ０），Λｉ＝Λ（Ｘ
Ｔ
ｉβ０），任取δ＞０，并设Ｎｎ（β）＝

｛β：‖Ｇ
１／２
ｎ （β－β０）‖ ≤δ｝．构造Ｆｎ（）β ＝Ｇ－

１
ｎＬｎ（）β ＋

β，β１，β２ ∈Ｎｎ（）β ．
　　由引理１．３知

　 　Ｆｎβ（ ）１ － Ｆｎβ（ ）２ ＝Ｇ－１ｎ Ｌｎβ（ ）１ －Ｌｎβ（ ）（ ）２ ＋

β１－β（ ）２ ＝－ Ｇ－１ｎＱ＊
ｎ （β１）β１－β（ ）２ ＋ β１－β（ ）２ ＝

Ｉ－Ｇ－１ｎＱ＊
ｎ （β１（ ）） β１－β（ ）２ ，

其中

　　Ｑ＊
ｎ （β）＝∫

１

０
Ｑｎ（β０＋ｔ（β－β０））ｄｔ，Ｑｎ（β）＝

－Ｌｎ（β）／β
Ｔ．

因此

　　 ‖Ｆｎβ（ ）１ －Ｆｎβ（ ）２ ‖ ≤ ‖Ｉ－

Ｇ－
１
２ｎ Ｑ＊

ｎ β（ ）１ Ｇ－
１
２ｎ ‖‖Ｇ－

１
２ｎ ‖‖Ｇ

１
２ｎ ‖‖β１－β２‖．（６）

　　从而由引理１．１知，只需证依概率有下式成立则

命题得证．

　　 ‖Ｉ－Ｇ－
１
２ｎ Ｑ＊

ｎ β（ ）１ Ｇ－
１
２ｎ ‖‖Ｇ－

１
２ｎ ‖‖Ｇ

１
２ｎ ‖ ＜１．

（７）

　　由假定（Ａ１），（Ａ２）及 引 理１．２知，存 在 正 常 数

ｃ１，ｃ２（ｃ１ ＜ｃ２）使得

　　λｍｉｎ（ＨｉΛｉＨＴ
ｉ）＞ｃ１，λｍａｘ（ＨｉΛｉＨＴ

ｉ）＜ｃ２，（８）
从而可得

　　λｍｉｎ（Ｇｎ）＝Ｏ（λｎ），λｍａｘ（Ｇｎ）＝Ｏ（λｎ）． （９）

　　又由于δ是任意正的常数，λｎ ＝Ｏ（λｎ），从而欲

证（７）式，只需证

　　 ｓｕｐ
β∈Ｎｎ（β）

‖Ｉ－Ｇ－
１
２ｎ Ｑｎ（β）Ｇ－

１
２ｎ ‖ →

ｐ
０． （１０）

０４３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１１



　　记Ｈ（ｔ）Λ（ｔ）的第ｊ列为ｗｊ（ｔ），ｙｉ，ｊ 和ｈｉ，ｊ（β）分

别为ｙｉ 和ｈｉ（β）的第ｊ个元素．令

　　Ｗｊ（ｔ）＝ｗｊ（ｔ）／ｔ　Ｔ，Ｗｉ，ｊ（β）＝Ｗｊ（ＸＴｉβ），

Ｈｉ（β）＝Ｈ（Ｘ
Ｔ
ｉβ），Λｉ（β）＝Λ（Ｘ

Ｔ
ｉβ），Ｇｎ（β）＝

∑
ｎ

ｉ＝１ＸｉＨｉ（β）Λｉ（β）Ｈ
Ｔ
ｉ（β）Ｘ

Ｔ
ｉ，Ｗｉ，ｊ＝Ｗｉ，ｊ（β０），ｈｉ，ｊ＝

ｈｉ，ｊ（β０），ｅｉ，ｊ＝ｙｉ，ｊ－ｈｉ，ｊ．
记

　　Ｇ－
１
２ｎ Ｑｎ（β）Ｇ－

１
２ｎ －Ｉｐ ＝Ａｎ（β）－Ｂｎ －Ｃｎ（β）－

Ｄｎ（β）， （１１）
其中

　　Ａｎ（β）＝Ｇ－
１
２ｎ Ｇｎ（β）Ｇ－

１
２ｎ －Ｉｐ，

　　Ｂｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１∑
ｑ

ｊ＝１
Ｇ－

１
２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ ｅｉ，ｊ，

　　Ｃｎ（β）＝∑
ｎ

ｉ＝１∑
ｑ

ｊ＝１
Ｇ－

１
２ｎ Ｘｉ（Ｗｉ，ｊ（β）－

Ｗｉ，ｊ）ＸＴｉＧ－１２ｎ ｅｉ，ｊ，

　　Ｄｎ（β）＝∑
ｎ

ｉ＝１∑
ｑ

ｊ＝１
Ｇ－

１
２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ （ｈｉ，ｊ －

ｈｉ，ｊ（β））．
　　先证明当ｎ→ !时，Ａｎ（β）→０．注意到λｍｉｎ（Ｇｎ）

→ !以及对任意给定的δ＞０，从而当ｎ→ !时，有

　　 ∑
ｎ

ｉ＝１‖Ｇ
－１２ｎ Ｘｉ‖

２
≤ｔｒ∑

ｎ

ｉ＝１Ｇ
－１２ｎ ＸｉＸＴ

ｉＧ－１２ｎ ≤

ｃｐ，

　　 ｓｕｐ
β∈Ｎｎ（β），ｉ≥１

‖ＸＴｉβ－Ｘ
Ｔ
ｉβ０‖ →０． （１２）

由假定（Ａ１）知，矩阵Ｔ（ｔ）：＝Ｈｉ（ｔ）Λｉ（ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ）为连

续、取值为正、对称且定义在紧集内的矩阵函数，从而

由引理１．２及（１２）式得

　　 ｍａｘ
β∈Ｎｎ（β）

‖Ａｎ（β ）‖ ≤ ｍａｘ
β∈Ｎｎ（β）

ｓｕｐ
ｉ≥１
‖Ｔ（ＸＴｉβ）－

Ｔ（ＸＴｉβ０）‖∑
ｎ

ｉ＝１‖Ｇ
－１２ｎ Ｘｉ‖

２
→０． （１３）

　　再证明当ｎ→ !时，‖Ｂｎ‖ →
ｐ
０．考虑到Ｂｎ 为

ｑ个矩阵之和，记第ｊ个矩阵为

　　Ｂｎ，ｊ∶＝∑
ｎ

ｉ＝１Ｇ
－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ ｅｉ，ｊ，ｊ＝１，２，

…，ｑ，
显然只需要证明当ｎ→ !时，

　　 ‖Ｂｎ，ｊ‖ →
ｐ
０． （１４）

又注意到ＥλＴｔＢｎ，ｊλｓ＝０，由 Ｍａｒｋｏｖ不等式，只要证

对任意的ｓ，ｔ＝１，２，…，ｐ，有

　　Ｖａｒ（λＴｔＢｎ，ｊλｓ）→０， （１５）
其中λｓ 是 第ｓ个 元 素 为１，其 余 元 素 为０的ｐ×１
向量．
　　令Ｖａｒ（ｅｉ，ｊ）＝σ２ｉ，ｊ，根据条件（Ａ３），存在一个常

数ｃ，使得

　　ｓｕｐｉ，ｊσ２ｉ，ｊ＜ｃ． （１６）
又由于误差为相依序列，从而

　　Ｖａｒ（λＴｔＢｎ，ｊλｓ）＝

Ｖａｒ（λＴｔ∑
ｎ

ｉ＝１Ｇ
－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ λｓｅｉ，ｊ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ λｓ）
２
σ２ｉ，ｊ＋

２∑
ｉ＜ｉ′
λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ λｓλＴｔＧ－１２ｎ Ｘｉ′Ｗｉ，ｊＸＴ
ｉ′Ｇ－１２ｎ λｓ·

Ｃｏｖ（ｅｉ，ｊ，ｅｉ′，ｊ）＝Ⅰ＋Ⅱ．
　　由条件（Ａ２）及（１２）式和（１６）式可得，

　　 Ⅰ＝∑
ｎ

ｉ＝１
（λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ λｓ）
２
σ２ｉ，ｊ≤

ｃｓｕｐ
ｉ，ｊ
‖Ｗｉ，ｊ‖２　ｍａｘ

ｉ
‖λＴｔＧ－１２ｎ Ｘｉ‖２·

∑
ｎ

ｉ＝１‖Ｘ
Ｔ
ｉＧ－１２ｎ λｓ‖２ →０． （１７）

由条件（Ａ３）及（１７）式可得，

　　 Ⅱ＝
２∑
ｉ＜ｉ′
λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ

ｉＧ－１２ｎ λｓλＴｔＧ－１２ｎ Ｘｉ′Ｗｉ，ｊＸＴ
ｉ′Ｇ－１２ｎ λｓ·

Ｃｏｖ（ｅｉ，ｊ，ｅｉ′，ｊ）≤２∑
ｉ＜ｉ′
｜σｉ，ｊσｉ′，ｊλＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊ·

ＸＴｉ′Ｇ－１２ｎ λｓλＴｔＧ－１２ｎ Ｘｉ′Ｗｉ，ｊＸＴ
ｉ′Ｇ－１２ｎ λｓρｉ′－ｉ，ｊ｜≤

ｃ∑
ｉ＜ｉ′

［（λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ
ｉＧ－１２ｎ λｓ）２＋

（λＴｔＧ－１２ｎ Ｘｉ′Ｗｉ，ｊＸＴ
ｉ′Ｇ－１２ｎ λｓ）２］／２｜ρｉ′－ｉ，ｊ｜≤

ｃ∑
ｉ

（λＴｔＧ－１２ｎ ＸｉＷｉ，ｊＸＴ
ｉＧ－１２ｎ λｓ）２∑

ｋ
｜ρｋ，ｊ｜→０． （１８）

从而（１４）式成立．

　　其次证明 ‖Ｃｎ（β）‖ →
ｐ
０．当ｎ→ !时，由条件

（Ａ１）和（Ａ２）知，

　　 ｓｕｐ
β∈Ｎｎ（β），ｉ≥１

‖Ｗｉ，ｊ（β）－Ｗｉ，ｊ‖ →０． （１９）

由假定（Ａ３）及（１２）式和（１９）式可得

　　Ε ｍａｘ
β∈Ｎｎ（β）

‖Ｃｎ（β）‖ ≤

∑
ｑ

ｊ＝１
ｓｕｐ

β∈Ｎｎ（β），ｉ≥１
‖Ｗｉ，ｊ（β）－

Ｗｉ，ｊ‖ｓｕｐ
ｉ
Εｅｉ，ｊ ∑

ｎ

ｉ＝１‖Ｇ
－１２ｎ Ｘｉ‖

２
→０．

所以，当ｎ→ !，由 Ｍａｒｋｏｖ不等式可知，

　　 ｍａｘ
β∈Ｎｎ（β）

‖Ｃｎ（β）‖ →
ｐ
０． （２０）

　　只要注意到ｈ（ｔ）的每个元素的二阶导数连续及

（１２）式，则同理可证当ｎ→ !时，

　　 ｍａｘ
β∈Ｎｎ（β）

‖Ｄｎ（β）‖ →
ｐ
０． （２１）

由（１３）式，（１４）式，（２０）式和（２１）式知（１０）式成立，
根据引理１．１知命题成立．
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ｒα＋ｒ２－２＜－１．
所以Ｊ１ ≤Ｃ∑

!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２＋ｒ／２ ＜ !，

　　Ｊ２＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１（（Ｅ　ｎα ｒＩ（Ｘｉ ＞ｎα）＋

Ｅ　Ｘｉ ｒＩ（Ｘｉ ≤ｎα））≤

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１　Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（Ｘ１ ＞ｎα）＋

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（Ｘ１ ≤ｎα）＝∶Ｊ３＋Ｊ４．

　　 因为ｐα－ｒα－２＋ｒ２＜－１
，得ｐα－ｒα－１＜

－ｒ２ ＜－１
，所以

　　Ｊ３＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１　Ｅ　Ｘ１ ｐＩ（Ｘ１ ＞ｎα）＜ !，

　　Ｊ４＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜

Ｘ１ ≤ｉα）＝∑
!

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜ Ｘ１ ≤

ｉα）∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１ ≤Ｃ∑

!

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜

Ｘ１ ≤ｉα）ｉ　ｐα－ｒα ≤ＣＥ　Ｘ１ ｐ ＜ !．
　　当ｐ＜２时，取ｒ＝２．因为ｒ＞ｐ，上式仍然成立，
此时Ｊ１＝Ｊ２ ＜ !．
　　综上所述，定理１证明完毕．
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