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　　对于非自治ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ系统

　　 ｄｄｔ
（｜ｕ（ｔ）｜ｐ－２ｕ（ｔ））＝ Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＋ｆ（ｔ），

（０．１）
其中ｐ＞１，ｔ∈Ｒ，ｕ∈Ｒｎ，Ｆ∶Ｒ×Ｒｎ→Ｒ，ｆ∶Ｒ→
Ｒｎ，当ｐ＝２时，系 统（０．１）退 化 为 二 阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统

　　ü（ｔ）＝ Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＋ｆ（ｔ）． （０．２）
通常，若ｕ≠０，且ｕ（ｔ）→０，ｕ（ｔ）→０，ｔ→±∞，则称

系统（０．１）的解ｕ是非平凡的且同宿于０．
　　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统同宿轨的存在性是一个经典的问

题，对研究动力系统的动力学行为起着非常重要的作

用［１］．该问题直到１９９０年还只取得很少的一部分结

果，而且用以 解 决 这 个 问 题 的 唯 一 方 法 是 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
的小扰动 法．最 近，很 多 学 者 利 用 临 界 点 理 论 研 究

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系 统 同 宿 解 的 存 在 性 与 多 重 性［２～２０］．

Ｉｚｙｄｏｒｅｋ［９］得出如下结论。设Ｆ和ｆ满足条件∶
　　（Ａ１）Ｆ∈Ｃ１（Ｒ×Ｒｎ，Ｒ）关于ｔ是Ｔ?周期的，Ｔ

＞０；

　　（Ａ２）存在常数ｂ＞０使得Ｆ（ｔ，ｘ）≥Ｆ（ｔ，０）＋
ｂ｜ｘ｜２，（ｔ，ｘ）∈Ｒ×Ｒｎ；

　　（Ａ３）∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，０）ｄｔ＝０；

　　（Ａ４）ｆ≠０是连续有界函数且∫Ｒ
｜ｆ（ｔ）｜２ｄｔ＜

∞．
则系统（０．２）具有一个同宿解ｕ０ ∈Ｗ１，２（Ｒ，Ｒｎ）．
　　 受到文献［９］的启发后，文献［１２］和［１９］进一

步考虑了 系 统（０．２）的 同 宿 解．文 献［１２］得 到 如 下

结果．

　　 设条件（Ａ１）成立，且Ｆ和ｆ还满足条件∶
　　（Ｂ２）存在常数ｂ＞０，υ＞１和μ＞υ使得Ｆ（ｔ，ｘ）

≥ｂ｜ｘ｜μ－ａ（ｔ）｜ｘ｜υ，（ｔ，ｘ）∈Ｒ×Ｒｎ，其中ａ（ｔ）：

Ｒ→Ｒ＋ 是非负连续函数且ａ∈Ｌ
μ
μ－υ（Ｒ，Ｒ＋）；

　　（Ｂ３）Ｆ（ｔ，０）＝０；

　　（Ｂ４）ｆ≠０是连续函数且∫Ｒ
｜ｆ（ｔ）｜

μ
μ－１ｄｔ＜ ∞．

则系统（０．２）具有一个同宿解ｕ０ ∈Ｗ１，２（Ｒ，Ｒｎ）．后
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来，Ｔａｎｇ　Ｘ　Ｈ等［２０］又将自己在文献［１９］中得到的结

果推广到ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ系统（０．１）．我们注意，条件（Ｂ２）
和（Ｂ３）在文献［１２］的证明中起着非常重要的作用．
然而，条件（Ｂ３）比（Ａ３）强，而且条件（Ｂ２）还可以放

宽．本文的目标就是把文献［１２］中的结论推广到ｐ－
Ｌａｐｌａｃｅ系统，且把条件（Ｂ３）去掉并用如下更一般的

条件（Ｂ２）′来取代条件 （Ｂ２）．
　　（Ｂ２）′存在常数ｂ＞０，υ＞０和μ＞ｍａｘ｛１，υ｝使

得Ｆ（ｔ，ｘ）≥Ｆ（ｔ，０）＋ｂ｜ｘ｜μ－ａ（ｔ）｜ｘ｜υ，（ｔ，ｘ）

∈Ｒ×Ｒｎ，其中ａ（ｔ）∶Ｒ→Ｒ＋是非负连续函数且ａ∈

Ｌμ
μ－υ（Ｒ，Ｒ＋）．
　　 注 　 容易看出条件（Ｂ２）′比（Ｂ２）更一般．事实

上，当Ｆ（ｔ，０）＝０且υ＞１时，条件（Ｂ２）′就退化为

（Ｂ２）．
　　 文中，（·，·）∶Ｒｎ×Ｒｎ→Ｒ表示通常内积且｜·｜
是Ｒｎ 中诱导的范数．

１　 基本定义及引理

　　 对每个ｋ∈Ｎ，设Ｅｋ ＝Ｗ１，ｐ
２ｋＴ（Ｒ，Ｒｎ）表示由定

义在Ｒ中且值域在Ｒｎ 中的２ｋＴ?周期函数所构成的

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｅｋ 上的范数定义为

　　‖ｕ‖Ｅｋ∶＝ ［∫
Ｒ

（｜ｕ（ｔ）｜ｐ＋｜ｕ（ｔ）｜ｐ）ｄｔ］１／ｐ．

Ｌｐ２ｋＴ（Ｒ，Ｒｎ）是由定义在Ｒ上且函数值在Ｒｎ 中的函

数构成的Ｂａｎａｃｈ空间，其范数定义为

　　‖ｕ‖Ｌｐ２ｋＴ ∶＝ （∫
Ｒ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ）１／ｐ．

Ｌ∞
２ｋＴ（Ｒ，Ｒｎ）是由定义在Ｒ上且函数值在Ｒｎ 中的本质

有界函数构成的Ｂａｎａｃｈ空间，其范数定义为

　　‖ｕ‖Ｌ∞２ｋＴ ∶＝ｅｓｓ　ｓｕｐ｛｜ｕ（ｔ）｜∶ｔ∈Ｒ｝．
定义Ｉｋ∶Ｅｋ →Ｒ 为

　　Ｉｋ（ｕ）＝∫
ｋＴ

－ｋＴ

［１
ｐ｜
ｕ（ｔ）｜ｐ＋Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＋

（ｆｋ（ｔ），ｕ（ｔ））］ｄｔ． （１．１）
易知Ｉ∈Ｃ１（Ｅ，Ｒ）是弱下半连续的且

　　〈Ｉ′ｋ（ｕ），ｖ〉＝∫
ｋＴ

－ｋＴ

［（｜ｕ（ｔ）｜ｐ－２ｕ（ｔ），ｖ（ｔ））＋

（Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｖ（ｔ））＋ （ｆｋ（ｔ），ｖ（ｔ））］ｄｔ，ｕ，ｖ ∈
Ｅｋ，

　　 引理１．１［２０］　 设ａ＞０，ｕ∈Ｗ１，ｐ（Ｒ，Ｒｎ）．则对

任意的ｔ∈Ｒ，有

　　｜ｕ（ｔ）｜≤ （２ａ）－１／μ（∫
ｔ＋ａ

ｔ－ａ

｜ｕ（ｓ）｜μｄｓ）１／μ＋ａ·

（２ａ）－１／ｐ（∫
ｔ＋ａ

ｔ－ａ

｜ｕ（ｓ）｜ｐｄｓ）１／ｐ． （１．２）

　　 引理１．２［２０］　 设ｕ∈Ｅｋ．则

　　‖ｕ‖Ｌ∞２ｋＴ ≤Ｔ
－１／μ（∫

ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｓ）｜μｄｓ）１／μ＋

Ｔ（ｐ－１）／ｐ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｓ）｜ｐｄｓ）１／ｐ．

２　 主要结果

　　定理　设条件（Ａ１），（Ｂ２）′和（Ｂ４）成立．则系统

（０．１）具有一个同宿解ｕ０ ∈Ｗ１，ｐ（Ｒ，Ｒｎ）．
　　 考虑微分系统：

　　 ｄｄｔ
（｜ｕ（ｔ）｜ｐ－２ｕ（ｔ））＝ Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＋ｆｋ（ｔ），

（２．１）
其中ｆｋ∶Ｒ→Ｒｎ是ｆ的２ｋＴ?延拓限制在区间

［－ｋＴ，ｋＴ］上的函数，ｋ∈Ｎ．
　　 参 考 文 献［９，１２，１９，２０］中 的 方 法，证 明 系 统

（０．１）的同宿解是系统（２．１）的２ｋＴ?周期解的极限．
　　 命题２．１　 设条件（Ａ１），（Ｂ２）′和（Ｂ４）成立．则
对每个ｋ∈Ｎ，系统（２．１）有一个２ｋＴ?周期解ｕｋ∈
Ｅｋ 使得

　　 １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜ｐｄｔ＋ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ≤

Ｍ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ＋Ｎ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）υ／μ，

（２．２）

其中Ｍ ＝ （∫
Ｒ

｜ｆ（ｔ）｜μ／（μ－１）ｄｔ）（μ－１）／μ，Ｎ ＝

（∫
Ｒ

｜ａ（ｔ）｜μ／（μ－υ）ｄｔ）（μ－υ）／μ．

　　证明　设Ｃ０＝∫
Ｔ

０

Ｆ（ｔ，０）ｄｔ．由条件（Ｂ２）′，（１．１）

式和 Ｈｌｄｅｒ不等式，有

　　Ｉｋ（ｕ）＝∫
ｋＴ

－ｋＴ

［１
ｐ｜
ｕ（ｔ）｜ｐ＋Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＋（ｆｋ（ｔ），

ｕ（ｔ））］ｄｔ≥∫
ｋＴ

－ｋＴ

［１
ｐ｜
ｕ（ｔ）｜ｐ＋Ｆ（ｔ，０）＋ｂ｜ｕ（ｔ）｜μ－

ａ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜υ＋（ｆｋ（ｔ），ｕ（ｔ））］＝ １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ＋

ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ－∫
ｋＴ

－ｋＴ

ａ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜υｄｔ＋∫
ｋＴ

－ｋＴ

（ｆｋ（ｔ），

ｕ（ｔ））ｄｔ＋２ｋＣ０ ≥ １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ＋

ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ－（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｆ（ｔ）｜μ／（μ－１）ｄｔ）（μ－１）／μ·
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（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ－（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ａ（ｔ）｜μ／（μ－υ）ｄｔ）（μ－υ）／μ·

（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ）υ／μ＋２ｋＣ０ ＝ １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ＋

ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ－Ｍ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ－

Ｎ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ）υ／μ＋２ｋＣ０． （２．３）

注意到

　　ｂ４ｘ
μ－Ｍｘ≥－ｂ４

（μ－１）（
４　Ｍ
ｂμ
）μ／（μ－１）∶＝－Ｄ１，

ｘ∈ ［０，＋∞），

　　 ｂ４ｘ
μ／υ－Ｎｘ≥－ｂ４

（μ
υ －

１）（４υＭｂμ
）μ／（μ－υ）∶＝

－Ｄ２，ｘ∈ ［０，＋∞）．
由（２．３）式可得

　　Ｉｋ（ｕ）≥ １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ＋ｂ２∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ－

Ｄ１－Ｄ２＋２ｋＣ０． （２．４）

令珔ｕ＝ １
２ｋＴ∫

ｋＴ

－ｋＴ

ｕ（ｔ）ｄｔ，珘ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ）－珔ｕ．则由Ｓｏｂｏｌｅｖ

不等式，有

　　‖珘ｕ‖Ｌｐ２ｋＴ ≤Ｃ１（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ）１／ｐ，‖珘ｕ‖Ｌ∞２ｋＴ ≤

Ｃ２（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ）１／ｐ． （２．５）

由（２．５）式，对每个ｋ∈Ｎ，容易验证以下条件等价：

　　（ｉ）‖ｕ‖Ｅｋ → ∞；

　　（ｉｉ）｜珔ｕ｜ｐ＋∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ→ ∞；

　　（ｉｉｉ）∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜ｐｄｔ＋ｂ２∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕ（ｔ）｜μｄｔ→ ∞．

因此，由（２．４）式，有Ｉｋ（ｕ）→＋∞，‖ｕ‖Ｅｋ → ∞．由
文献［１４］中的定理１．１和推论１．１知，对 每 个ｋ∈
Ｎ，存在ｕｋ∈Ｅｋ使得Ｉｋ（ｕｋ）＝ｉｎｆ

ｕ∈Ｅｋ
Ｉｋ（ｕ）．因为Ｉｋ（０）

＝∫
ｋＴ

－ｋＴ

Ｆ（ｔ，０）ｄｔ＝２ｋＣ０，所 以Ｉｋ（ｕｋ）≤２ｋＣ０．再 由

（２．３）式可知

　　 １ｐ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜ｐｄｔ＋ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ≤

Ｍ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ＋Ｎ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）υ／μ，

所以（２．２）式成立．

　　 命题２．２　 设ｕｋ ∈Ｅｋ 是系统（２．１）满足（２．２）
式的解，ｋ∈Ｎ．则存在与ｋ无关的正常数Ｃ 使得

　　‖ｕｋ‖Ｌ∞［－ｋＴ，ｋＴ］≤Ｃ，ｋ∈Ｎ． （２．６）

　　 证明 　 由（２．２）式，有

　　ｂ∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ≤Ｍ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ＋

Ｎ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）υ／μ，

说明存在常数 Ｍ１ ＞０使得

　　∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ≤Ｍ１． （２．７）

由（２．２）式和（２．７）式可知

　　∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜ｐｄｔ≤ｐＭＭ１／μ
１ ＋ｐＮＭυ／μ

１ ． （２．８）

再联合（１．３）式和（２．７）式可得

　　‖ｕｋ‖Ｌ∞［－ｋＴ，ｋＴ］≤Ｔ
－１／μ（∫

ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜μｄｔ）１／μ＋

Ｔ（ｐ－１）／ｐ（∫
ｋＴ

－ｋＴ

｜ｕｋ（ｔ）｜ｐｄｔ）１／ｐ ≤Ｔ－１／μＭ１
１／μ＋

Ｔ（ｐ－１）／ｐ（ｐＭＭ１
１／μ＋ｐＮＭ１

υ／μ）１／ｐ∶＝Ｃ，
所以（２．６）式成立．
　　 命题２．３　 设ｕｋ ∈Ｅｋ 是系统（２．１）满足（２．２）

式的解，ｋ∈ Ｎ．则在Ｃ１ｌｏｃ（Ｒ，Ｒｎ）中，存在ｕｋ∈Ｅｋ 的

一个子列ｕｋｊ 收敛于ｕ０ ∈Ｃ１（Ｒ，Ｒｎ）．
　　 证明 　 由命题２．２知道｛ｕｋ｝ｋ∈Ｎ ∈Ｅｋ是一致有

界序列．对每 个ｔ∈ ［－ｋＴ，ｋＴ］，因 为ｕｋ（ｔ）是 系 统

（２．１）的２ｋＴ?周期解，所以

　　 ｄｄｔ
（｜ｕｋ（ｔ）｜ｐ－２ｕｋ（ｔ））＝Ｆ（ｔ，ｕｋ（ｔ））＋ｆｋ（ｔ）．

（２．９）
由（２．６）式，（２．９）式，条件（Ａ１）和（Ｂ４），有

　　｜ｄｄｔ
（｜ｕｋ（ｔ）｜ｐ－２ｕｋ（ｔ））｜≤｜Ｆ（ｔ，ｕｋ（ｔ））｜＋

｜ｆｋ（ｔ）｜≤ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×［－Ｃ，Ｃ］

｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
｜ｆ（ｔ）｜∶＝Ｍ２，ｔ∈ ［－ｋＴ，ｋＴ］，

因此，

　　‖ ｄｄｔ
（｜ｕ（ｔ）｜ｐ－２ｕ（ｔ））‖Ｌ∞［－ｋＴ，ｋＴ］≤Ｍ２，ｋ∈Ｎ．

（２．１０）
对ｉ＝－ｋ，－ｋ＋１，…，ｋ－１，由ｕｋ（ｔ）的连续性，取ｔｋｉ
∈ ［ｉＴ，（ｉ＋１）Ｔ］使得

　　ｕｋ（ｔｋｉ）＝１Ｔ∫
（ｉ＋１）Ｔ

ｉＴ

ｕｋ（ｓ）ｄｓ＝Ｔ－１［ｕｋ（（ｉ＋１）Ｔ）－

ｕｋ（ｉＴ）］，
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由ｔ∈ ［ｉＴ，（ｉ＋１）Ｔ］，ｉ＝－ｋ，－ｋ＋１，…，ｋ－１，可
得

　　‖ｕｋ（ｔ）｜ｐ－２ｕｋ（ｔ）｜＝

｜∫
ｔ

ｔｋｉ

ｄ
ｄｓ
（｜ｕｋ（ｓ）｜ｐ－２ｕｋ（ｓ））ｄｓ＋

｜ｕｋ（ｔｋｉ）｜ｐ－２ｕｋ（ｔｋｉ）｜≤

∫
（ｉ＋１）Ｔ

ｉＴ

｜ｄｄｓ
（｜ｕｋ（ｓ）｜ｐ－２ｕｋ（ｓ））｜ｄｓ＋

｜ｕｋ（ｔｋｉ）｜ｐ－１ ≤Ｍ２Ｔ＋［Ｔ－１｜ｕｋ（（ｉ＋１）Ｔ）－
ｕｋ（ｉＴ）｜］ｐ－１ ≤Ｍ２Ｔ＋（２Ｔ－１　Ｃ）ｐ－１ ≡Ｍｐ－１３ ．
因此，有

　　‖ｕｋ‖Ｌ∞［－ｋＴ，ｋＴ］≤Ｍ３，ｋ∈Ｎ．
再证｛ｕｋ（ｔ）｝ｋ∈Ｎ 也是等度连续的．否则，存在ε０ ＞０，

序列｛ｔ１ｉ｝ｉ∈Ｎ，｛ｔ２ｉ｝ｉ∈Ｎ 以及整数序列｛ｋｉ｝ｉ∈Ｎ 使得

　　０＜ｔ２ｉ －ｔ１ｉ ＜ １ｉ
，｜ｕｋｉ（ｔ

２
ｉ）－ｕｋｉ（ｔ

１
ｉ）｜≥ε０，ｉ∈

Ｎ． （２．１１）

注 意到ｕｋｉ（ｔ
１
ｉ），ｕｋｉ（ｔ

２
ｉ）∈Ｒｎ 和｜ｕｋｉ（ｔ

１
ｉ）｜≤Ｍ３，因此

有｜ｕｋｉ（ｔ
２
ｉ）｜≤Ｍ３．为证必要性，设存在以下两个收

敛子列

　　ｕｋｉ（ｔ
１
ｉ）→ｗ１ 和ｕｋｉ（ｔ

２
ｉ）→ｗ２，ｉ→ ∞． （２．１２）

联合（２．１１）式和（２．１２）式，可得

　　｜ｗ２－ｗ１｜≥ε０． （２．１３）

又由（２．１０）式和（２．１１）式，有

　　‖ｕｋｉ（ｔ
２
ｉ）｜ｐ－２ｕｋｉ（ｔ

２
ｉ）－｜ｕｋｉ（ｔ

１
ｉ）｜ｐ－２ｕｋｉ（ｔ

１
ｉ）｜＝

｜∫
ｔ１ｉ

ｔ２ｉ

ｄ
ｄｔ
（｜ｕｋｉ（ｔ）｜

ｐ－２ｕｋｉ（ｔ））ｄｔ｜≤

∫
ｔ２ｉ

ｔ１ｉ

｜ｄｄｔ
（｜ｕｋｉ（ｔ）｜

ｐ－２ｕｋｉ（ｔ））｜ｄｔ≤Ｍ２（ｔ
２
ｉ －

ｔ１ｉ）≤
Ｍ２
ｉ ．

由（２．１２）式可知‖ｗ２｜ｐ－２　ｗ２－｜ｗ１｜ｐ－２　ｗ１｜＝０，ｉ→
∞，因 此 ｗ１ ＝ ｗ２，与 （２．１３）式 矛 盾．因 此，
｛ｕｋ（ｔ）｝ｋ∈Ｎ 是等度连续的，所以，由Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ引

理可 知｛ｕｋ｝ｋ∈Ｎ 在Ｃ１ｌｏｃ（Ｒ，Ｒｎ）中 有 一 个 收 敛 子 列

｛ｕｋｊ｝．

　　 命题２．４　 设ｕ０ ∈Ｃ１（Ｒ，Ｒｎ）如命题２．３中所

定义的一样．则ｕ０ 是系统（０．１）的一个解，使得ｕ０（ｔ）

→０，ｕ０（ｔ）→０，ｔ→±∞．
　　 证明 　 首先证明ｕ０（ｔ）满足系统（０．１）．由命题

２．１和命题２．３有

　　 ｄｄｔ
（｜ｕｋｊ（ｔ）｜

ｐ－２ｕｋｊ（ｔ））ｕｋｊ（ｔ）＝ Ｆ（ｔ，ｕｋｊ（ｔ））

＋ｆｋｊ（ｔ），ｔ∈ ［－ｋｊＴ，ｋｊＴ］，ｊ∈Ｎ．
取ａ，ｂ∈Ｒ 使得ａ＜ｂ．存在ｊ０∈Ｎ使得对所有的ｊ
＞ｊ０，有

　　 ｄｄｔ
（｜ｕｋｊ（ｔ）｜

ｐ－２ｕｋｊ（ｔ））ｕｋｊ（ｔ）＝ Ｆ（ｔ，ｕｋｊ（ｔ））

＋ｆｋｊ（ｔ），ｔ∈ ［ａ，ｂ］． （２．１４）
由ａ到ｔ∈ ［ａ，ｂ］对（２．１４）式积分，有

　　｜ｕｋｊ（ｔ）｜
ｐ－２ｕｋｊ（ｔ）－｜ｕｋｊ（ａ）｜

ｐ－２ｕｋｊ（ａ）＝

∫
ｔ

ａ

［Ｆ（ｔ，ｕｋｊ（ｓ））＋ｆｋｊ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈ ［ａ，ｂ］． （２．１５）

由命题２．３，在［ａ，ｂ］上，当ｊ→ ∞ 时，ｕｋｊ →ｕ０ 和ｕｋｊ
→ｕ０ 都是一致的．在（２．１５）式中，令ｊ→ ∞，有

　　 ｜ｕ０（ｔ）｜ｐ－２ｕ０（ｔ）－｜ｕ０（ａ）｜ｐ－２ｕ０（ａ） ＝

∫
ｔ

ａ

［Ｆ（ｔ，ｕ０（ｓ））＋ｆ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈ ［ａ，ｂ］． （２．１６）

又因为ａ和ｂ都是任意的，所以由（２．１６）式知ｕ０（ｔ）
是系统（０．１）的一个解．
　　 再证明ｕ０（ｔ）→０，ｔ→±∞．由（２．７）式和（２．８）
式，对每个ｉ∈Ｎ，存在ｊｉ∈Ｎ使得对所有的ｊ＞ｊｉ，
有

　　∫
ｉＴ

－ｉＴ

［｜ｕｋｊ（ｔ）｜μ＋｜ｕｋｊ（ｔ）｜
ｐ］ｄｔ≤

∫
ｋｊＴ

－ｋｊＴ

［｜ｕｋｊ（ｔ）｜μ＋｜ｕｋｊ（ｔ）｜
ｐ］ｄｔ≤ Ｍ１＋ｐＭＭ１／μ

１ ＋

ｐＮＭυ／μ
１ ∶＝Ｍ４．

令ｊ→＋∞，有

　　∫
ｉＴ

－ｉＴ

［｜ｕ０（ｔ）｜μ＋｜ｕ０（ｔ）｜ｐ］ｄｔ≤Ｍ４，

因此，

　　∫
＋∞

－∞

［｜ｕ０（ｔ）｜μ＋｜ｕ０（ｔ）｜ｐ］ｄｔ＝

ｌｉｍ
ｉ→∞∫

ｉＴ

－ｉＴ

［｜ｕ０（ｔ）｜μ＋｜ｕ０（ｔ）｜ｐ］ｄｔ＝

ｌｉｍ
ｉ→∞
ｌｉｍ
ｊ→∞∫

ｉＴ

－ｉＴ

［｜ｕｋｊ（ｔ）｜μ＋

｜ｕｋｊ（ｔ）｜
ｐ］ｄｔ≤Ｍ４． （２．１７）

所以

　　∫
｜ｔ｜≥ｒ

［｜ｕ０（ｔ）｜μ＋｜ｕ０（ｔ）｜ｐ］ｄｔ→０，ｒ→ ∞．

（２．１８）
由（１．２）式，有

　　｜ｕ０（ｔ）｜≤２－１／μ（∫
ｔ＋１

ｔ－１

｜ｕ０（ｓ）｜μｄｓ）１／μ＋

６１２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．３，Ａｕｇｕｓｔ　２０１２



２－１／ｐ（∫
ｔ＋１

ｔ－１

｜ｕ０（ｓ）｜ｐｄｓ）１／ｐ， （２．１９）

联合（２．１８）式和（２．１９）式，有ｕ０（ｔ）→０，ｔ→±∞．
　　 最后，证明

　　ｕ０（ｔ）→０，ｔ→±∞． （２．２０）
由（２．６）式和命题２．３，有｜ｕ０（ｔ）｜≤Ｃ，ｔ∈Ｒ．再联合

系统（０．１），条件（Ａ１）和（Ｂ４），有

　　｜ｄｄｔ
（｜ｕ０（ｔ）｜ｐ－２ｕ０（ｔ））｜≤｜Ｆ（ｔ，ｕ０（ｔ））｜＋

｜ｆ（ｔ）｜≤ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×［－Ｃ，Ｃ］

｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
｜ｆ（ｔ）｜≡

Ｍ２．
若ｕ０（ｔ）→／　０，ｔ→±∞，则存在ε１∈（０，１／ｐ）和序列

｛ｔｋ｝使得

　　｜ｔ１｜＜｜ｔ２｜＜｜ｔ３｜，…，｜ｔｋ｜＋１＜｜ｔｋ＋１｜，ｋ∈
Ｎ，

　　｜ｕ０（ｔ）｜≥ （２ε１）１／（ｐ－１），ｋ∈Ｎ．
因此，对ｔ∈ ［ｔｋ，ｔｋ＋ε１／（１＋Ｍ２）］，有

　　｜ｕ０（ｔ）｜ｐ－１ ＝ ‖ｕ０（ｔｋ）｜ｐ－２ｕ０（ｔｋ）＋

∫
ｔ

ｔｋ

ｄ
ｄｓ
（｜ｕ０（ｓ）｜ｐ－２ｕ０（ｓ））ｄｓ｜≥｜ｕ０（ｔｋ）｜ｐ－１－

∫
ｔ

ｔｋ

｜ｄｄｓ
（｜ｕ０（ｓ）｜ｐ－２ｕ０（ｓ））｜ｄｓ≥ε１．

这表明

　　∫
＋∞

－∞

｜ｕ０（ｔ）｜ｐｄｔ≥∑
∞

ｋ＝１∫
ｔｋ

ｔｋ

＋

ε１／（１＋Ｍ２）｜ｕ０（ｔ）｜ｐｄｔ＝ ∞，
与（２．１７）式矛盾，因此（２．２０）式成立．
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ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｏｒｂｉｔｓ　ｆｏｒ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｐｅｒｉｏｄｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ　ｉｎ－
ｖｏｌｖｉｎｇ　Ｄｕｆｆｉｎｇ－ｌｉｋｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｐｐｌ　Ｍａｔｈ　Ｌｅｔｔ，

２００３，１６（５）：６３９－６４２．
［１１］　Ｌｖ　Ｘ，Ｌｕ　Ｓ　Ｐ，Ｙａｎ　Ｐ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｏｒ　ａ　ｃｌａｓｓ　ｏｆ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌ，２０１０，７２（１）：３９０－３９８．

［１２］　Ｌｖ　Ｘ，Ｌｕ　Ｓ　Ｐ，Ｙａｎ　Ｐ．Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｎｏｎａｕ－
ｔｏｎｏｍｏｕｓ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ｗｉｔｈ　ａ　ｃｏ－
ｅｒｃｉｖｅ　ｐｏｔｅｎｔｉａｌ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌ，２０１０，７２（７～８）：

３４８４－３４９０．
［１３］　Ｍａｗｈｉｎ　Ｊ，Ｗｉｌｌｅｍ　Ｍ．Ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｐｏｉｎｔ　ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　Ｈａｍｉｌ－

ｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ，１９８９．
［１４］　Ｚｈａｎｇ　Ｑ　Ｙ，Ｌｉｕ　Ｃ　Ｇ．Ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ　ｍａｎｙ　ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｓｏｌｕ－

ｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｓｅｃｏｎｄ　ｏｒｄｅｒ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎ－
ｅａｒ　Ａｎａｌ，２０１０，７２（２）：８９４－９０３．

［１５］　Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ　Ｐ　Ｈ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　ａｎｄ　ｈｅｔｅｒｏｃｌｉｎｉｃ　ｏｒｂｉｔｓ　ｆｏｒ　ａ
ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ａｎｎ　Ｉｎｓｔ　Ｈ　Ｐｏｉｎｃａｒé
Ａｎａｌ　Ｎｏｎ　Ｌｉｎéａｉｒｅ，１９８９，６（５）：３３１－３４６．

［１６］　Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ　Ｐ　Ｈ．Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｏｒｂｉｔｓ　ｆｏｒ　ａ　ｃｌａｓｓ　ｏｆ　Ｈａｍ－
ｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｃ　Ｒｏｙ　Ｓｏｃ　Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ　Ｓｅｃｔ　Ａ，

１９９０，１１４（１～２）：３３－３８．
［１７］　Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ　Ｐ　Ｈ，Ｔａｎａｋａ　Ｋ．Ｓｏｍｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｎ　ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ

ｏｒｂｉｔｓ　ｆｏｒ　ａ　ｃｌａｓｓ　ｏｆ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈ　Ｚ，

１９９１，２０６（３）：４７３－４９９．
［１８］　ＳéｒéＥ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ　ｍａｎｙ　ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｏｒｂｉｔｓ

ｉｎ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈ　Ｚ，１９９２，２０９（１）：２７－
４２．

［１９］　Ｔａｎｇ　Ｘ　Ｈ，Ｘｉａｏ　Ｌ．Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｎｏｎａｕｔｏｎ－
ｏｍｏｕｓ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ｗｉｔｈ　ａ　ｃｏｅｒ－
ｃｉｖｅ　ｐｏｔｅｎｔｉａｌ［Ｊ］．Ｊ　Ｍａｔｈ　Ａｎａｌ　Ａｐｐｌ，２００９，３５１（２）：５８６－
５９４．

［２０］　Ｔａｎｇ　Ｘ　Ｈ，Ｘｉａｏ　Ｌ．Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｏｒｄｉｎａｒｙ　ｐ
－Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ｗｉｔｈ　ａ　ｃｏｅｒｃｉｖｅ　ｐｏｔｅｎｔｉａｌ［Ｊ］．Ｎｏｎ－
ｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌ，２００９，７１（３～４）：１１２４－１１３２．

（责任编辑：尹　闯）　　
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