
收稿日期：２０１２－０５－０７

作者简介：贾丽君（１９８３－），女，助教，主要从事计算数学研究。

广西科学Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ　２０１２，１９（４）：３０６～３０８

随机利率模型下Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题解
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摘要：在传统Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ期权定价模型的 基 础 上，进 一 步 考 虑 随 机 利 率 模 型．根 据 一 个 自 治 常 微 分 方 程 的 解

的存在性结果，利用上下解方法得到随机利率模型下Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的解存在的一个条件．
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　　期权是一种建立在标的资产上的衍生资产，这些

资产可以是货币、股票等原生金融工具，也可以是其

他实物资产，甚至可以是金融衍生工具本身．期权按

购入和销售原生资产可以分为看跌期权和看涨期权；
按有关实施条款可以分为美式期权和欧式期权等．随
着现代金融市场的发展日新月异，期权定价作为数理

金融的组成已都备受关注．在Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ期权定

价模型［１～６］提出以后，期权定价在金融资产定价研究

中的运用就越来越广泛．期权定价问题已经成为金融

数学研究的核心问题之一，它涉及现代金融学的资产

定价理论、投资组合理论、风险管理理论以及现代数

学 中 的 随 机 分 析、优 化 理 论 等 学 科．本 文 在 传 统

Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ期 权 定 价 模 型 的 基 础 上，进 一 步 考 虑

随机利率模型，根据一个自治常微分方程解的存在性

结果，利用上下解方法得到了随机利率模型下Ｂｌａｃｋ－
Ｓｃｈｏｌｅｓ方 程 的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问 题 解 存 在 的 一 个 充 分

条件．

１　Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题

　　根据文献［５］中的利率模型，考虑随机过程

　　ｄＳｔ＝Ｓｔｒｔｄｔ＋Ｓｔσ１ｄＷｔ，

　　ｄｒｔ＝ａ（θ－ｒｔ）ｄｔ＋σ２ｄＺｔ，
其中Ｗｔ 和Ｚｔ 都 是 标 准Ｂｒｏｗｎ运 动，且Ｃｏｖ（ｄＷｔ，

ｄＺｔ）＝ρｄｔ．
　　令ｕ＝ｕ（Ｓ，ｒ，ｔ）表示期权价格，则由Δ －对冲原

理可知ｕ（Ｓ，ｒ，ｔ）满足偏微分方程

　　ｕｔ＋
１
２σ

２
１Ｓ２

２　ｕ
Ｓ２＋σ１σ２ρ

Ｓ 
２　ｕ
Ｓｒ＋

１
２σ

２
２
２　ｕ
ｒ２＋

ｒＳｕ
Ｓ＋

ａ（θ－ｒ）ｕｒ－
ｒｕ＝０，

其中ｒ∈ 瓗，Ｓ∈ 瓗＋，ｔ∈ ［０，Ｔ）．
　　对于更一般的情形，设Ω是一个有界开区域，使

得Ω
－

（］０，＋!［）２，同时边界Ω是Ｃ２，λ（０＜λ＜１）
类的．我们考虑Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题

　　
Ｌｕ＝ｒｆ（ｕ），ｉｎΩ，

ｕ（Ｓ，ｒ）＝φ（Ｓ，ｒ），ｏｎΩ｛ ，
（１．１）

其中

６０３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２
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　　Ｌ＝ １２σ
２
１Ｓ２ 

２

Ｓ２＋σ１σ２ρ
Ｓ ２

Ｓｒ＋
１
２σ

２
２
２

ｒ２＋

ｒＳ 
Ｓ＋

ａ（θ－ｒ）ｒ
．

作简单的变换即可知，当｜ρ｜＜１时，算子Ｌ是一致

椭圆的．

２　Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题解的存在性

　　为 解 决 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问 题，首 先 考 虑 自 治 常 微 分

方程

　　
Ａｕ″＋Ｂｕ′ ＝ｒｆ（ｕ），ｘ∈ ［ａ，ｂ］，

ｕ（ａ）＝ｄ，

ｕ′（ａ）＝０
烅
烄

烆 ，
（２．１）

其中ｕ＝ｕ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，且ｆ：瓗 → 瓗＋ 是Ｈｌｄｅｒ

连续函数，同时令Ｆ（ｓ）＝∫
ｓ

０
ｆ（ζ）ｄζ．事实上（２．１）式

可以转化成等价形式

　　

（ｐｕ′）′ ＝ｑｒｆ（ｕ），

ｕ（ａ）＝ｄ，

ｕ′（ａ）＝０
烅
烄

烆 ，
（２．２）

其中ｐ＝ｅ
Ｂ
Ａｘ，ｑ＝１Ａｅ

Ｂ
Ａｘ．易知，若Ａ＞０，则ｐ、ｑ均为

关于ｘ的非负实函数．若令

　　ｐｍｉｎ＝ ｍｉｎ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｅ
Ｂ
Ａｘ，ｐｍａｘ＝ ｍａｘ

ｘ∈［ａ，ｂ］
ｅ
Ｂ
Ａｘ，相应的可以设

ｑｍｉｎ，ｑｍａｘ ．

　　定理１　令Ｋ ∈ 瓗＋ ，若

　　 ｍｉｎ
ｓ∈［０，Ｋ］

２Ｆ
（Ｋ）－Ｆ（ｓ）
（Ｋ－ｓ）２ ＜ Ａ

ｒ（ｂ－ａ）２
ｅ
２Ｂ
Ａ （ａ－ｂ），

（２．３）

则存在ｄ∈ （０，Ｋ），使得问题（２．１）有一个解ｕ，满

足ｄ≤ｕ（ｘ）≤Ｋ 且ｕ′（ｘ）≥０．

　　证明　根据假设可以适当选取ｄ∈瓗，使得０＜
ｄ＜Ｋ 时（２．３）式成立．因为ｕ（ａ）＝ｄ＜Ｋ，由连续

性可知，存在ε＞０使得在［ａ，ａ＋ε］上，ｕ＜Ｋ ．
　　令δ＝ｓｕｐ｛ｘ＞ａ｜ｕ在［ａ，ｘ］上满足ｕ＜Ｋ｝，
再考虑等价问题（２．２），在 ［ａ，ｘ］上积分可得

　　ｕ′（ｘ）＝ ｒ
ｐ（ｘ）∫

ｘ

ａ
ｑ（ζ）ｆ（ｕ（ζ））ｄζ．

则由前面的分析可知，对于任意的ｘ∈ ［ａ，δ］，ｕ′（ｘ）

≥０．又由于ｕ（ａ）＝ｄ＞０，则可知ｕ（ｘ）≥ｄ．
　　当δ≥ｂ时 ，易证定理１成立．

　　假设δ＜ｂ，根据上面的结论可知，ｕ在［ａ，δ］上

单调，那么由连续性可知

　　ｌｉｍ
ｘ→δ－
ｕ（ｘ）＝Ｋ ＝∶ｕ（δ）．

又因为

　　 １２
（ｐｕ′）２ ＝∫

ｘ

ａ
ｐｑｒｆ（ｕ）ｕ′ｄζ≤

ｒｐｍａｘｑｍａｘ∫
ｘ

ａ
ｆ（ｕ）ｕ′ｄζ＝ｒｐｍａｘｑｍａｘ（Ｆ（ｕ（ｘ））－Ｆ（ｄ）），

且

　　 １２
（ｐｕ′）２ ≥ １２ｐ

２
ｍｉｎ｜ｕ′（ｘ）｜２，

所以

　　｜ｕ′（ｘ）｜２ ≤２ｒｐｍａｘｑｍａｘ
ｐ２ｍｉｎ

（Ｆ（ｕ（ｘ））－Ｆ（ｄ））．

再由中值 定 理 可 知，存 在ξ∈ ［ａ，δ］，使 得ｕ′（ξ）＝
ｋ－ｄ
δ－ａ

，所以有

　　 （ｋ－ｄδ－ａ
）２ ≤２ｒｐｍａｘｑｍａｘ

ｐ２ｍｉｎ
（Ｆ（Ｋ）－Ｆ（ｄ））．

事实上，由于ｐｍｉｎ＝ｅ
Ｂ
Ａａ，ｐｍａｘ＝ｅ

Ｂ
Ａｂ，ｑｍａｘ＝ １Ａｅ

Ｂ
Ａｂ ，上

式化简可得

　　２Ｆ
（Ｋ）－Ｆ（ｄ）
（ｋ－ｄ）２ ≥ Ａ

ｒ（ｂ－ａ）２
ｅ
２Ｂ
Ａ （ａ－ｂ）．

这与假设矛盾，定理１成立．

　　假设原问题系数的置信区间为σ１，σ２ ∈Ｉσ＝

］σ，σ
－
［瓗＋，且ρ∈Ｉρ＝］ρ０，ρ１［［－１，１］，同时设区

域Ω在Ｓ轴上的映射为］Ｓ０，Ｓ１［瓗＋，在ｒ轴上的映

射 为］ｒ０，ｒ１［ 瓗＋，即 Ω ＝］Ｓ０，Ｓ１［×］ｒ０，ｒ１［
（瓗＋）２ ．如果α∈Ｃ２，λ（Ω）满足

　　
Ｌα≥ｒｆ（α）　ｉｎΩ，

α（Ｓ，ｒ）≤φ（Ｓ，ｒ）　ｏｎΩ｛ ，

则称α是原问题的一个下解．同样，β称 为 原 问 题 的

一个上解，只需改变不等号的方向即可．若能证明原

问题的上下解存在且α≤β，则可以证明原问题存在

一个解ｕ，且满足α≤ｕ≤β．
　　令φ０ ＝ ｍｉｎ

Ω
φ（Ｓ，ｒ），φ! ＝ ｍａｘ

Ω
φ（Ｓ，ｒ），则 关 于

（２．１）式解的存在性有下面的结论．

　　定理２　令Ｋ ＞φ! ，

　　（１）若

　　 ｍｉｎ
ｓ∈［０，φ０］

２Ｆ
（φ０）－Ｆ（ｓ）
（φ０－ｓ）

２ ＜υ１ ＝

１
ｒｍａｘ

σ２　Ｓ２０
２（Ｓ１－Ｓ０）２

， σ２
２（ｒ１－ｒ０）２

ｅ
４ａ（θ－ｒ１）

σ２
（ｒ１－ｒ０｛ ｝） ，

则下解存在；

　　（２）若

　　 ｍｉｎ
ｓ∈［φ!，Ｋ］

２Ｆ
（Ｋ）－Ｆ（ｓ）
（Ｋ－ｓ）２ ＜υ２ ＝

１
ｒｍａｘ

｛ σ
－
２　Ｓ２１

２（Ｓ１－Ｓ０）２
ｅ
４ａｒ１

σ
－２Ｓ１

（Ｓ１－Ｓ０），
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σ
－
２

２（ｒ１－ｒ０）２
ｅ
４ａ（θ－ｒ０）

σ
－２

（ｒ１－ｒ０）｝，

则上解存在．
　　（３）若（１），（２）同时成立，则原问题（１．１）存在一

个解ｕ满足０≤ｕ≤Ｋ ．
　　证明　首先证明下解的存在性．对υ１ 进行分析：

　　（ｉ）当υ１ ＝ １ｒ
σ２　Ｓ２０

２（Ｓ１－Ｓ０）２
时，令 ［ａ，ｂ］＝ ［Ｓ１，

Ｓ０］，此时解具有形式ｕ（Ｓ）；

　　（ｉｉ）当υ１＝１ｒ
σ
－
２

２（ｒ１－ｒ０）２
ｅ
４ａ（θ－ｒ０）

σ
－２

（ｒ１－ｒ０）时，令［ａ，

ｂ］＝ ［ｒ１，ｒ０］，此时解具有形式ｕ（ｒ）．
　　两种情形的证明方法类似．对于（ｉ），有

　　 １２σ
２
１Ｓ２

２　ｕ
Ｓ２＋σ１σ２ρ

Ｓ 
２　ｕ
Ｓｒ＋

１
２σ

２
２
２　ｕ
ｒ２＋

ｒＳｕ
Ｓ＋

ａ（θ－ｒ）ｕｒ≥
１
２σ

２　Ｓ２０ｕ″（Ｓ）．

　　令Ａ＝ １２σ
２　Ｓ２０，Ｂ＝０，当 ｍｉｎ

ｓ∈［０，φ０］
２Ｆ
（φ０）－Ｆ（ｓ）
（φ０－ｓ）

２

＜υ１ 时，存在ｄ∈ （０，φ０），使得（１．１）式存在一个解

ｕ（Ｓ）＝α（Ｓ，ｒ），且

　　
Ｌα（Ｓ，ｒ）≥ｒｆ（α（Ｓ，ｒ）），ｉｎΩ，

α（Ｓ，ｒ）＝ｄ＜φ０ ≤φ（Ｓ，ｒ），ｏｎΩ｛ ．
事实上，此时α（Ｓ，ｒ）是（１．１）式的一个下解．同理，对
于（ｉｉ），有

　　 １２σ
２
１Ｓ２

２　ｕ
Ｓ２＋σ１σ２ρ

Ｓ 
２　ｕ
Ｓｒ＋

１
２σ

２
２
２　ｕ
ｒ２＋

ｒＳｕ
Ｓ＋

ａ（θ－ｒ）ｕｒ≥
１
２σ

２　ｕ″（ｒ）＋ａ（θ－ｒ１）ｕ″（ｒ）．

同样可证明，（１．１）式存在一个下解．
　　对于（２）用类似的方法可以证明，存在ｄ′∈（φ!，

Ｋ），使得原问题存在一个上解，满足

　　
Ｌβ（Ｓ，ｒ）≤ｒｆ（β（Ｓ，ｒ）），ｉｎΩ，

β（Ｓ，ｒ）＝ｄ
′ ＞φ! ≥φ（Ｓ，ｒ），ｏｎΩ｛ ．

再由α（Ｓ，ｒ）≤β（Ｓ，ｒ）可得，原问题（１．１）存 在 一 个

解ｕ满足０≤ｕ≤Ｋ．
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研究建立二噁英毒性强度毒代动力学模型

　　二噁英（Ｄｉｏｘｉｎ）又称二氧杂芑，是目前人类认识到的非有意合成，毒性最强的持久性有机污染物（ＰＯＰｓ）。
二噁英具有极强的亲脂性和生物难降解性，可以在环境中长时间稳定存在。通过生物聚集，二噁英会沿食物链
富集到很高水平。人体摄入二噁英类污染物约９０％以上是来自受环境污染的食物，其中主要是肉制品、乳制
品、鱼类等动物源食品。二噁英类化合物污染食品事件屡有发生，往往带来巨大的社会不安和经济损失。最
近，中国科学院城市环境研究所的研究人员，采用猪作为模型动物，研究二噁英类污染物在猪生长过程中消除
的动力学规律。这项研究结果发现，猪随着自身的生长，体内脂肪中二噁英类污染物的绝对含量和相对含量均
呈现明显下降趋势，据此，他们建立了基于二噁英毒性强度（ＴＥＦ）的毒代动力学模型。基于二噁英毒性强度
（ＴＥＦ）的毒代动力学模型能够预测生猪屠宰期体内二噁英毒性（ＴＥＱ）的残留量，能够为食品安全预警机制提
供很好的参考。

（据科学网）
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