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摘要：用新的ＰＲＰ参数公式修改一种已知的线搜索，建立此线搜索下的共轭梯度算法，并证明算法能满足充分

下降条件，而且在适当条件下全局收敛．
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　　对无约束优化问题ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈犚ｎ｝，用非
线性共轭梯度法求解比较常用而且有效．该方法的迭
代公式为

　　ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋ｔｋｄｋ ， （１）

　　ｄｋ ＝
－ｇｋ，ｋ＝１，

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｋ≥２｛ ．
（２）

其中ｔｋ 是步长，ｄｋ 是搜索方向，ｇｋ ＝ "ｆ（ｘｋ）是

ｆ（ｘ）在点ｘｋ 处的梯度，βｋ 是参数，不同的参数选取
对应着不同的共轭梯度法．已报道的著名的迭代参数

公式［１～４］有β
ＨＳ
ｋ ＝ ｇＴｋ（ｇｋ－ｇｋ－１）

（ｇｋ－ｇｋ－１）Ｔｄｋ－１
，β
ＦＲ
ｋ ＝ ｇＴｋｇｋ

ｇＴｋ－１ｇｋ－１
，

β
ＰＲＰ
ｋ ＝ｇ

Ｔ
ｋ（ｇｋ－ｇｋ－１）
ｇＴｋ－１ｇｋ－１

．

　　对线搜索型的共轭梯度法来说，步长因子ｔｋ 的
计算很重要，即从ｘｋ 沿ｄｋ 方向如何寻找一个“好”的
点作为下一个迭代点．目前较常用的线搜索条件［５］

有：弱 Ｗｏｌｆｅ－Ｐｏｗｅｌｌ型线搜索，强 Ｗｏｌｆｅ－Ｐｏｗｅｌｌ型线
搜索，Ａｒｍｉｊｏ型线搜索，Ａｒｍｉｊｏ－Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ型线搜索

等．近期，文献［６］提出了一种新的的线搜索Ａｒｍｉｊｏ－
ｔｙｐｅ　ｌｉｎｅ　ｓｅａｒｃｈ（ＡＴＬＳ），具体描述如下：

　　设ｆｋ＝ｆ＋１２
（ｘ－ｘｋ）ＴＢｋ（ｘ－ｘｋ），其中Ｂｋ是对

称正定矩阵．令α∈［０，１２
），ｃ∈（０，１），μ＞０．选取ｔｋ

＝ρｊｋ ，其中ｊｋ 是使得下式成立的最小非负整数ｊ：

　　ｆ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）－ｆ（ｘｋ）≤αρｊｇ
Ｔ
ｋｄｋ－

μ
２
（ρｊ）

２‖ｄｋ‖２，

且ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）
ＴＱＰＲＰ

ｋ （ｊ）≤－ｃ‖ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）‖
２ ，

其中ＱＰＲＰｋ （ｊ）为

　　ＱＰＲＰｋ （ｊ）＝－ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）＋
ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）

Ｔ（ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）－ｇｋ）
‖ｇｋ‖２

ｄｋ ．

他们证明ＰＲＰ方法在该线搜索下满足充分下降条
件：

　　ｇＴｋｄｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２，ｃ∈ （０，１）， （３）
而且在此基础上，算法的全局收敛容易被证明．
　　受文献［６］的启发，本文结合文献［７］中提出的新
的修正ＰＲＰ参数公式：

　　β＊ｋ ＝
ｇＴｋ（‖ｇｋ－１‖‖ｇｋ‖ｇｋ－ｇｋ－１

）

ｇＴｋ－１ｇｋ－１
， （４）

重新定义Ｑ＊
ｋ （ｊ），从而得到一种新的 ＡＴＬＳ线搜索
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（＊ＡＴＬＳ），并建立了此线搜索下的共轭梯度算法．

１　新的线搜索及算法

　　令ｔｋ ＝ρｊｋ ，其中ｊｋ是使得下式成立的最小非负
整数ｊ：

　　ｆ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）－ｆ（ｘｋ）≤αρｊｇ
Ｔ
ｋｄｋ－

μ
２
（ρｊ）

２‖ｄｋ‖２ ， （５）

而且

　　ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）
ＴＱ＊

ｋ （ｊ）－ｃ‖ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）‖
２ ，
（６）

其中Ｑ＊
ｋ （ｊ）定义为

　　Ｑ＊
ｋ （ｊ）＝－ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）＋

ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）
Ｔ（ ‖ｇｋ‖
‖ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）‖

ｇ（ｘｋ＋ρｊｄｋ）－ｇｋ）

‖ｇｋ‖２
ｄｋ．

（７）

　　再假定目标函数ｆ（ｘ）满足如下基本假设：

　　假设１　水平集Ω＝｛ｘ∈犚ｎ：ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ１）｝有
下界．
　　假设２　ｆ（ｘ）在Ω的一个邻域Ν 内连续可微，
其梯度Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续．即存在一个常数Ｌ＞０，使得
对 ｘ，ｙ∈Ω，有 ‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖ ≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖．

　　引理１　如果对ｋ∈Ν，ｇＴｋｄｋ＜０，则存在非负整
数ｊｋ，使得ｔｋ ＝ρｊｋ 满足＊ＡＴＬＳ线搜索（５）～（７）．
　　引理１的证明与文献［６］中Ｌｅｍｍａ　２．１的证明
类似，在此省略具体证明过程．
　　算法１

　　步骤１　给定初值ｘ１∈犚ｎ，α∈［０，１２），ｃ∈（０，
１），μ＞０．令ｄ１＝－ｇ１，ｋ＝１．若ｇ１＝０，则停止，否则
转步骤２．
　　步骤２　求出满足＊ＡＴＬＳ线搜索（５）～（７）的
步长ｔｋ ＞０．
　　步骤３　迭代运算ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋ｔｋｄｋ，ｇｋ＋１ ＝
ｇ（ｘｋ＋１）．若ｇｋ＋１ ＝０，则停止，否则转步骤４．
　　步骤４　由（４）式计算βｋ ，由（２）式计算ｄｋ＋１ ．
　　步骤５　令ｋ：＝ｋ＋１，转步骤３．

２　算法的全局收敛性

　　引理２　考虑算法１，对 ｋ∈Ν，若ｇＴｋｄｋ＜０，
则

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１ ≤－ｃ‖ｇｋ＋１‖２ ． （８）

　　证明　根据引理１，通过＊ＡＴＬＳ线搜索产生步
长ｔｋ ，并由算法１得到相应的ｘｋ＋１ ，ｇｋ＋１ ，βｋ 和

ｄｋ＋１ ，因此

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１ ＝－‖ｇｋ＋１‖２＋β＊ｋ＋１ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｄｋ ＝

－‖ｇｋ＋１‖２＋
ｇＴｋ＋１（‖ｇｋ‖‖ｇｋ＋１‖ｇｋ＋１

－ｇｋ）

‖ｇｋ‖２ ｇＴｋ＋１ｄｋ ＝

－‖ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）‖２＋

ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）Ｔ（ ‖ｇｋ‖
‖ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）‖ｇ

（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）－ｇｋ）

‖ｇｋ‖２
·

ｇ（ｘｋ＋ｘｋ＋ｔｋｄｋ）Ｔｄｋ，
因为ｔｋ 满足（６）式，所以

　　－‖ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）‖２＋

ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）Ｔ（ ‖ｇｋ‖
‖ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）‖ｇ

（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）－ｇｋ）

‖ｇｋ‖２
·

ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）Ｔｄｋ ≤－ｃ‖ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）‖２ ．即（８）式
成立．
　　定理１　对算法１，如果ｇｋ ≠０，则对 ｋ＞０，
充分下降条件（３）式成立．
　　证明　假设ｇ１ ≠０，因为ｄ１＝－ｇ１ ，所以ｇＴ１ｄ１
＝－‖ｇ１‖２ ≤－ｃ‖ｇ１‖２ ．若ｇｋ ≠０，则ｇＴｋｄｋ ≤
－ｃ‖ｇｋ‖２ ＜０，其中ｃ∈ （０，１）．由引理２知，

ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１ ≤－ｃ‖ｇｋ＋１‖２ ．再利用数学归纳法容易得
出定理１．
　　引理３　如果假设１成立，则有

　　ｌｉｍ
ｋ→!
ｔｋ‖ｄｋ‖ ＝０， （９）

　　ｌｉｍ
ｋ→!
－ｔｋｇＴｋｄｋ ＝０． （１０）

　　证明　由假设１有

　　∑
!

ｋ＝１

（ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ＋１））＝ｌｉｍ
Ｎ→!∑

Ｎ

ｋ＝１

（ｆ（ｘｋ）－

ｆ（ｘｋ＋１））＝ｌｉｍ
Ｎ→!
（ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘｋ＋１））＝ｆ（ｘ１）－ｆ１，

所以∑
!

ｋ＝１

（ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ＋１））＜＋!．又由（５）式知

　　ｆ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）－ｆ（ｘｋ）≤αｔｋｇＴｋｄｋ－

μ
２
（ｔｋ）２‖ｄｋ‖２ ，

所以∑
!

ｋ＝１
ｔ２ｋ ‖ｄｋ‖２ ＜ !，∑

!

ｋ＝１
－ｔｋｇＴｋｄｋ ＜ !．

这样容易得到（９）式和（１０）式成立．
　　引理４　如果假设１和２都成立，序列｛ｘｋ｝由算
法１产生．则存在常数Ｍ１ ＞０使得对 ｋ，

　　ｔｋ ≥Ｍ１ ‖ｇｋ‖２／‖ｄｋ‖２ ．
　　引理４的证明可以参考文献［６］中Ｌｅｍｍａ３．３．
　　引理５　如果假设１和２都成立，且对 ｋ，ε
＞０，使得

　　 ‖ｇｋ‖ ≥ε． （１１）

６ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



则存在常数Ｍ２ ＞０，使得对 ｋ，

　　‖ｄｋ‖ ≤Ｍ２ ． （１２）

　　证明　利用 Ｃａｕｃｈｙ－ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式，由（２）
式有

　　 ‖ｄｋ‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋｜β＊ｋ ｜‖ｄｋ－１‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋

ｇＴｋ（‖ｇｋ－１‖‖ｇｋ‖ｇｋ－ｇｋ－１
）

‖ｇｋ－１‖２
‖ｄｋ－１‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋

‖ｇｋ‖·‖ ‖ｇｋ－１‖‖ｇｋ‖ｇｋ－ｇｋ＋ｇｋ－ｇｋ－１‖

‖ｇｋ－１‖２
·

‖ｄｋ－１‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋

‖ｇｋ‖（‖ ‖ｇｋ－１‖‖ｇｋ‖ｇｋ－ｇｋ‖＋‖ｇｋ－ｇｋ－１‖
）

‖ｇｋ－１‖２
·

‖ｄｋ－１‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋
２‖ｇｋ‖‖ｇｋ－ｇｋ－１‖

‖ｇｋ－１‖
‖ｄｋ－１‖ ．

再利用假设２和（１１）式，可得

　　 ‖ｄｋ‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋
２Ｌ‖ｇｋ‖‖ｘｋ－ｘｋ－１‖

‖ｇｋ－１‖
‖ｄｋ－１‖ ≤ ‖ｇｋ‖＋

‖ｇｋ‖２Ｌｔｋ－１‖ｄｋ－１‖ε ‖ｄｋ－１‖ ． （１３）

另外，因为序列 ｛ｘｋ｝有界，又根据假设２，可以推出：
存在Ｍ３ ＞０，使得对 ｋ，

　　 ‖ｇｋ‖ ≤Ｍ３ ． （１４）
所以根据（１３）式和（１４）式得

　　 ‖ｄｋ‖ ≤Ｍ３＋２　
Ｍ３Ｌ
ε
ｔｋ－１‖ｄｋ－１‖２ ＝Ｍ３＋

（２　Ｍ３Ｌ
ε
ｔｋ－１‖ｄｋ－１‖）‖ｄｋ－１‖． （１５）

而由引理３的（９）式容易推知：存在一个常数ｑ∈（０，

１）和 一 个 整 数 ｋ０ ，使 得 对 ｋ ≥ ｋ０ ，有

２　Ｍ３Ｌ
ε
ｔｋ－１‖ｄｋ－１‖ ≤ｑ．所以对 ｋ＞ｋ０ ，由（１５）式

有

　　 ‖ｄｋ‖ ≤Ｍ３＋ｑ‖ｄｋ－１‖≤Ｍ３（１＋ｑ＋ｑ２＋…

＋ｑｋ－ｋ０－１）＋ｑｋ－ｋ０‖ｄｋ０‖ ≤
Ｍ３
１－ｑ＋ｑ

ｋ－ｋ０‖ｄｋ０‖ ≤

Ｍ３
１－ｑ＋‖

ｄｋ０‖．

令Ｍ２ ＝ ｍａｘ｛‖ｄ１‖，‖ｄ２‖，…，‖ｄｋ０‖，
Ｍ３
１－ｑ＋

‖ｄｋ０‖｝，则（１２）式对 ｋ成立．
　　定理２　如果假设１和２都成立，序列｛ｘｋ｝由算
法１产生，则

　　ｌｉｍ
ｋ→!
ｉｎｆ‖ｇｋ‖ ＝０． （１６）

　　证明　反证法．假设结论不成立，则存在常数

ε＞０，使得对 ｋ，

　　‖ｇｋ‖ ≥ε． （１７）
由引理４知，存在常数Ｍ１ ＞０使得对 ｋ，ｔｋ ≥Ｍ１
‖ｇｋ‖２／‖ｄｋ‖２，再结合引理５，可得‖ｇｋ‖２ ≤
Ｍ２
Ｍ１
ｔｋ‖ｄｋ‖ ．令ｋ→ !，利用（９）式，则从以上不等式

可以推出与（１７）式相矛盾的结果．故（１６）式成立．

３　数值实验

　　实验环境为 Ｗｉｎｄｏｗｓ　ＸＰ＋ Ｍａｔｌａｂ６．５，ＣＰＵ
２．８Ｇ，ＲＡＭ　４４８Ｍ，算法线搜索参数为α＝１０－３，ρ＝
０．５，ｃ＝０．３，μ＝０．１，ε＝１０－

５ ，内循环Ａｒｍｉｊｏ搜索
次数限制在１０３ 以内；终止条件为 ‖ｇｋ‖ ≤ε，或总
迭代次数Ｎｉ＞２×１０４ ，或函数计算次数Ｎｆ＞１０５ ．
测试结果见表１．表１中其它符号表示如下：

　　Ｐｒｏｂｌｅｍ表示测试函数的名称，Ｄｉｍ为相应的维
数；Ｎｇ为目标梯度计算次数 （Ｎｇ ＝Ｎｆ）；ｔｉｍｅ为

ＣＰＵ时间（秒）；ｆ＊ 为算法满足精度要求 ‖ｇｋ‖ ≤ε
而终止时，所得近似最优点的函数值．
表１　数值实验结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｎｕｍｂｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔ

Ｐｒｏｂｌｅｍ　 Ｄｉｍ　 Ｎｉ／Ｎｆ（Ｎｇ）／ｔｉｍｅ 　　ｆ＊

ＲＯＳＥ　 ２　 ９０／８１３／０．２１９０　 ５．７９３６６３ｅ－０１１

ＦＲＯＴＨ　 ２　 ９２／９９１／０．２６６０　 ６．６５６８５４ｅ－０１３

ＢＥＡＬＥ　 ２　 ３５／１８５／０．０６２０　 ６．８８９２９７ｅ－０１２

ＪＥＮＳＡＭ　 ２　 ５８／４３３／０．１４１０　 ２．６５３３３３ｅ－００１

ＨＥＬＩＸ　 ３　 １３５８／１２７１３／４．０６２０　 １．９９９４６３ｅ－０１１

ＢＡＲＤ　 ３　 １０４４／４６６９／１．８４４０　 ８．２１４８８０ｅ－００３

ＧＡＵＳＳ　 ３　 ６／２１／０．０１６０　 １．１４７０９３ｅ－００８

ＧＵＬＦ　 ３　 ２／９／０．０７８０　 ３．８５００００ｅ－００２

ＳＩＮＧ　 ４　 １９３１／１３９３４／３．８４４０　 ２．９１５２６１ｅ－００８

ＷＯＯＤ　 ４　 １７７／１６３２／０．４５３０　 １．６７０４１６ｅ－０１１

ＫＯＷＯＳＢ　 ４　 ３１４０／９１９９／３．４６８０　 ３．０７５１６８ｅ－００４

ＯＳＢ２　 １１　 １４０８／７５６１／９．０６３０　 ４．０１３７７４ｅ－００２

ＲＯＳＥＸ　 ８　 １４１／１２７７／０．３５９０　 １．５４９４６３ｅ－０１１

ＲＯＳＥＸ　 ５０　 １４７／１３３４／０．５１６０　 ２．２１９３５２ｅ－０１１

ＲＯＳＥＸ　 １００　 １２６／１１３９／０．６４００　 １．１３９４９０ｅ－０１１

ＳＩＮＧＸ　 ８　 ２８１５／２０２４３／６．０７９０　 ３．１７７０７０ｅ－００８

ＰＥＮ１　 ２　 ７／１６／０．０１５０　 ３．５９１５６０ｅ－００５

ＰＥＮ２　 ４　 ３２／１４６／０．０６３０　 １．０３７５２７ｅ－００５

ＰＥＮ２　 ５０　 １０９５／９１０２／９．０４７０　 ４．２９６０９８ｅ＋０００

ＶＡＲＤＩＭ　 ２　 １２／６８／０．０３１０　 ４．８４１８９５ｅ－０１３

ＶＡＲＤＩＭ　 ５０　 ２１／４３０／０．１７２０　 ４．１５４６３０ｅ－０１６

ＴＲＩＧ　 ３　 ３８／５５／０．０３１０　 ２．５７３６８５ｅ－００３

ＴＲＩＧ　 ５０　 ８６／９２／０．２１９０　 ５．４５２３８９ｅ－００６
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续表１
Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｔａｂｌｅ　１

Ｐｒｏｂｌｅｍ　 Ｄｉｍ　 Ｎｉ／Ｎｆ（Ｎｇ）／ｔｉｍｅ 　　ｆ＊

ＴＲＩＧ　 １００　 ９３／１００／０．９２２０　 ２．４０６０３３ｅ－００６
ＢＶ　 ３　 ２７／１２５／０．０４６０　 ６．５２６５０２ｅ－０１２
ＢＶ　 １０　 ２６６／１１７３／０．４０７０　 ３．２７４２２０ｅ－０１０
ＩＥ　 ３　 １１／３４／０．０１５０　 ６．７３８０５８ｅ－０１２
ＩＥ　 ５０　 １３／４０／０．１１００　 １．０５５１５０ｅ－０１１
ＩＥ　 １００　 １３／４０／０．３４３０　 ２．０９７８０８ｅ－０１１
ＩＥ　 ２００　 １４／４３／１．３７５０　 ８．５２０３１４ｅ－０１２
ＩＥ　 ５００　 １４／４３／８．７８２０　 ２．１２４３３１ｅ－０１１
ＴＲＩＤ　 ３　 ２９／１４４／０．０４７０　 ９．２２９８６６ｅ－００１
ＴＲＩＤ　 ５０　 ８５／５７９／０．２５００　 １．４０７８１２ｅ＋０００
ＴＲＩＤ　 １００　 ７９／５４６／０．５０００　 １．４０７８１２ｅ＋０００
ＴＲＩＤ　 ２００　 ８５／５８１／０．６８７０　 １．４０７８１２ｅ＋０００
ＢＡＮＤ　 ３　 １０／７６／０．０３１０　 ２．１５７８４６ｅ－０１３
ＢＡＮＤ　 ５０　 ３９／３１６／０．２８２０　 ４．０９７３４６ｅ－０１３
ＬＩＮ　 ２　 １／３／０．０１６０　 １
ＬＩＮ　 ５０　 ５／１５／０．０４７０　 ５．００００００ｅ＋００１
ＬＩＮ　 ５００　 １７／５１／５．５９３０　 ５．００００００ｅ＋００２
ＬＩＮ　 １０００　 １／３／０．６４１０　 １．００００００ｅ＋０００
ＬＩＮ１　 ２　 ２１／１９０／０．０６２０　 ４．２８５７１４ｅ－００１
ＬＩＮ１　 １０　 １９／３８１／０．１２５０　 ２．３９１３０４ｅ＋０００

　　从表１的结果看出，对上述测试函数而言，本文
提出的新算法具有比较好的计算效果，适用于大规模
科学计算．
　　致谢：

　　衷心感谢审稿专家提出的修改意见！
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美国研制出廉价石墨烯海绵传感器

　　最近几年，在操作纳米结构并用其制造性能卓越的探测器以精确追踪空气中的化学物质方面，科学家们已
经取得了重大的进步。他们已经研制出各式各样的传感器。然而，传感器的设计都非常复杂，常常依赖单个纳
米结构，而且，科学家们需要对这样的结构进行仔细操作以及更加精确的分析，制造出的传感器还往往不能重
复使用，而且必须在特定的温度或压力下才能工作，因此，科学家们一直没有制造出一款可靠、便宜而且可以重
复使用的手持传感设备。现在，英国科学家们使用石墨烯泡沫研制出一种邮票大小的新型传感器。科学家们
将石墨烯，即单层碳原子，种植在泡沫镍结构上，随后移除泡沫镍，留下一个类似泡沫的石墨烯结构，其具有独
特的电性，能够用于执行传感任务。将新型传感器暴露于空气中时，空气中的粒子会被吸收到泡沫表面，而且
每个这样的粒子会用不同的方式影响石墨烯泡沫，对其电阻进行微小改动。让电流通过其中并测量电阻变化，
就能知道泡沫上依附的是什么粒子。科学家们让大约１００ｍＡ电流通过该泡沫，发现石墨烯泡沫能够导致粒
子解吸，也就是说，粒子自动从传感器上剥落下来，清除这些粒子，传感器就可以重复使用了。

　　石墨烯泡沫非常容易处理，操作简单，在室温下也能很好地工作。这都是科学家们非常心仪的特质。该石
墨烯泡沫传感器可以让科学家们更快制造出更便宜实用的手持传感设备来对大气进行探测。

（据科学网）
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