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摘要：研究序列的偏差与函数极值的关系，并针对不 可 微 优 化 问 题，提 出 基 于 低 偏 差 序 列 Ｈａｌｔｏｎ的 函 数 极 值 搜

索算法．该算法按Ｈａｌｔｏｎ序列采样，以λｋ 为步长，沿各个方向（如坐标轴方向）同时搜索，直到满足要求或达到迭

代上限才退出搜索．
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　　蒙特卡罗搜索在不可微优化中的作用较大，然而

直接使用伪随机序列或拟随机序列来搜索函数极值，
收敛速度较慢．为了加快搜索速度，Ｎｉｅｄｅｒｒｅｉｔｅｒ等［１］

提出一种局部搜索技术，将Ｎ 个 拟 随 机 点 映 射 到 以

ｘＭ （搜索中的极值点）为中心，εｋ 为半径的超立方体

内．这种方法只有在拟随机点的散度ｄＮ ＜ε时，才能

保证搜索到极值点．Ｃｈｒｉｓｔｉａｎ［２］设计了全局自适应搜

索方法，将Ｉｋ 中满足条件的立方体分成２ｓ 个子立方

体，然后在这些立方体的顶点上进行搜索，但是在极

端情况下，Ｉｋ 中的立方体数目会呈指数增加．
　　我们知道，当目标函数ｆ（ｘ）的一阶偏导数不存

在或者计算困难时，共轭梯度法、牛顿－高斯法等将不

能用于搜索ｆ（ｘ）的极值．本文借鉴牛顿 －高斯法，设

计不需要一阶偏导数的局部搜索方法（记为ＵＰＬＳ），
以λｋ 为步长，沿各个方向（如坐标轴方向）同时搜索，
直到搜索到更好的点或达到迭代上限才退出搜索．又

考虑到低偏差［３］序列新产生的点，会散布在前面的点

留下的空隙中，比伪随机序列分布得更均匀．虽然统

计学者已提 出 过 多 种 偏 差 序 列，如 Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｖｏｒｐｕｔ
序列［２］，Ｈａｌｔｏｎ序列［４，５］，Ｆａｕｒｅ序列［６］等．但是 Ｈａｌ－
ｔｏｎ序列构造相对简单，应用也较广泛．因此，我们选

择低偏差序列 Ｈａｌｔｏｎ进行采样，然后再 利 用 ＵＰＬＳ
进行局 部 搜 索，提 出 一 种 基 于 Ｈａｌｔｏｎ的 ＵＰＬＳ算

法，简称 ＨＱＭＣ算法．
　　不失一般 性，仅 考 虑ｓ维 单 位 立 方 体Ｄｓ ＝ ［０，

１］ｓ．ｆ（ｘ）为定义在Ｄｓ 上的函数，满足条件

　　｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖η，ｘ，ｙ∈Ｄｓ，
式中，Ｌ，η＞０．
　　记Ｍ ＝ｍａｘ

ｘ∈Ｄｓ
ｆ（ｘ），ｆ（ｘ）的最大值问题就是寻找

ｘ^，使得ｘ^＝ａｒｇ　ｍａｘ
ｘ∈Ｄｓ
ｆ（ｘ）．

１　低偏差序列与函数极值的关系

　　记Ｐｎ ＝ ｛ｘ１，…，ｘｎ｝为Ｄｓ 上的点集，为说明点

集Ｐｎ 的均匀性，引入偏差的概念．点集Ｐｎ 的偏差［３］

定义为
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　　Ｄ（Ｐｎ）＝ｓｕｐ
Ｊ∈Ｅ
｜Ａ
（Ｊ；Ｐｎ）
ｎ －μ（Ｊ）｜，

其中Ｅ是Ｄｓ 上具有形式∏
ｓ

ｉ＝１
［ｕｉ，ｖｉ］的所有子区

间 的 集 合，μ 是Ｄｓ 上 勒 贝 格 测 度，Ａ（Ｊ；ＰＮ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
χＪ（ｘｉ），Ｊ∈Ｄ

ｓ．

　　对于序列 ｛ｘｉ｝!ｉ＝１ 前ｎ项组成的点集Ｐｎ ，如果偏

差满足Ｄ（Ｐｎ）＝ｏ（ｎ－１（ｌｎ　ｎ）ｎ），则称序列 ｛ｘｉ｝!ｉ＝１ 为

低偏差序列．
　　定理　记Ｍｎ ＝ｍａｘ

ｘ∈Ｐｎ
ｆ（ｘ），则有下式成立

　　Ｍ－Ｍｎ ≤Ｌ（２Ｄ（Ｐｎ）
１
ｓ）η．

　　证明　记Ｄ＊
ｘｎ０
＝‖ｘｎ０ －^ｘ‖＝ｍｉｎｘ∈Ｐｎ

‖ｘ－^ｘ‖ ，

如果ｆ（ｘ）有多个最大值点，只需取诸多Ｄ＊
ｘｎ０

中最小

的即可．对 ε＞０，记

　　Ｉｘｎ０ ＝∏
ｓ

ｉ＝１
［（^ｘ）ｉ－

Ｄ＊
ｘｎ０

２ ＋ε，（^ｘ）ｉ＋
Ｄ＊
ｘｎ０

２ －ε］，

则有

　　Ｉｘｎ０ Ｂ
（^ｘ，Ｄ＊

ｘｎ０
）＝ ｛ｙ｜‖ｙ－ｘ^‖ ≤Ｄ＊

ｘｎ０
｝，

且Ａ（Ｉｘｎ０
；Ｐｎ）＝０．由偏差的定义可知

　　 ［
Ｄ＊
ｘｎ０

２ －ε］ｓ≤Ｄ（Ｐｎ）．

因此，Ｄ＊
ｘｎ０
≤２（Ｄ（ＰＮ））

１
ｓ，Ｍ－ＭＮ ＝｜ｆ（^ｘ）－

ｆ（ｘｎ０）｜≤Ｌ‖^ｘ－ｘｎ０‖η ＝Ｌ（Ｄ
＊
ｘｎ０
）η ≤

Ｌ（２Ｄ（Ｐｎ）
１
ｓ）η，所以定理成立．

２　基于Ｈａｌｔｏｎ序列的函数极值搜索方法

２．１　低偏差序列的选取

　　Ｈａｌｔｏｎ序列产生过程如下：

　　（１）令ｂ是一个素数，那么任意一个非负整数ｎ，
可以唯一的分解成与数基ｂ有关的式子

　　ｎ＝∑
ｍ

ｊ＝０
ａｊｂｊ，

其中ａｊ∈ ｛０，１，…，ｂ－１｝，ｊ＝０，１，…，ｍ．
　　（２）以ｂ为 数 基 的 数，作 反 射 变 换，如 二 进 制

１１０１变为０．１０１１．
　　（３）用十进制表示上一步以ｂ为数基的那个数的

值，即

　　ｂ（ｎ）＝∑
ｍ

ｊ＝０
ａｊｂ－ｊ－１．

　　ｂ（）称为数基ｂ的根式逆函数．若要生成ｓ维

的 Ｈａｌｔｏｎ序列，则取前ｓ个素数ｂ１，…，ｂｓ，并令

　　ｘｎ ＝ （ｂ１（ｎ），…，ｂｓ（ｎ））．

那么称序列 ｛ｘｎ｝!ｎ＝０ 为 Ｈａｌｔｏｎ序列．

　　分别用伪随机序列和 Ｈａｌｔｏｎ序列抽取了二维单

位正方形上的１０００个点．从图１和图２结果可以看

出，Ｈａｌｔｏｎ序列比伪随机序列散布均匀得多，改善了

采样点的质量，所以选择 Ｈａｌｔｏｎ序列进行采样．

图１　伪随机点集

Ｆｉｇ．１　Ｐｓｅｕｄｏ－ｒａｎｄｏｍ　ｐｏｉｎｔ　ｓｅｔ

图２　Ｈａｌｔｏｎ点集

Ｆｉｇ．２　Ｈａｌｔｏｎ　ｐｏｉｎｔ　ｓｅｔ

２．２　函数极值搜索方法

　　给定λ０ ＞０和初值ｘ０ ∈Ｄｓ．
２．２．１　ＵＰＬＳ算法

　　步骤０　ｋ←０，λ←λ０ ；

　　步骤１　计 算ｆ（ｘｋ）和ｆｍａｘ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｓ

｛ｆ（（ｘｋ）ｉ±

λ）｝；

　　步骤２　如果ｆ（ｘｋ）３≥ｆｍａｘ，则λ←λ２
，转步骤

３；否则ｘｋ＋１ ←ａｒｇ　ｍａｘ
１≤ｉ≤ｓ

｛ｆ（（ｘｋ）ｉ±λ）｝，λ←λ０ ，ｋ←

ｋ＋１，转步骤３；

　　步骤３　如果λ，ｋ满足停止规则，停止；否则，转

步骤１．

　　算法中 （ｘｋ）ｉ±λ表示ｘｋ 的第ｉ个分量±λ．显

然，序 列 ｛ｆ（ｘｋ）｝!ｋ＝０ 是 递 增 且 有 界 的，容 易 证 明

ＵＰＬＳ算法所产生的序列 ｛ｆ（ｘｋ）｝!ｋ＝０ 收敛于某一极

大值点．
２．２．２　ＨＱＭＣ算法

　　在ＵＰＬＳ算法的基础上，首先生成 Ｈａｌｔｏｎ点集

０１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



ＰＮ ，然后对 ｘｋ ∈ＰＮ ，进 行 局 部 搜 索，得 ＨＱＭＣ
算法．步骤如下：

　　步骤０　产生 Ｈａｌｔｏｎ点集ＰＮ ＝ ｛ｘ１，…，ｘＮ｝；

ｋ←０，ｘ０ ∈Ｄｓ；^ｘ←ｘ０，^Ｍ ←ｆ（ｘ０）；

　　步骤１　ｋ←ｋ＋１；

　　步 骤２　如 果ｆ（ｘｋ）＞ Ｍ^，则 ｘ^ ←ｘｋ，^Ｍ ←
ｆ（ｘｋ），转步骤３；否则转步骤３
　　步骤３　按ＵＰＬＳ算法寻找出局部最大值点珟ｘ，
转步骤４；

　　步骤４　如果ｆ（珟ｘ）＞Ｍ^ ，则ｘ^←珟ｘ，^Ｍ←ｆ（珟ｘ），
转步骤５；否则转步骤５；

　　步骤５　如果ｋ＞Ｎ ，则停止；否则，转步骤１．
　　在 ＨＱＭＣ中，^ｘ记录 了 所 找 到 的 最 大 值 点，^Ｍ
为相应的值．

３　算例

　　考虑如下的极值问题

　　
ｍａｘ　ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ－０．４３）２＋（ｙ－０．８７）２，
（ｘ，ｙ）∈ ［０，１］２｛ ．

　　显然，问题的最大值为ｆ（１，０）＝１．０８１８，ＵＰＬＳ
的 迭代次数上限设为１００次，ｘ０＝（０．１，０．１），λ０＝１
，而且利用 ＨＱＭＣ搜索ｆ（ｘ，ｙ）的最大值，只用了３
次循环．而计算 分 析 表 明，ＵＰＬＳ迭 代 上 限 的 设 定 对

搜索性能的 影 响 较 大，迭 代 次 数 上 限 设 为１０次 时，

ＨＱＭＣ循 环 １００００ 次 后，搜 索 到 的 最 大 值 为

１．０７９７，误差比较大．因此，ＵＰＬＳ的迭代次数应足够

多，尽可 能 搜 索 到 局 部 极 值，才 能 提 高 ＨＱＭＣ算 法

搜索的可靠性。
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新研究解决核孔复合物调控亚端粒基因沉默

　　端粒是真核生物染色体中基因调控的一个特殊的位点，位于端粒附近的基因其转录活性往往受到抑制，但
细胞如何精确地调控端粒末端基因转录沉默的作用机理尚不清楚。我国科研人员应用系统生物学手段分析，
发现核孔复合物Ｎｕｐ１７０的缺失能导致端粒位置效应的消失，Ｎｕｐ１７０与组蛋白泛素化、组蛋白乙酰化、染色质
重塑分子等众多参与染色质结构的基因存在着遗传互作，并发现其与染色质重塑分子Ｓｔｈ１之间存在着物理相
互作用。研究人员还系统地绘制了Ｎｕｐ１７０在基因组的结合草图，发现了Ｎｕｐ１７０与亚端粒的结合依赖于端
粒沉默信息分子Ｓｉｒ４途径。这项研究成果首次揭示出核孔复合物通过与染色质重塑分子作用调控亚端粒区
域染色质的结构，解决了长期以来人们对核孔复合物调控亚端粒基因沉默作用机制这一科学难题。由于亚端
粒区的基因转录沉默与细胞衰老、人类疾病密切相关，该成果将为探索细胞衰老及相关疾病提供科学依据。

（据科学网）
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