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摘要：研究半参数回归模型ｙｉ ＝ｘｉβ＋ｇ（ｔｉ）＋ｅｉ（１≤ｉ≤ｎ），｛ｅｉ，１≤ｉ≤ｎ｝为正相协序列的未知参数β和未知

函数ｇ（ｔ）小波估计的强相合性，得到它们的强收敛速度．
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　　正相协（ＰＡ）随机变 量［１］在 多 元 统 计 分 析，渗 透

理论，可靠性理论中有应用，而且涉及多门学科，如海

洋、生物、经济等．因此，关于正相协随机变量的研究

已成为近年来的热门课题．Ｃａｍｐｏｓ等［２］在误差独立

同分布时，用核估计的方法讨论有关估计量的平均相

合性、强相合性和渐近正态性，其结果包括连续型随

机变量的密度函数及离散型随机变量的概率函数的

估计问题．文献［３］对部分和的完全收敛性进行讨论，
并给出部分和完全收敛性的矩不等式．文献［４］证明

非参数回归模型中权函数估计的一致渐近正态性，并
给出一致渐 近 正 态 性 收 敛 速 度，即 在 较 合 理 的 条 件

下，这个速度将达到ｎ－３／１４．对于固定设计回归模型

　　ｙｉ＝ｘｉβ＋ｇ（ｔｉ）＋ｅｉ，１≤ｉ≤ｎ， （０．１）

其中（ｘｉ，ｔｉ）为Ｒ×［０，１］上固定的非随机设计点列，

β为未知待估回归 参 数，ｇ（ｔ）是 定 义 在 闭 区 间［０，１］

上的未知函数，｛ｅｉ，１≤ｉ≤ｎ｝是均值为零的随机误

差，文献［５］在误差为ｉ．ｉ．ｄ情况下，用权函数估计研

究参数β和方差σ２的精确收敛速度．文献［６］在误差

为ＮＡ 序列下，研究未知参数β的小波估计的强相合

性，同时也得到了未知函数ｇ（·）小波估计的一致强

相合．文献［７］也在误差为ｉ．ｉ．ｄ．情况下，研究未知参

数β小波估计 的 强 相 合 性，并 得 到 它 们 的 强 收 敛 速

度．文献［８］把小波光滑方法和随机加权方法结合起

来，获得半参数回归模型中参数分量小波估计的随机

加权逼近速度为Ｏ（ｎ－１／２）．
　　从已有的报道结果［４，６～１１］可以发现，小波估计方

法已广泛用于非参数回归模型和半参数回归模型及

参数模 型 的 各 种 统 计 推 断 中．本 文 继 续 研 究 模 型

（０．１），把小波光滑和最小二乘法等结合起来，在误差

｛ｅｉ｝为正相协序列的条件下，对β和ｇ（·）的相关估计

２２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３
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量^βｎ，^ｇｎ（ｔ）的小波估计的强相合性和ｇ^ｎ（ｔ）的一致强

相合进行了讨论，得到了它们的强收敛速度．

１　 预备知识

　　 令Ｅｍ（ｔ，ｓ）＝２ｍＥ０（２ｍｔ，２ｍｓ）＝２ｍ∑
ｋ∈Ｚ
（２ｍｔ－

ｋ）（２ｍｓ－ｋ）．记Ａｉ＝［ｓｉ－１，ｓｉ］为［０，１］上的分割ｓｉ＝
（１／２）（ｔｉ＋ｔｉ＋１），且ｔｉ∈Ａｉ，１≤ｉ≤ｎ．由于（０．１）式

可改为

　　ｙｉ－ｘｉβ＝ｇ（ｔｉ）＋ｅｉ，ｉ＝１，…，ｎ， （１．１）
那么由Ｅｅｉ＝０，有Ｅ（ｙｉ－ｘｉβ）＝ｇ（ｔｉ），ｉ＝１，…，ｎ．
当β为已知时，可定义ｇ（·）的估计为

　　ｇｎ（ｔ）∶＝ｇｎ（ｔ，β）＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｘｉβ）∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ．

（１．２）

若记Ｓ２ｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ２，槇ｘｉ＝ｘｉ－∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ，
槇

ｙｉ＝ｙｉ

－∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ，
槇
ｅｉ＝ｇ（ｔｉ）－ｇｎ（ｔｉ）＋ｅｉ，ｉ＝１，…，

ｎ．那么求∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｘｉβ－ｇｎ（ｔｉ））
２达到最小值的解时，

利用偏残差法和最小二乘法，得到β的估计为

　　^βｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ 槇ｙｉ／Ｓ２ｎ， （１．３）

从而得到ｇ（·）的最终估计为

　　^ｇｎ（ｔ）∶＝ｇｎ（ｔ，^βｎ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｘｉ^βｎ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ． （１．４）

　　定义　称随机变量Ｘ１，…，Ｘｎ（ｎ≥２）是正相协

的．如果对｛１，２，…，ｎ｝的 任 何 两 个 不 相 交 的 非 空 子

集Ａ１ 与Ａ２，都有

　　Ｃｏｖ（ｆ１（Ｘｉ，ｉ∈Ａ１），ｆ２（Ｘｊ，ｊ∈Ａ２））≥０，
其中ｆ１ 和ｆ２ 是任何两个使得协方差存在且对每个

变元均非降（或 同 时 每 个 变 元 均 非 升）的 函 数．称 随

机序列 ｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝是正相协的，若对于每个ｎ≥２，
随机变量Ｘ１，…，Ｘｎ 都是正相协的．
　　 为了论述的需要，给出如下 说 明 及 假 设（Ａ１～
Ａ１０）．文中ｃ１，ｃ２，…，Ｃ均为任意常数（即使在同一式

子中也可以不同），“”表示远远小于．
　　（Ａ１）ｇ（·），ｈ（·）在Ｉ＝ ［０，１］上 连 续，ｘｉ ＝

ｈ（ｔｉ）＋ｕｉ以及ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｕ２ｉ ＝σ，０＜σ＜ ∞；

　　（Ａ２）ｇ（·），ｈ（·）∈Ｈα，α＞２／３，

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜槇ｈ（ｔｉ）｜＝Ｏ（２－ｍ）；

　　（Ａ３）∈Ｓｒ，ｒ≥α．（·）满足１阶Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条

件，且当ξ→０，｜^（ξ）－１｜＝Ｏ（ξ），其 中^为的

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换；

　　（Ａ４）ｃ１／ｎ≤ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ｔｉ－ｔｉ－１）≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ｔｉ－ｔｉ－１）≤

ｃ２／ｎ；

　　（Ａ５）ｃ３ｎ１／４（ｌｏｇｎ）１／４ ≤２ｍ ≤ｃ４ｎ１／２（ｌｏｇ　ｎ）－３／２；

　　（Ａ６）ｃ５ｎ１／３ ≤２ｍ ≤ｃ６ｎ１／３；

　　（Ａ７）（ｉ）ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜≤Ｃ；

　　　　 （ｉｉ）ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜≤Ｃ；

　　　　 （ｉｉｉ）｜∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜＝Ｏ（２ｍ／ｎ）；

　　（Ａ８）（ｉ）ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜槇ｘｉ／Ｓ２ｎ｜＝Ｏ（ｎ－λ），其中１／２＋１／ｒ

＜λ；

　　 　　（ｉｉ）ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ ｜＝ Ｏ（１），ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ ＝

Ｏ（１）；

　　（Ａ９）（ｉ）｛ξｊ，ｊ≥１｝是平稳ＰＡ随机变量序列，
具有零均值和有限二阶矩，ｓｕｐ

ｊ≥１
Ｅ（ξ

２
ｊ）＜ ∞；

　　（ｉｉ）对每一个ｎ，｛ｅｉ，１≤ｉ≤ｎ｝的 联 合 分 布 与

｛ξｉ，１≤ｉ≤ｎ｝的联合分布相同；

　　（Ａ１０）对某个ｒ＞２及δ＞０，ｓｕｐ
ｊ≥１
Ｅ｜ξｊ｜

ｒ＋δ＜∞，

ｕ（ｎ）∶＝∑
∞

ｊ＝ｎ
Ｃｏｖ（ξ１，ξｊ＋１），ｕ（ｎ）＝

Ｏ（ｎ－（ｒ－２）（ｒ＋δ）／（２δ））．
　　 引理１［１２］　 设∈Ｓｑ，则

　　（１）∫
１

０
Ｅｍ（ｘ，ｙ）ｄｙ→１，对ｔ∈［０，１］一致成立，ｍ

→ ∞；

　　（２）ｓｕｐ
ｍ≥１∫

１

０
｜Ｅｍ（ｘ，ｙ）｜ｄｙ＜Ｃ＜ ∞；

　　（３）∫
１

０
｜Ｅｍ（ｘ，ｙ）｜Ｉ（｜ｔｉ－ｔ｜＞ε）ｄｙ→０，对ｘ

∈ ［０，１］一致成立，ε，ｍ→ ∞．
　　 引理２［８］　 如果∈Ｓｒ，ｒ≥α．（·）满 足１阶

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，且当ξ→０，｜^（ξ）－１｜＝Ｏ（ξ），其中

^为的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，ｃ１／ｎ≤ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ｔｉ－ｔｉ－１）≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ｔｉ

－ｔｉ－１）≤ｃ２／ｎ，则

　　（１）ｓｕｐ
０≤ｔ，ｓ≤１

｜Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜＝Ｏ（２ｍ）；

　　（２）ｓｕｐ
０≤ｔ≤１∫

１

０
｜Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜ｄｓ≤Ｃ；

　　（３）ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１∫Ａｊ
｜Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）｜ｄｓ≤Ｃ；

　　（４）ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｊ
｜Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）｜ｄｓ≤Ｃ．

　　 引理３［６］　 设Ｉｋ（ｎ）＝ ｛ｔ｜｜ｔ－ｔｋ（ｎ）｜＜ｎ－λ｝，对

μ，ｕ∈Ｉｋ
（ｎ），当 ｎ → ∞ 时，有∫Ａｉ

Ｅｍ（μ，ｓ）ｄｓ＝
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∫Ａｉ
Ｅｍ（ｕ，ｓ）ｄｓ．若｜∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜＝Ｏ（２ｍ／ｎ），ｉ＝１，

２，…，２ｍ ＝ Ｏ（ｎ１／３），Ｅｏ（ｔ，ｓ） 关 于 ｔ 一 致 满 足

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条 件，且Ｅ（∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ２）＝Ｏ（ｎ１／３－θ），０＜θ＜

１／３，则ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ∑

ｎ

ｉ＝１
ｅｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝０，ａ．ｓ．．

　　 引理４［１１］　 设 ｛εｊ，ｊ≥１｝是平稳ＰＡ随机变量

序列，且 具 有 零 均 值 和 有 限 二 阶 矩．记Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
εｊ，

ｓｕｐ
ｊ≥１
Ｅ（ε２ｊ）＜ ∞，对某个ｒ＞２及δ＞０，ｓｕｐ

ｊ≥１
Ｅ｜εｊ｜ｒ＋δ

＜ ∞，ｕ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－（ｒ－２）（ｒ＋δ）／（２δ））．则

　　 ｓｕｐ
ｍ∈Ｎ∪０

Ｅ｜Ｓｎ＋ｍ －Ｓｎ｜ｒ≤Ｃｎｒ／２．

　　 引理５［４］　设｛ξｊ，ｊ≥１｝是平稳ＰＡ随机变量序

列，且具有零均值和有限二阶矩，ｓｕｐ
ｊ≥１
Ｅ（ξ

２
ｊ）＜ ∞，对

某个ｒ＞２及δ＞０，ｓｕｐ
ｊ≥１
Ｅ｜ξｊ｜

ｒ＋δ ＜ ∞，ｕ（ｎ）＝

Ｏ（ｎ－（ｒ－２）（ｒ＋δ）／（２δ））．又设｛ａｊ，ｊ∈Ｎ｝是一实数列，ａ∶＝
ｓｕｐ｜ａｊ｜＜ ∞，则

　　Ｅ｜∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊξｊ｜

ｒ≤Ｃａｒｎｒ／２．

　　引理６　设｛ｅｉ，ｉ≥１｝是平稳ＰＡ随机变量序列，
条件（Ａ９），（Ａ１０），成立，那么有

　　 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＝ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）， （１．５）

　　ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ２ →σ． （１．６）

　　 证明 　 对 ε＞０，根据 Ｍａｒｋｏｖ不等式及引理

４，知

　　Ｐ（ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＞εｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）≤

Ｅ｜∑
ｍ

ｉ＝１
ｅｉ｜ｒ／（εｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）ｒ≤Ｃ（ｌｏｇ　ｎ）－ｒ，

从而再由Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理，知（１．５）式成立．由条

件（Ａ１），（Ａ７）和引理２（３）可知（１．７）式成立：

　　 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ｈ（ｔｉ）｜·

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１∫Ａｊ
｜Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）｜ｄｓ＋ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｕｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ｜＝Ｏ（１）． （１．７）
又由于

　　ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ２ ＝ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ）２ ＝ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ２－２ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ）＋ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）２≤ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ２＋

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜·２ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ｜＋

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜２，

所以由条件（Ａ８（ｉｉ））及（１．７）式，知（１．６）式成立．

２　 主要结果

　　 定理１　 当条件（Ａ３）～ （Ａ４），（Ａ６）～ （Ａ７），

Ａ８（ｉ），（Ａ９）～（Ａ１０）成立，且｛ｅｉ，ｉ≥１｝为同分布的

平稳ＰＡ序列，那么

　　β^ｎ →β，ａ．ｓ．． （２．１）

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜＝０，ａ．ｓ．． （２．２）

　　 证明 　 由（０．１）式和（１．２）式得

　　ｇｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔｉ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，

ｓ）ｄｓ，Ｅｇｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔｉ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ，

　　ｇｎ（ｔ）－Ｅｇｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ．

由于ｇ（ｔ）在闭区间Ｉ上连续，所以对 ε＞０，η＞
０，当｜ｔ′－ｔ｜≤η时，有｜ｇ（ｘ′）－ｇ（ｘ）｜＜ε．设

｜ｇ（ｔ）｜≤ｃ＜ ∞．又由于

　　ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜Ｅｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔｉ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，

ｓ）ｄｓ－∑
ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔ）·

∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ－ｇ（ｔ）｜＝ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ（ｇ（ｔｉ）

－ｇ（ｔ））｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ－ｇ（ｔ）｜≤

ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜｜ｇ（ｔｉ）－ｇ（ｔ）｜＋｜ｇ（ｔ）｜·

｜∑
ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ－１｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜·

｜ｇ（ｔｉ）－ｇ（ｔ）｜Ｉ（｜ｔｉ－ｔ｜＞δ）ｄｓ＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，

ｓ）｜｜ｇ（ｔｉ）－ｇ（ｔ）｜Ｉ（｜ｔｉ－ｔ｜≤δ）ｄｓ＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇ（ｔ）｜·

｜∑
ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ－１｜≤２ｃｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
｜Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜·

｜Ｉ（｜ｔｉ－ｔ｜＞δ）ｄｓ＋εｓｕｐ
ｔ∈Ｉ∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
｜Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜ｄｓ＋

ｃｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ－１｜，

故对任一δ＞０，当０＜δ＜η时，由引理１可得

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜Ｅｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜＝０． （２．３）

而又由引理３可知

４２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇｎ（ｔ）－Ｅｇｎ（ｔ）｜＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ∑

ｎ

ｉ＝１
ｅｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝０，ａ．ｓ．． （２．４）

又由于

　　ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜ｇｎ（ｔ）－Ｅｇｎ（ｔ）｜＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜Ｅｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜，

那么结合由（２．３）式，（２．４）式得

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜＝０，ａ．ｓ．． （２．５）

　　^βｎ －β ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ 槇ｙｉ／Ｓ２ｎ －β ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ［ｙｉ －

∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｉ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ］／Ｓ２ｎ－β＝∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ［ｘｉβ＋ｇ（ｔｉ）＋

ｅｉ－ｇｎ（ｔｉ）－∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓβ］／Ｓ
２
ｎ－β＝

∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ［槇ｘｉβ＋ｇ（ｔｉ）＋ｅｉ－ｇｎ（ｔｉ）］／Ｓ
２
ｎ－β＝

∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ＋∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ［ｇ（ｔｉ）－ｇｎ（ｔｉ）］／Ｓ２ｎ ≤

｜∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇ（ｔｉ）－ｇｎ（ｔｉ）｜∑

ｎ

ｉ＝１
｜槇ｘｉ｜／Ｓ２ｎ．

（２．６）
又对 ε＞０，根 据 Ｍａｒｋｏｖ不 等 式，引 理５及 条 件

（Ａ８（ｉ）），得

　　Ｐ（｜∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ｜＞ε）≤Ｅ｜∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ｜ｒ／εｒ≤

Ｃｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜槇ｘｉ／Ｓ２ｎ｜ｒｎｒ／２ ≤Ｃｎ－（λ－１／２）ｒ，

所以

　　∑
ｎ
Ｐ（｜∑

ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ｜＞ε）＜ ∞．

从而由Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理，知

　　｜∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ／Ｓ２ｎ｜→０，ａ．ｓ．． （２．７）

因此由（２．５）～ （２．７）式，条件（Ａ８（ｉ））得（２．１）式．
　　 又由（１．２）式和（１．４）式及条件（Ａ７），有

　　ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇｎ（ｔ）｜＝ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ（β－^βｎ）｜≤ｓｕｐｔ∈Ｉ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜｜β－^βｎ｜≤

Ｃ｜β－^βｎ｜．
由（２．１）式，知

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇｎ（ｔ）｜＝０，ａ．ｓ．． （２．８）

又有

　　ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇｎ（ｔ）｜＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜，

再结合（２．５）式和（２．８）式，可得到（２．２）式成立．

　　 定理２　（ｉ）在条件（Ａ１）～ （Ａ５），（Ａ７），引理２
及（２．１）式成立的情况下，如果

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ１／（槡ｎｌｏｇ　ｎ）ｍａｘ

１≤ｍ≤ｎ
｜∑

ｍ

ｉ＝１ｕｊｉ｜＜ ∞，

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ｕｉ｜＝Ｏ（ｎ１／２（ｌｏｇ　ｎ）１／２），

那么

　　^βｎ－β＝Ｏ（ｎ－
１／２（ｌｏｇ　ｎ）１／２），ａ．ｓ．． （２．９）

　　（ｉｉ）在条件（Ａ１）～（Ａ４），（Ａ６），（Ａ７），引理２及

（２．１）式成立情 况 下，如 果 ｍａｘ１≤ｍ≤ｎ｜∑
ｍ

ｉ＝１ｕｊｉ｜＝

Ｏ（ｎ１／３ｌｏｇ　ｎ），那么

　　ｓｕｐ
０≤ｔ≤１

｜^ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜＝Ｏ（ｎ－１／３ｌｏｇ　ｎ），ａ．ｓ．．

（２．１０）

　　证明　（ｉ）记 槇ｇｉ＝ 槇ｇ（ｔｉ），槇ｈｉ＝ 槇ｈ（ｔｉ），槇ｘｉ＝ 槇ｈｉ＋ｕｉ

－∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ，

　　^βｎ－β＝Ｓ－
２
ｎ ｛∑

ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉｅｉ－∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ（∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ）＋∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｘｉ 槇ｇｉ｝∶＝Ｓｎ－２｛Ｉ１ｎ－Ｉ２ｎ＋Ｉ３ｎ｝．

由（１．６）式 可 知，只 需 证 明 ｛Ｉ１ｎ －Ｉ２ｎ ＋Ｉ３ｎ｝＝

Ｏ（ｎｌｏｇ槡 ｎ）即可．

　　｜Ｉ１ｎ｜＝｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉｅｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１

槇ｈｉｅｉ－

∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（∑

ｎ

ｊ＝１
ｕｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）｜ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ｕｉ｜·

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＋ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜槇ｈｉ｜·ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ
｜∑

ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＋

ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤ｎ

｜∫Ａｊ
Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜·ｍａｘ

１≤ｍ≤ｎ
｜∑

ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜·

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＝Ｏ（ｎ１／２（ｌｏｇ　ｎ）１／２）·ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＋

Ｏ（２－ｍ）·ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＋Ｏ（２ｍ／ｎ）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）·

ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＝Ｏ（ｎｌｏｇ槡 ｎ）．

　　｜Ｉ２ｎ｜＝｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ（∑

ｎ

ｊ＝１
ｅｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１

槇ｈｉ（∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）－∑
ｎ

ｉ＝１

（∑
ｎ

ｐ＝１
ｕｐ∫Ａｐ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ）（∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）｜

ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤ｎ

｜∫Ａｊ
Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜·ｍａｘ

１≤ｍ≤ｎ
｜∑

ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜·

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＋ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜槇ｈｉ｜·ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ
｜∑

ｋ

ｉ＝１∫Ａｊ
Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ）｜·ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜＋ ｍａｘ

１≤ｉ，ｊ≤ｎ
｜∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜·
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ｍａｘ
１≤ｍ≤ｎ

｜∑
ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜· ｍａｘ

１≤ｋ，ｊ≤ｎ
｜∑

ｋ

ｉ＝１∫Ａｊ
Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜·

ｍａｘ
１≤ｍ≤ｎ

｜∑
ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜＝Ｏ（２ｍ／ｎ）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）·

ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＋ Ｏ（２－ｍ）·Ｏ（１）·ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＋
Ｏ（２ｍ／ｎ）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）·Ｏ（１）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＝

Ｏ（ｎｌｏｇ槡 ｎ）．

　　｜Ｉ３ｎ｜＝｜∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ 槇ｇｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１

槇ｈｉ 槇ｇｉ－

∑
ｎ

ｉ＝１

（∑
ｎ

ｊ＝１
ｕｊ∫Ａｊ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ）槇ｇｉ｜ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜槇ｇｉ｜·

ｍａｘ
１≤ｍ≤ｎ

｜∑
ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜＋ｎ·ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜槇ｈｉ｜ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜槇ｇｉ｜＋

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜槇ｇｉ｜· ｍａｘ
１≤ｋ，ｊ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１∫Ａｊ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜·

ｍａｘ
１≤ｍ≤ｎ

｜∑
ｍ

ｉ＝１
ｕｊｉ｜＝Ｏ（２－ｍ）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＋ｎ·

Ｏ（２－ｍ）·Ｏ（２－ｍ）＋Ｏ（２－ｍ）·Ｏ（１）·Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）＝

Ｏ（ｎｌｏｇ槡 ｎ）．
　　再证明（ｉｉ）．因为

　　ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜^ｇｎ（ｔ）－ｇ（ｔ）｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｅｉ∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，

ｓ）ｄｓ｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（^βｎ－β）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ｜＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｇ（ｔｉ）∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔｉ，ｓ）ｄｓ－ｇ（ｔ）｜∶＝Ｂ１ｎ－

Ｂ２ｎ＋Ｂ３ｎ．
由条件（Ａ４），（Ａ６）和引理２可知

　　∑
ｎ

ｉ＝１
｜∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜≤∑
ｎ

ｉ＝１∫Ａｉ
｜Ｅｍ（ｔ，ｓ）｜ｄｓ＝

Ｏ（１）；

　　 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ，ｓ）ｄｓ｜＝Ｏ（２ｍ／ｎ）＝ （ｎ－２／３）．

由于Ｅ０（ｔ，ｓ）对ｓ满足１阶Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，所以可得

｜Ｅｍ（ｔ１，ｓ）－Ｅｍ（ｔ２，ｓ）｜≤Ｃ２２　ｍ｜ｔ１－ｔ２｜．当ｓ，ｔ１，ｔ１
∈ ［０，１］时也有

　　 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ１，ｓ）ｄｓ－∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ２，ｓ）ｄｓ｜＝

Ｏ（｜ｔ１－ｔ２｜）．

　　Ｂ１ｎｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｛ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜∑
ｋ

ｉ＝１
ｅｉ｜·ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｜∫Ａｉ

Ｅｍ（ｔ１，ｓ）ｄｓ－

∫Ａｉ
Ｅｍ（ｔ２，ｓ）ｄｓ｜｝＝Ｏ（ｎ１／２ｌｏｇ　ｎ）·Ｏ（｜ｔ１－ｔ２｜）＝
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