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摘要：给出一种用广义特征矩阵计算若当基的方法．该方法在获得亏损矩阵的特征值及其代数重数的基础上，求

出广义特征矩阵，利用系列广义特征矩阵构成分块矩阵，并使每一分块矩阵正好是特征向量或广义特征向量，再

施以初等变换求出若当基．
关键词：亏损矩阵　相似变换矩阵　广义特征矩阵　若当标准形　若当链
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　　求线性微分方程组ｄＸ
ｄｔ ＝ＡＸ＋Ｆ

（ｔ）满足初始

条件ｘｉ（ｔ０）＝ｂｉ，ｉ＝１，…，ｎ的解过程中需要求系数

矩阵Ａ的若当标准型及相似变换矩阵．相似变换矩阵

由Ａ的若当基构成［１，２］，常规方法计算 较 繁 杂．文 献

［１，３，４］把Ａ的若当标准型及若当基等信息，转变为

广义特征矩阵，通过广义特征矩阵，找到了解这类线

性微分方程组的新方法，即求广义特征矩阵只需解一

个仅由Ａ的特征值及代数重数就可获得的的固定线

性方程组，没有用到Ａ的若当标准型及若当基．那么

逆向思考，用Ａ的广义特征矩阵是否可以求出Ａ的若

当基．本文给出这样一种计算若当基的方法．

１　 预备知识

　　 假设复数域上ｎ阶亏损矩阵Ａ 的特征多项式为

Π
ｄ

ｉ＝１
（λ－λｉ）ｎｉ，其中λ１，…，λｄ互异，ｎｉ为λｉ的代数重数，

∑
ｄ

ｉ＝１
ｎｉ＝ｎ．用Ａ１Ａ２表示分块矩阵

Ａ１
Ａ［ ］
２

，那么

Ａ的若当标准形为

　　Ｊ＝Ｊｎ１（λ１） … Ｊｎｄ（λｄ），
其 中 Ｊｎｉ（λｉ）＝ Ｊｎｉ（１）（λｉ） Ｊｎｉ（２）（λｉ） … 
Ｊｎｉ（ｔｉ）（λｉ），而且主对角线上有ｔｉ 个若当块，阶数满足

ｎｉ（１）≥…≥ｎｉ（ｊ）≥…≥ｎｉ（ｔ（ｉ）），ｎｉ（１）为λｉ的几

何重数，某个若当块形如
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　　Ｊｎｉ（ｊ）（λｉ）＝

λｉ １

λｉ １

 
 １
λ

熿

燀

燄

燅ｉ

．

　　 记Ｎｎｉ 表示用０代替Ｊｎｉ（λｉ）的主对角元素λｉ后

得到的幂零矩阵，Ｎ０ｎｉ 表示ｎｉ阶单位矩阵．记ｎ阶矩阵

　　Ｎｉ＝Ｏ … Ｎｎｉ  … Ｏ，
其中除了Ｎｎｉ 之外，都为零．设Ｐ为Ａ 的相似变换矩

阵，即Ａ＝ＰＪＰ－１．称Ａ（ｋ）
ｉ ＝ＰＮｋ

ｉＰ－１ 为对应于特征

值λｉ 的广义特征矩阵，ｋ＝０，１，…，ｎｉ－１．它们具有

与若当链类似的性质［１，３，４］．
　　ＡＡ（ｋ）

ｉ ＝λｉＡ（ｋ）
ｉ ＋Ａ（ｋ＋１）

ｉ ，ｋ≤ｎｉ－２，

　　ＡＡ（ｎｉ－１）ｉ ＝λｉＡ（ｎｉ－１）ｉ ． （１）

记ｇｉ（ｍ）＝ｍｉｎ｛ｍ，ｎｉ－１｝，Ｃｋｍ ＝ ｍ！
ｋ！ｍ－（ ）ｋ ！

，则

　　Ａｍ ＝∑
ｄ

ｉ＝１
∑
ｇｉ（ｍ）

ｋ＝０
Ｃｋｍλｍ－ｋｉ Ａ（ｋ）

ｉ ．

因此，令ｍ＝０，１，…，ｎ－１，可以得到有ｎ个未知量

Ａ（ｋ）
ｉ ，ｉ＝１，…，ｄ；ｋ＝０，１，…，ｎｉ－１的线性方程组

　　∑
ｄ

ｉ＝１
Ａ（０）
ｉ ＝ Ｉ，∑

ｄ

ｉ＝１

（λｉＡ（０）
ｉ ＋ Ａ（１）

ｉ ）＝ Ａ，…，

∑
ｄ

ｉ＝１
∑
ｇｉ（ｎ－１）

ｋ＝０
Ｃｋｎ－１λｎ－１－ｋｉ Ａ（ｋ）

ｉ ＝Ａｎ－１． （２）

解 线 性 方 程 组（２）可 以 求 出 所 有 的 广 义 特 征 矩

阵［１，３，４］．而且列出线性方程组（２），只要求出Ａ 的 特

征值及代数重数即可．
　　 设ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ对应于λｉ 的一条若当链，即

　　Ａｘ１＝λｉｘ１，Ａｘ２＝λｉｘ２＋ｘ２，…，Ａｘｍ ＝λｉｘｍ＋
ｘｍ－１，

ｘ１ 为特征向量，ｘ２，…，ｘｍ 为广义特征向量，如果（Ａ－
λｉＩ）Ｘ＝ｘｍ 无解，则称ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 为极大若当链，

这时向量ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 的深度［５］依次定义为ｍ－１，

ｍ－２，…，０，且用ｄｐ（ｘｋ）表示ｘｋ 的深度．记

　　ｎｕｌｌ（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（１）＝
ｄｅｆ
｛ｘ｜（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（１）ｘ＝Ｏ｝，

　　Ｖ（ｋ）
ｉ ＝｛ｘ∈ｎｕｌｌ（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（１）｜ｄｐ（ｘ）≥ｋ或者

ｘ＝Ｏ｝．
则Ｖ（０）

ｉ ＝ｎｕｌｌ（Ａ－ｘｉＩ）ｎｉ（１）．令

　　Ｗ（ｋ）
ｉ ＝ ｛ｘ｜Ａｘ＝λｉｘ，ｄｐ（ｘ）≥ｋ或ｘ＝Ｏ｝．

显然Ｖ（ｋ）
ｉ 是Ｖ（０）

ｉ 的 子 空 间，Ｗ（ｋ）
ｉ 是Ｖ（ｋ）

ｉ 的 子 空 间，

Ｗ（０）
ｉ Ｗ（１）

ｉ  … Ｗ（ｎｉ（１）－１）ｉ ．
　　 一 个 若 当 块Ｊｎｉ（ｊ）（λｉ）对 应 一 个 极 大 若 当 链

ｘ１（ｉ，ｊ），ｘ２（ｉ，ｊ），…，ｘｎｉ（ｊ）（ｉ，ｊ），如 果 用 经 典 方 法 求

这条极大 若 当 链，首 先 是 通 过 解（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（ｊ）Ｘ ＝
０（（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（ｊ）－１　Ｘ≠０）求出最后一个广义特征向量

ｘｎｉ（ｊ）（ｉ，ｊ），然后令

　　ｘｎｉ（ｊ）－１（ｉ，ｊ）＝ （Ａ－λｉＩ）ｘｎｉ（ｊ）（ｉ，ｊ），ｘｎｉ（ｊ）－２（ｉ，ｊ）

＝ （Ａ － λｉＩ）ｘｎｉ（ｊ）－１（ｉ，ｊ），…，ｘ１（ｉ，ｊ） ＝ （Ａ －
λｉＩ）ｘ２（ｉ，ｊ）．

２　 若当基的计算方法

　　 用广义特征矩阵计算极大若当链：（１）式中非零

的广 义 特 征 矩 阵Ａ（ｎｉ（１）－１）ｉ ，Ａ（ｎｉ（１）－２）ｉ ，…，Ａ（０）
ｉ 构 成 一

条链

　　ＡＡ（ｎｉ（１）－１）ｉ ＝λｉＡ（ｎｉ（１）－１）ｉ ，ＡＡ（ｎｉ（１）－２）ｉ ＝λｉＡ（ｎｉ（１）－２）ｉ

＋Ａ（ｎｉ（１）－１）ｉ ，…，ＡＡ（０）
ｉ ＝λｉＡ（０）

ｉ ＋Ａ（１）
ｉ ． （３）

　　考察这些广义特征矩阵的列向量．记Ａ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ ＝
（ｙ１（ｋ），ｙ２（ｋ），…，ｙｎ（ｋ）），ｋ＝１，…，ｎｉ（１），ｙｕ（ｋ）为

Ａ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ 的第ｕ列，当ｋ取遍１至ｎｉ（１）时，由（３）式有

　　Ａｙｕ（１）＝λｉｙｕ（１），Ａｙｕ（２）＝λｉｙｕ（２）＋ｙｕ（１），
…，Ａｙｕ（ｎｉ（１））＝λｉｙｕ（ｎｉ（１））＋ｙｕ（ｎｉ（１）－１），
因此ｙｕ（１），ｙｕ（２），…，ｙｕ（ｎｉ（１））构成一条若当链．
　　 令

　　Ｂｉ＝

Ａ（ｎｉ（１）－１）ｉ

Ａ（ｎｉ（１）－２）ｉ

…

Ａ（０）

熿

燀

燄

燅ｉ

＝

ｙ１（１） ｙ２（１） … ｙｎ（１）

ｙ１（２） ｙ２（２） … ｙｎ（２）
… … … …

ｙ１（ｎｉ（１）） ｙ２（ｎｉ（１）） … ｙｎ（ｎｉ（１

熿

燀

燄

燅））

．

Ｂｉ 为ｎ×ｎｉ（１）分 块 矩 阵，其 中 （ｕ，ｋ）块ｙｕ（ｋ）是

Ａ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ 的第ｕ列．称Ｂｉ 为对应于λｉ 的若当链矩阵．
　　 命题１　 如果Ｂｉ 经分块矩阵的列初等变换后，
某列非零，则它仍然包含有一条若当链．
　　 证明 　 由第ｕ列加上第ｖ列的ａ倍，得

　　ｙｕ（１）＋ａｙｖ（１），…，ｙｕ（ｋ）＋ａｙｖ（ｋ），…，

ｙｕ（ｎｉ（１））＋ａｙｖ（ｎｉ（１））． （４）
显然（４）式 满 足Ａ（ｙｕ（１）＋ａｙｖ（１））＝λｉ（ｙｕ（１）＋
ａｙｖ（１）），

　　Ａ（ｙｕ（ｋ）＋ａｙｖ（ｋ））＝λｉ（ｙｕ（ｋ）＋ａｙｖ（ｋ））＋
（ｙｕ（ｋ－１）＋ａｙｖ（ｋ－１）），ｋ＝２，…，ｎｉ（１）．
所以（４）式 的 向 量 不 全 为 零，即 它 们 构 成 一 条 若 当

链．其他两种情况易证．
　　定义１　一个若当链矩阵称为分块阶梯矩阵，如
果它满足

　　（１）每一行的向量线性无关；

　　（２）第ｋ行的非零向量比第ｋ＋１行的少；

　　（３）每行的非零向量排在零向量的左边．
　　 定理 　 经过系列的分块矩阵的列初等变换后，

８２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



若链矩阵Ｂｉ 可以变为分块阶梯矩阵Ｂ
～

ｉ，则Ｂ
～

ｉ 包含

ｎｕｌｌ（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（１）的一组基．
　　证明　用ｒｋ 表示Ｂｉ的第ｋ行ｙ１（ｋ），ｙ２（ｋ），…，

ｙｎ（ｋ）的秩，由于这些向量是Ａ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ 的所有列向量，
则有

　　ｒｋ ＝ｒａｎｋ　Ａ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ ，ｋ＝１，…，ｎｉ（１）．
因为ｒ１≤…≤ｒｋ≤…≤ｒｎｉ（１），那么可以用下列方法

对分块矩阵的列初等变换，把Ｂｉ 变为阶梯矩阵：

　　 首先，Ｂｉ 的第一行变为

　　（ｙ
～

１（１），ｙ
～

２（１），…，ｙ
～

ｒ１
（１），Ｏ，…，Ｏ），

其中前ｒ１ 个向量ｙ
～

１（１），ｙ
～

２（１），…，ｙ
～

ｒ１
（１）线性无关，

其余向量为零向量．Ｂｉ 的前ｒ１列被变为

　　（ｙ
～

ｕ （１）Ｔ，ｙ
～

ｕ （２）Ｔ，…，ｙ
～

ｕ （ｋ）Ｔ，…，

ｙ
～

ｕ （ｎｉ（１））Ｔ）Ｔ，ｕ＝１，２，…，ｒ１．
　　其次，第二行中的前ｒ１＋１到ｒ２ 个块被变成线性

无关的向量ｙ
～

ｒ１＋１
（２），…，ｙ

～

ｒ２
（２），从ｒ２＋１到最后一个

块被变为零向量．
　　 继续进行类似的分块矩阵的列初等变 换，Ｂｉ 最

终变为

　　Ｂ
～
ｉ＝

ｙ
～
１（１）ｙ

～
２（１）… ｙ

～
ｒ１
（１）

ｙ
～
１（２）ｙ

～
２（２）… ｙ

～
ｒ１
（２） … ｙ

～
ｒ２
（２）

   

ｙ
～
１（ｋ）ｙ

～
２（ｋ）… ｙ

～
ｒ１
（ｋ） … ｙ

～
ｒ２
（ｋ） … ｙ

～
ｒｋ
（ｋ）

    

ｙ
～
１（ｂ）ｙ

～
２（ｂ）… ｙ

～
ｒ１
（ｂ） … ｙ

～
ｒ２
（ｂ） … ｙ

～
ｒｋ
（ｂ） … ｙ

～
ｒｂ
（ｂ） Ｏ

熿

燀

燄

燅…

，

其中ｂ＝ｎｉ（１）．

　　 根据命题１，知Ｂ
～

ｉ 的前ｒｎｉ（１）列的每一列包含一

条若当链．这些列中每一个非零向量为特征向量．容

易看出Ｂ
～

ｉ的第一行的前ｒ１ 个向量是深度为ｎｉ（１）－１

的特征向量．它们构成Ｗ（ｎｉ（１）－１）ｉ 的一组基．所以Ｂ
～

ｉ 的

前ｒ１列是具有长度ｎｉ（１）的极大若当链．

　　 由于Ｂｉ 的第二行是Ａ（ｎｉ（１）－２）ｉ 的列向量，其中的

非零向量的深度至少是ｎｉ（１）－２．显然Ｂ
～

ｉ 的第二行

从第ｒ１＋１到第ｒ２ 个向量

　　ｙ
～

ｒ１＋１
（２），…，ｙ

～

ｒ２
（２） （５）

是深 度 至 少 为ｎｉ（１）－２的 特 征 向 量．它 们 构 成

Ｗ（ｎｉ（１）－２）ｉ 的一组基．又假设

　　ｄｉｍＷ（ｎｉ（１）－２）ｉ －ｄｉｍＷ（ｎｉ（１）－１）ｉ ＝ｄｎｉ（１）－１ ≠０，
则Ｗ（ｎｉ（１）－２）ｉ Ｗ（ｎｉ（１）－１）ｉ ．根据命题１，知（５）式中存在

至少ｄｎｉ（１）－１ 个深度为ｎｉ（１）－２的特征向量．

　　通常Ｂ
～

ｉ 的第ｋ行从第ｒｋ－１＋１至ｒｋ 个向量构成

Ｗ（ｎｉ（１）－ｋ）ｉ 的一组基．如果ｄｎｉ（１）－ｋ＋１≠０，则Ｂ
～

ｉ的第ｋ行

存在至少ｄｎｉ（１）－ｋ＋１ 个具有深度ｎｉ（１）－ｋ的特征向量，
它们所在的列构成ｄｎｉ（１）－ｋ＋１条长度为ｎｉ（１）－ｋ＋１的

极大若当链．
　　当ｋ取遍２到ｎｉ（１），就获得了ｎｕｌｌ（Ａ－λｉＩ）ｎｉ（１）

的一组基．
　　 由上述证明得如下推论．根据此推 论 我 们 容 易

从Ｂ
～

ｉ中选择出ｄｎｉ（１）－ｋ 条深度为ｎｉ（１）－ｋ＋１的极大

若当链．

　　 推论　令ｙ
～

ｍ（ｋ），…，ｙ
～

ｍ（ｎｉ（１））为Ｂ
～

ｉ的第ｍ列

中的若当链．则

　　（１）ｙ
～

ｍ（ｋ），…，ｙ
～

ｍ（ｎｉ（１））为极大若当链；

　　（２）珘ｙｍ（ｋ）Ｗ（ｎｉ（１）－ｋ＋１）ｉ ；

　　（３）线性方程组（Ａ－λｉＩ）Ｘ＝ｙ
～

ｍ（ｎｉ（１））无解．

３　 实例

　　 令

　　Ａ＝

－１　 ２　 ０　 １
０ －５ －３ －２
０ ０ －１　 ０

熿

燀

燄

燅０　 ８　 ５　 ３

．

请用广义特征矩阵计算Ａ的若当基．
　　 显然Ａ的特征方程为 λＩ－Ａ ＝（λ＋１）４＝０，特
征值为λ１＝－１，其代数重数为ｎ１＝４．根据（２）式，得

　　

Ａ（０）
１ ＝Ｉ，

（－１）Ａ（０）
１ ＋Ａ（１）

１ ＝Ａ，

（－１）２　Ａ（０）
１ ＋Ｃ１２（－１）Ａ（１）

１ ＋Ａ（２）
１ ＝Ａ２，

（－１）３　Ａ（０）
１ ＋Ｃ１３ （－１）２　Ａ（１）

１ ＋Ｃ２３（－１）Ａ（２）
１ ＋Ａ（３）

１ ＝Ａ３

烅

烄

烆 ．

解线性方程组，求出Ａ（０）
１ ，Ａ（１）

１ ，Ａ（２）
１ ，Ａ（３）

１ ，其中Ａ（３）
１ ＝

Ｏ．所以仅用Ａ（２）
１ ，Ａ（１）

１ ，Ａ（０）
１ 构成分块矩阵求若当基．

　　Ｂ１ ＝

Ａ（２）
１

Ａ（１）
１

Ａ（０）

熿

燀

燄

燅１

＝

０ ０ －１　 ０
０　 ０　 ２　 ０
０ ０ ０ ０
０ ０ －４　 ０
０　 ２　 ０　 １
０ －４ －３ －２
０ ０ ０ ０
０　 ８　 ５　 ４
１　 ０　 ０　 ０
０　 １　 ０　 ０
０　 ０　 １　 ０





熿

燀

燄

燅０　 ０　 ０　 １

→ … →
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－１　 ０　 ０　 ０
２　 ０　 ０　 ０
０ ０ ０ ０
－４　 ０　 ０　 ０
０　 １　 ０　 ０
－３ －２　 ０　 ０
０ ０ ０ ０
５　 ４　 ０　 ０
０　 ０　 ０　 １
０　 ０　 １　 ０
１　 ０　 ０　 ０
０　 １ －





熿

燀

燄

燅２　０

＝

ｙ
～

１（１）

ｙ
～

１（２） ｙ
～

２（２）

ｙ
～

１（３） ｙ
～

２（３） ｙ
～

３（３） ｙ
～

（３

熿

燀

燄

燅）

＝Ｂ
～

１．

　　注　上述计算经过一系列分块矩阵的列初等变

换：交换第１、３列的位置，交换第２、４列的位置，第４
列加上第２列的－２倍，交换第３、４列的位置．

　　 显然ｙ
～

１（１）＝ （－１，２，０，－４）Ｔ 是Ｗ（２）
１ 的一组

基，且Ｂ
～

１ 的第一列

　　ｙ
～

１（１）＝ （－１，２，０，－４）Ｔ，ｙ
～

１（２）＝ （０，－３，０，

５）Ｔ，ｙ
～

１（３）＝ （０，０，１，０）Ｔ

是一条长度为３的极大若当链；ｙ
～

２（２）＝（－１，２，０，－
４）Ｔ 是Ｗ（１）

１ 的一组基，由于ｄ１＝ｄｉｍＷ（１）
１ －ｄｉｍＷ（２）

１

＝０，没有长度为２的极大若当链；ｙ
～

３（３）＝（０，１，０，－

２）Ｔ，ｙ
～

３（４）＝ （１，０，０，０）Ｔ 是Ｗ（０）
１ 的一组基．又由于

ｄ０ ＝ｄｉｍ　Ｗ（０）
１ －ｄｉｍ　Ｗ（１）

１ ＝１，且珘ｙ３（３）Ｗ（１）
１ ，所

以可以选择ｙ
～

３（３）为长度为１的极大若当链．因此Ａ

的若当 基 有 两 条 极 大 若 当 链：ｙ
～

１（１），ｙ
～

１（２），ｙ
～

１（３）；

ｙ
～

３（３）．
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科学家揭示维持生物钟正常工作新机制

　　生物节律是以生命活动２４ｈ为周期的内在周期性节律。早在世界上第一个单细胞生物出现以前，地球已
经自转了大约２０亿年，为了适应这种昼夜环境周期性的变化，地球上的许多生物体内发育分化出一个特殊系
统———生物钟，用以协调各种不同组织与器官的昼夜节律。为了了解生物钟基因的作用，科学家们进行了大量
的研究工作。最近，中国南京大学医学院和美国加州大学的科研人员通过构建单突变和双突变小鼠，进行了遗
传相互作用筛选分析。结果发现在Ｆｂｘｌ３缺陷型小鼠中删除Ｒｅｖ－ｅｒｂα基因，就能恢复其长期生物钟周期表
型。此外，Ｆｂｘｌ３还能通过令Ｒｅｖ－ｅｒｂ组蛋白去乙酰化酶３阻遏子复合物失活，来调控Ｒｅｖ－Ｅｒｂ／视黄酸受体相
关孤儿受体结合元件（ＲＲＥ）介导的转录。Ｆｂｘｌ３也能调控Ｅ－ｂｏｘ驱动基因表达的表达量。说明Ｆｂｘｌ３在哺乳
动物生物节律反馈环路中扮演了两种不同的角色，从而揭示了一种周期确定和维持生物钟正常工作的新机制。

（据科学网）

０３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３


