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摘要：给出素数幂的最大公因数序列和Ｓ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄ（ｋ），Ｓα（ｎ）＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｄα（ｋ）的具体公式，其中，ｐ为素数，ｋ为正

整数，ｄ（ｋ）＝ｇｃｄ（ｐｋ＋１，ｐｐ
ｋ－１
＋１），并证明Ｓα（ｎ）（ｎ→ !）是发散的．

关键词：素数　最大公因数序列　发散

中图法分类号：Ｏ１５６．１　　文献标识码：Ａ　　文章编号：１００５－９１６４（２０１３）０２－００９９－０２

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｌｅｔ　ｐｂｅ　ａ　ｐｒｉｍｅ　ｎｕｍｂｅｒ，ｌｅｔ　ｋｂｅ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ，ａｎｄ　ｄ（ｋ）＝ｇｃｄ（ｐｋ＋１，ｐｐ
ｋ－１

＋
１）．Ｔｈｅ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｕｍ　ｏｆ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒｅａｔｅｓｔ　ｃｏｍｍｏｎ　ｄｉｖｉｓｏｒ　ｏｆ　ｐｒｉｍｅ

ｐｏｗｅｒ　ｗａｓ　ｇｉｖｅｎ　ｔｏ　ｂｅ　ａｓ　Ｓ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄ（ｋ），Ｓα（ｎ）＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｄα（ｋ），ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｃａｔｔｅｒ　ｏｆ　Ｓα（ｎ）（ｎ→∞）

ｗａｓ　ｐｒｏｖｅｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｐｒｉｍｅ，ｇｒｅａｔｅｓｔ　ｃｏｍｍｏｎ　ｆａｃｔｏｒ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ

　　若ｐ是素数，而且对于正整数ｋ，设

　　ｄ（ｋ）＝ｇｃｄ（ｐｋ＋１，ｐｐ
ｋ－１

＋１）， （１）

　　Ｓ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄ（ｋ）， （２）

　　Ｓα（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄα（ｋ）， （３）

　　Ｓ（α）＝∑
!

ｋ＝１

１
ｄα（ｋ）．

（４）

文 献［１］已证明命题“当ｐ≠２时，Ｓ（ｎ）＝ｎ（ｐ＋１）＋

∑
!

ｒ＝１

［ｎ／ｐｒ］（ｐｐ
ｒ

－ｐｐ
ｒ－１），其中［ｎ／ｐｒ］是ｎ／ｐｒ 的整数

部分”不成立，那么肯定不能由此命题来证明Ｓ（α）是

发散的．本文在此基础上，给出Ｓ（ｎ）的具体公式，并

证明Ｓ（α）是发散的．
　　 引理 　 设ｐ是不等于２的素数，ｎ∈Ｎ，则不超

过ｎ且能表示成ｋ＝ｐｒｔ（ｒ≥０，整数ｔ是与ｐ互素的

正整数）的正奇数ｋ的个数为

　　Φ（ｋ）＝

［ｎ／ｐｒ］－［ｎ／ｐｒ＋１］
２

，［ｎ／ｐｒ］与

　　［ｎ／ｐｒ＋１］同奇偶，
［ｎ／ｐｒ］－［ｎ／ｐｒ＋１］－１

２
，［ｎ／ｐｒ］

　　 为偶数且［ｎ／ｐｒ＋１］为奇数，
［ｎ／ｐｒ］－［ｎ／ｐｒ＋１］＋１

２
，［ｎ／ｐｒ］

　　 为奇数且［ｎ／ｐｒ＋１］为偶数

烅

烄

烆 ．

（５）

［ｘ］表示ｘ的整数部分．

　　 证明 　 由文献［２］定理１．１１．１的证明过程可

知，不超过ｎ且能表示成ｋ＝ｐｒｔ（ｒ≥０，整数ｔ是与ｐ

互素 的 正 整 数）的 正 整 数ｋ 的 个 数 恰 有 ?ｎ／ｐｒ」

－?ｎ／ｐｒ＋１」个．

　　当ｋ＝ｐｒｔ时，ｋ与ｔ同奇偶，且对于任意ｒ，ｔ的取

值可以排列成下列形式：

　　１，２，３，…，ｐ－１，（ｐ），

　　ｐ＋１，ｐ＋２，ｐ＋３，…，２ｐ－１，（２ｐ），

　　２ｐ＋１，２ｐ＋２，２ｐ＋３，…，３ｐ－１，（３ｐ），
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　　３ｐ＋１，３ｐ＋２，３ｐ＋３，…，４ｐ－１，（４ｐ），

　　…，［ｎ／ｐｒ］．

其中“（）”不 是ｔ的 取 值．由 此 可 以 看 出：当?ｎ／ｐｒ」
与?ｎ／ｐｒ＋１」同 奇 偶 时，ｔ 的 奇 偶 个 数 各 占 一 半；

当?ｎ／ｐｒ」为奇数且?ｎ／ｐｒ＋１」为偶数时，ｔ为奇数的个

数比偶数个数多一个；当?ｎ／ｐｒ」为偶数且?ｎ／ｐｒ＋１」为

奇数时，ｔ为偶数的个数比奇数个数多一个．因此，引

理得证．
　　 以下Φ（ｋ）都表示不超过ｎ且能表成ｋ＝ｐｒｔ（ｒ

≥０，整数ｔ是与ｐ互素的正整数）的正奇数ｋ的个数．
　　定理１　当ｐ＝２时，Ｓ（ｎ）＝ｎ＋６；当ｐ≠２时，

　　Ｓ（ｎ）＝
ｎ＋∑

!

ｒ＝０
Φ（ｋ）（ｐｐ

ｒ

＋１），ｎ为偶数，

ｎ－１＋∑
!

ｒ＝０
Φ（ｋ）（ｐｐ

ｒ

＋１），ｎ为奇数
烅

烄

烆
．

（６）

　　 证明 　 由文献［１］知，当ｐ＝２时，Ｓ（ｎ）＝ｎ＋
６；

　　 以下讨论当ｐ≠２时的情况．
　（Ⅰ）当ｋ为 偶 数 时，设ｑ（ｑ为 素 数）为ｐｋ＋１和

ｐｐ
ｋ－１

＋１的一个公因数．由于２｜ｐｋ＋１，２｜ｐｐ
ｋ－１

＋１，
因此ｐｋ＋１和ｐｐ

ｋ－１

＋１的素公因数存在，且ｑ≠ｐ．
又因为

　　ｐｋ ≡－１（ｍｏｄｑ）， （７）

　　ｐｐ
ｋ－１

≡－１（ｍｏｄｑ）， （８）
那么一定存在正整数ｍ，使得

　　ｐｍ ≡－１（ｍｏｄ　ｑ）． （９）
设ｄ为满足（９）式最小的正整数ｍ，因此有

　　ｐｄ ≡－１（ｍｏｄ　ｑ）． （１０）
根据文献［３］，由（８）式和（１０）式可知，ｐｋ－１ ≡０（ｍｏｄ
ｄ）．那么ｄ必为奇数，且由（７）式和（１０）式可知，

　　ｋ≡０（ｍｏｄ　ｄ）， （１１）
即ｋ＝ｄｅ且ｅ必 为 偶 数．再 由（１０）式 可 知ｐｄｅ ≡
１（ｍｏｄ　ｑ），即

　　ｐｋ ≡１（ｍｏｄ　ｑ）． （１２）
又由（７）式和（１２）式可得２≡０（ｍｏｄ　ｑ）．再因为ｐｋ＋
１，ｐｐ

ｋ－１

＋１都是偶数，因此当ｋ为偶数时，

　　ｄ（ｋ）＝２． （１３）

　　（Ⅱ）当ｋ为奇数时，由（８）式和（１０）式知

　　ｐｋ－１ ≡０（ｍｏｄ　ｄ）， （１４）
那么存在整数ｒ，使得

　　ｄ＝ｐｒ，０≤ｒ≤ｋ－１． （１５）
所以，当ｋ＝ｐｒｔ（ｔ是与ｐ互素的正奇数）时，又因为ｒ

＜ｐｒｔ－１，得

　　（ｐｒｔ，ｐｐ
ｒｔ－１）＝ｐｒ． （１６）

由（７）式知，

　　ｄ（ｋ）＝ｇｃｄ（ｐｋ＋１，ｐｐ
ｋ－１

＋１）＝ｐｐ
ｒ

＋１．（１７）
因此由（１７）式和（１３）式知，（６）式成立．
　　 定理２　 当ｐ＝２时，Ｓα（ｎ）＝３α＋５α＋ｎ－２；
当ｐ≠２时，

　　Ｓα（ｎ）＝

２α－１　ｎ＋∑
!

ｒ＝０
Φ（ｋ）（ｐｐ

ｒ

＋１）α，ｎ为偶数，

２α－１（ｎ－１）＋∑
!

ｒ＝０
Φ（ｋ）（ｐｐ

ｒ

＋１）α，ｎ为奇数
烅

烄

烆
，
（１８）

其中α为任意实数，且Ｓα（ｎ）在ｎ→ !是发散的．
　　 证明 　 由文献［１］中定理１知，当ｐ＝２时，

　　ｄ（ｋ）＝
３，ｋ＝１，

５，ｋ＝２，

１，ｋ≥３
烅
烄

烆 ．

（１９）

所以Ｓα（ｎ）＝３α＋５α＋ｎ－２．又因为α是已知的，所
以当ｎ→ !，Ｓα（ｎ）是发散的．当ｐ≠２时，由（１７）式和

（１３）式知，（１８）式成立．又因为Ｓα（ｎ）＞２α（ｎ－１），
所以ｎ→ !时，Ｓα（ｎ）是发散的．
　　 定理３　 对于任意实数α，Ｓ（α）都是发散的．
　　 证明 　 当ｐ＝２时，由（１９）式知Ｓ（α）发散；当

ｐ≠２时，由（１３）式知，当ｋ为偶数时ｄ（ｋ）＝２．又因

为Ｓ（α）＞∑
!

ｋ＝１

１
ｄα（２ｋ）＝

１
２α＊

!，所以Ｓ（α）是发散

的．
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