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摘要：给出一个三项ＬＳ共轭梯度方法，并在适当条件下获得此方法对一般函数的全局收敛性．该方法能保证搜

索方向在不需要任何线搜索下具有充分下降性，而且比通常的ＬＳ方法更具竞争性．
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　　对于问题

　　ｍｉｎｆ（ｘ）

　　ｘ∈Ｒｎ， （０．１）
其中ｆ（ｘ）是Ｒｎ→Ｒ的连续可微函数，有很多求解方
法．其中共轭梯度法结构简单且效果明显，特别是针
对大规模优化问题．该方法已是优化界的研究热点，
其一般迭代公式为

　　ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｋ＝０，１，２，…

ｘｋ是第ｋ次迭代点，αｋ＞０是步长，ｄｋ是搜索方向，其
定义形式为

　　ｄｋ ＝
－ｇｋ，ｉｆ，ｋ＝０，

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｉｆ，ｋ≥１｛ ，
其中βｋ∈Ｒｅ是一个参数．人们根据βｋ的选取不同来
命名不同的共轭梯度法．著名的共轭梯度法（ＰＲＰ）
中βｋ 的定义式

［１，２］为

　　β
ＰＲＰ
ｋ ＝ｇ

Ｔ
ｋ＋１（ｇｋ＋１－ｇｋ）
‖ｇｋ‖２

，

其中ｇｋ＝ｆ（ｘｋ），ｇｋ＋１＝ｆ（ｘｋ＋１）分别表示函数

ｆ（ｘ）在ｘｋ和ｘｋ＋１的梯度值，‖·‖是欧氏向量范数．
ＰＲＰ方法具有自动再开始的性质，数值表现优越．但
是ＰＲＰ方法的收敛性不理想，Ｐｏｗｅｌｌ［１３］曾列举过一
个反例说明ＰＲＰ方法对某些非凸函数不具有全局收
敛性，原因是参数β

ＰＲＰ
ｋ 可能小于零．鉴于此，Ｇｉｌｂｅｒｔ

等［４］证明βｋ＋＝ｍａｘ｛０，β
ＰＲＰ
ｋ ｝方法在弱Ｗｏｌｆｅ－Ｐｏｗｅｌｌ

线搜索下的全局收敛性．还有研究已发现，ＰＲＰ方法
收敛性不好的另一个原因在于它不具有充分下降性．
充分下降性是指，对所有ｋ，下式成立

　　ｄＴｋｇｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２． （０．２）

此性质在收敛性分析中起着非常重要的作用．因此，

许多学者都希望找到数值表现可与ＰＲＰ相媲美同时
性质又比其好的方法［５～１１］．如Ｙｕａｎ［７］给出一个修改
的ＰＲＰ公式：

　　β
ＭＰＲＰ
ｋ ＝β

ＰＲＰ
ｋ －ｍｉｎ｛β

ＰＲＰ
ｋ ，μ‖ｙｋ‖

２

‖ｇｋ‖４ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｄｋ｝，

其中μ＞
１
４
是常数，ｙｋ ＝ｇｋ＋１－ｇｋ．该方法能保证

β
ＭＰＲＰ
ｋ ≥０，且自动拥有充分下降性，所以其数值表现

优于ＰＲＰ方法．Ｚｈａｎｇ等［１２］给出一个ＰＲＰ三项共轭
梯度方法，其方向定义为

８４３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１３
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　　ｄｋ＋１ ＝
－ｇｋ＋１＋β

ＰＲＰ
ｋ ｄｋ－ｋｙｋ，ｉｆ，ｋ≥１，

－ｇｋ＋１，ｉｆ，ｋ＝０｛ ，

其中ｋ＝ ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｄｋ
‖ｇｋ‖２

，β
ＰＲＰ
ｋ ＝ ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙｋ
‖ｇｋ‖２

，容易得到ｄＴｋｇｋ＝

－‖ｇｋ‖２．而通常的ＬＳ公式的βｋ 定义
［１３］如下

　　β
ＬＳ
ｋ ＝ ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙｋ
－ｄＴｋｇｋ

．

与三项ＰＲＰ方法类似，具有充分下降性的三项ＬＳ公
式定义为

　　ｄｋ＋１ ＝
－ｇｋ＋１＋β

ＬＳ
ｋｄｋ＋ｄ

Ｔ
ｋｇｋ＋１
ｄＴｋｇｋｙｋ

，ｉｆ，ｋ≥１，

－ｇｋ＋１，ｉｆ，ｋ＝０
烅
烄

烆 ．
（０．３）

此方法仅仅利用梯度值信息，忽略了函数值信息．最
近文献［１４］给出了新的拟牛顿方程

　　Ｂｋ＋１ｓｋ ＝ｙ＊ｋ ，
其中ｙ＊ｋ ＝ｙｋ＋γｋｓｋ，γｋ ＝ｍａｘ｛０，
（ｇｋ＋１＋ｇｋ）Ｔｓｋ＋３（ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ＋１））

‖ｓｋ‖２
｝，Ｂｋ＋１ 是拟牛

顿矩阵．此拟牛顿方程中同时含有函数值信息和梯度
值信息，且比原拟牛顿方法具有更好的收敛性和数值
表现．受此启发，本文给出一个三项ＬＳ共轭梯度方法

　　ｄｋ＋１ ＝
－ｇｋ＋１＋β

ＭＬＳ
ｋ ｄｋ＋ｄ

Ｔ
ｋｇｋ＋１
ｄＴｋｇｋｙ

＊
ｋ ，ｉｆ，ｋ≥１，

－ｇｋ＋１，ｉｆ，ｋ＝０
烅
烄

烆 ，
（０．４）

其中β
ＭＬＳ
ｋ ＝ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙ＊ｋ
－ｄＴｋｇｋ

．可以看出新公式不但拥有梯度

值还拥有函数值信息．

１　修改的三项ＬＳ共轭梯度算法

　　 为表述需要，称修改的三项ＬＳ共轭梯度算法为
算法１，其步骤如下：

　　 步骤０　给定ｘ０∈Ｒｅｎ，δ∈（０，１／２），σ∈（δ，１）
和终止参数ε＞０．令ｄ０ ＝－ｇ０ ＝－ｆ（ｘ０），
置ｋ∶＝０．
　　 步骤１　 若 ‖ｇｋ‖ ≤ε，停止．
　　 步骤２　寻找满足下面ＷＷＰ线搜索的步长αｋ，

　　ｆ（ｘｋ＋αｋｄｋ）≤ｆｋ＋δαｋｇＴｋｄｋ， （１．１）

　　ｇ（ｘｋ＋αｋｄｋ）Ｔｄｋ ≥σｇＴｋｄｋ． （１．２）

　　 步骤３　令ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ．如果‖ｇｋ＋１‖≤ε，
停止．
　　 步骤４　 利用公式（０．４）计算搜索方向．
　　 步骤５　 置ｋ∶＝ｋ＋１，转步骤２．

２　 算法１的充分下降性和全局收敛性

　　 引理２．１　 对ｋ≥０，三项ＬＳ公式的搜索方向

满足

　　ｄＴｋｇｋ ＝－‖ｇｋ‖２． （２．１）

　　 证明 　 如果ｋ＝０，则ｇＴ０ｄ０＝－‖ｇ０‖２，那么
（２．１）式成立．当ｋ≥１时，利用新方向的定义可得

　　ｄＴｋ＋１ｇｋ＋１ ＝－‖ｇｋ＋１‖２＋ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｙ＊ｋ
－ｄＴｋｇｋ

ｄＴｋｇｋ＋１＋

ｇＴｋ＋１ｄｋ
ｄＴｋｇｋｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙｋ＊ ＝－‖ｇｋ＋１‖２．

证毕．
　　 假设有如下条件（Ａ）：

　　（ｉ）水平集Ω＝ ｛ｘ∈Ｒｎ：ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）｝有界．
　　（ｉｉ）ｆ在Ω 上有下界且连续可微，它的梯度ｇ满
足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即存在常数Ｌ＞０满足

　　‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖ ≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，，ｘ，ｙ∈Ω．
（２．２）

　　定理２．１　设序列｛ｇｋ｝和｛ｄｋ｝由算法１产生，若
假设条件（Ａ）满足，且存在常数ρ＞０使得‖ｄｋ‖≤

ρ‖ｇｋ‖ 成立，则ｌｉｍｋ→∞‖ｇｋ‖ ＝０
成立．

　　 证明 　 由（１．２）式和Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件（２．２），得

　　－（１－σ）ｇＴｋｄｋ≤（ｇｋ＋１－ｇｋ）Ｔｄｋ≤αｋＬ‖ｄｋ‖２．
又由（２．１）式，得

　　αｋ ≥
（１－σ）
Ｌ

｜ｇＴｋｄｋ｜
‖ｄｋ‖２

，

把上式代入（１．１）式并移向得

　　δ
（１－σ）
Ｌ

（ｇＴｋｄｋ）２

‖ｄｋ‖２ ≤ｆｋ
－ｆｋ＋１．

取ｋ＝０到 ∞ 将上式相加，得到

　　∑
∞

ｋ＝０

（ｇＴｋｄｋ）２

‖ｄｋ‖２ ≤
Ｌ

δ（１－σ）
（ｆ０－ｆ∞）．

由假设条件（Ａ）中的函数ｆ有下界，有

　　∑
∞

ｋ＝０

（ｇＴｋｄｋ）２

‖ｄｋ‖２ ＜
＋∞． （２．３）

又由充分下降性（２．１）式和 ‖ｄｋ‖ ≤ρ‖ｇｋ‖，可得

∑
∞

ｋ＝０
‖ｇｋ‖２ ＜＋∞，所以 ‖ｇｋ‖ →０成立，证毕．

３　 数值检验

　　 选择工程中常用的 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ 问题 （ｈｔｔｐ：
／／ｗｗｗ．ｃｓ．ｃｍｕ．ｅｄｕ／ａｆｓ／ｃｓ／ｐｒｏｊｅｃｔ／ｊａｉｒ／ｐｕｂ／

ｖｏｌｕｍｅ２４／ｏｒｔｉｚｂｏｙｅｒ０５ａ－ｈｔｍｌ／ｎｏｄｅ６．ｈｔｍｌ）．列举如
下：

　　（１）ｆＳｐｈ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ，ｘｉ∈［－５．１２，５．１２］，ｘ＊ ＝

（０，０，…，０），ｆＳｐｈ（ｘ＊）＝０．

　　（２）ｆＳｃｈＤＳ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

（∑
ｉ

ｊ＝１
ｘｊ）２，ｘｉ ∈ ［－６５．５３６，
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６５．５３６］，ｘ＊ ＝ （０，０，…，０），ｆＳｃｈＤＳ（ｘ＊）＝０．

　　（３）ｆＲａｓ（ｘ）＝１０ｎ＋∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ２－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）），ｘｉ

∈［－５．１２，５．１２］，ｘ＊ ＝（０，０，…，０），ｆＲａｓ（ｘ＊）＝０．

　　（４）ｆＧｒｉ（ｘ）＝１＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓｘｉｉ

，ｘｉ∈［－

６００，６００］，ｘ＊ ＝ （０，０，…，０），ｆＧｒｉ（ｘ＊）＝０．
　　 终止条件：当 ｜ｆ（ｘｋ）｜＞ｅ２，令 ｓｔｏｐ ＝
｜ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ＋１）｜

ｆ（ｘｋ）
，否 则 令 ｓｔｏｐ ＝｜ｆ（ｘｋ）－

ｆ（ｘｋ＋１）｜．若 ‖ｇ（ｘｋ）‖ ≤ε或ｓｔｏｐ≤ε，程序结束，ε
＝１０－５．参数取值：δ＝０．０１，σ＝０．９．表１～２中的
各参数含义：Ｐ是问题名；Ｄｉｍ是问题维数；ＮＩ是迭代

次数；ＮＦＧ是函数和梯度次数和；ｆ（ｘ）是终止时函
数值．
　　 表２中通常的ＬＳ方法的搜索方向由下式定义

　　ｄｋ ＝
－ｇｋ，ｉｆ，ｋ＝０，

－ｇｋ＋β
ＬＳ
ｋｄｋ－１，ｉｆ，ｋ≥１

烅
烄

烆 ．
　　从表１和表２的结果可以看出，两种算法的表现
都比较理想，维数和初始点对 ＮＩ和 ＮＦＧ的影响不
算太大．另外最终函数值非常接近最优值，有些已完
全达到最优函数值．两种算法的ＮＩ和最终函数值几
乎一样，而算法１需要的ＮＦＧ更少一些．所以算法１
对求解上述问题效果更具竞争性．

表１　算法１的数值结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　１

Ｐ ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ）

Ｓｐｈｅｒｅ　 ｘ０ （－４，…，－４） （４，…，４） （－４，０，－４，０，…） （４，０，４，０，…）

Ｄｉｍ　 ３０　 ２／６／８．５１９６９８ｅ－０２８　 ２／６／８．５１９６９８ｅ－０２８　 ２／６／１．０６４９６２ｅ－０２８　 ２／６／１．０６４９６２ｅ－０２８

１００　 ２／６／１．２６２１７７ｅ－０２７　 ２／６／１．２６２１７７ｅ－０２７　 ２／６／４．８３１７７３ｅ－０２８　 ２／６／４．８３１７７３ｅ－０２８

３００　 ２／６／２．３６６５８３ｅ－０２６　 ２／６／２．３６６５８３ｅ－０２６　 ２／６／１．８４８８９３ｅ－０２６　 ２／６／１．８４８８９３ｅ－０２６

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ’ｓ　 ｘ０ （－０．００１，…，－０．００１） （０．０００１，…，０．０００１） （－０．００１，０，－０．００１，０，…）（０．０００１，０，０．０００１，０，…）

Ｄｉｍ　 ３０　 ５／１４／４．５８４４８１ｅ－００７　 ３／８／１．０１７５５０ｅ－００７　 ４／１１／２．１８３４６２ｅ－００６　 ３／８／４．４８０６１９ｅ－００８

１００　 ７／２０／２．５５４５５９ｅ－００６　 ４／１１／６．９６３４９８ｅ－００７　 ７／２０／６．５２３８４５ｅ－００６　 ３／８／１．００７６２８ｅ－００６

３００　 １２／３５／４．８９５３３９ｅ－００６　 ６／１７／１．７６６０００ｅ－００６　 ２４／７１／８．６０７００８ｅ－００６　 ５／１４／１．４５４１４０ｅ－００６

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ　 ｘ０ （０．０１，…，０．０１） （０．００１，…，０．００１） （０．０１，０，０．０１，０，…） （０．００１，０，０．００１，０，…）

Ｄｉｍ　 ３０　 ４／１２／１．７５９３０４ｅ－０１０　 ３／９／０．００００００ｅ＋０００　 ５／１６／３．５９３３２４ｅ－００７　 ４／１２／０．００００００ｅ＋０００

１００　 ４／１２／０．００００００ｅ＋０００　 ４／１１／０．００００００ｅ＋０００　 ４／１２／６．１１６３５２ｅ－０１１　 ４／１１／６．６９３８８１ｅ－０１０

３００　 ４／１１／９．０９４９４７ｅ－０１３　 ３／８／１．７３７１３５ｅ－０１０　 ３／９／０．００００００ｅ＋０００　 ４／１１／０．００００００ｅ＋０００

Ｇｒｉｅｗａｎｋ　 ｘ０ （－３０，…，－３０） （１０，…，１０） （－３０，０，－３０，０，…） （１０，０，１０，０，…）

Ｄｉｍ　 ３０　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ２４／８９／９．８６４８７４ｅ－００３　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ６／３３／０．００００００ｅ＋０００

１００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 １１／３２／３．９０１０９０ｅ－００６　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ２１／５９／４．７８２３５６ｅ－００６

３００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００

表２　通常的ＬＳ算法的数值结果

Ｔａｂｌｅ　２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｕｓｕａｌ　ＬＳ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｐ ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ） ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（ｘ）

Ｓｐｈｅｒｅ　 ｘ０ （－４，…，－４） （４，…，４） （－４，０，－４，０，…） （４，０，４，０，…）
Ｄｉｍ　 ３０　 ２／８／８．５１９６９８ｅ－０２８　 ２／８／８．５１９６９８ｅ－０２８　 ２／８／１．０６４９６２ｅ－０２８　 ２／８／１．０６４９６２ｅ－０２８

１００　 ２／８／１．２６２１７７ｅ－０２７　 ２／８／１．２６２１７７ｅ－０２７　 ２／８／４．８３１７７３ｅ－０２８　 ２／８／４．８３１７７３ｅ－０２８
３００　 ２／８／２．３６６５８３ｅ－０２６　 ２／８／２．３６６５８３ｅ－０２６　 ２／８／１．８４８８９３ｅ－０２６　 ２／８／１．８４８８９３ｅ－０２６

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ’ｓ　 ｘ０ （－０．００１，…，－０．００１） （０．０００１，…，０．０００１） （－０．００１，０，－０．００１，０，…）（０．０００１，０，０．０００１，０，…）
Ｄｉｍ　 ３０　 ５／２２／４．５８４４８１ｅ－００７　 ３／１２／１．０１７５５０ｅ－００７　 ４／１７／２．１８３４６２ｅ－００６　 ３／１２／４．４８０６１９ｅ－００８

１００　 ７／３２／２．５５４５５９ｅ－００６　 ４／１７／６．９６３４９８ｅ－００７　 ７／３２／６．５２３８４５ｅ－００６　 ３／１２／１．００７６２８ｅ－００６
３００　 １２／５７／４．８９５３１８ｅ－００６　 ６／２７／１．７６６０００ｅ－００６　 ２３／１１２／８．６１５２５８ｅ－００６　 ５／２２／１．４５４１４０ｅ－００６

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ　 ｘ０ （０．０１，…，０．０１） （０．００１，…，０．００１） （０．０１，０，０．０１，０，…） （０．００１，０，０．００１，０，…）
Ｄｉｍ　 ３０　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１５／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００

１００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００
３００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００　 ３／１４／０．００００００ｅ＋０００

Ｇｒｉｅｗａｎｋ　 ｘ０ （－３０，…，－３０） （１０，…，１０） （－３０，０，－３０，０，…） （１０，０，１０，０，…）
Ｄｉｍ　 ３０　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 １２／７０／２．８３６５９２ｅ－００６　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ６／４３／０．００００００ｅ＋０００

１００　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ８／５０／３．４２０７１２ｅ－００５　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ２５／１１９／４．２９１８１０ｅ－００６
３００　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００　 ２／８／０．００００００ｅ＋０００

０５３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１３



　　致谢：

　　感谢广西大学数学与信息科学学院的韦增欣教
授和袁功林教授给予的指导和帮助．
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广西修订科学技术奖励办法实施细则

新闻时间２０１３－０９－１８
　　记者近日从广西科技厅获悉，为进一步规范管理区内科学技术奖励工作，保证自治区科学技术奖的质量，
充分调动广大科技工作者的积极性和创造性，加速广西科学技术事业发展，科技厅对印发于２０１０年１０月２９
日的《广西壮族自治区科学技术奖励办法实施细则（试行）》进行修订。此次修订内容包括进一步优化奖励结
构、扩大项目公示内容，实行更严格的防止搭车报奖措施，实行每年聘请１次评审委员会的制度，落实更严格的
回避措施，以此做好未来３年的科技奖励工作。据了解，参加此次修订的组成人员来自政府部门、科研院所、高
等院校以及生产一线企业，有着较强的代表性、权威性和科学性。

　　据悉，《广西壮族自治区科学技术奖励办法实施细则（修订）》日前已印发至区内各市科技局，区直有关部门
（单位）和中直驻桂有关单位。

摘自广西新闻网
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