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摘要：推导出一种含参数的积型模糊一致性互补判断矩阵元素与其优先权重的逻辑关系，并提出利用该逻辑关

系求解优先权重的方法．对参数的含义作出了解释，并通过算例说明此方法的有效性．
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  层次分析法［１］是一种定性与定量相结合的多目

标系统决策方法．随着研究的不断深入，模糊理论、不
确定思想等被引入到层次分析法中，从而形成了模糊
层次分析的理论与方法．在模糊层次分析法中，决策
者对于因素（属性或方案）的偏好信息通常以判断矩
阵的形式给出．判断矩阵中元素有不同的表示方式，
所以判断矩阵可分为互反判断矩阵和模糊互补判断

矩阵．由于在模糊互补判断矩阵的研究中，方案优先
权重的计算尤为重要，所以国内许多学者都想对这个
问题进行探讨．其中文献［２］总结了多种求解权重的

方法；文献［３］利用加型模糊一致性互补判断矩阵元
素与其权重的逻辑关系，研究方案的优先权重；文献
［４］利用互反判断矩阵元素与其优先权重的逻辑关
系，求解互反判断矩阵的优先权重．本文给出一种含
参数的积型模糊一致性互补判断矩阵元素与其权重

的逻辑关系，并利用该关系求解方案的优先权重．

１ 基本概念

  若备选方案集为 Ｐ ＝｛Ｐ １，Ｐ ２，…，Ｐｎ｝，Ｎ ＝｛１，

２，…，ｎ｝，那么决策者依据某准则 Ｃ 对Ｐ 中的方案两
两进行重要性比较，构造的模糊互补判断矩阵为

  Ｂ ＝

ｂ １ １ ｂ １２ … ｂ １ｎ
ｂ ２１ ｂ ２２ … ｂ ２ｎ
… … … …

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，

其中 ０≤ ｂｉｊ ≤ １，ｂｉｊ ＋ｂｊｉ ＝１，ｂｉｉ ＝０．５，ｉ，ｊ ∈Ｎ．当

ｂｉｊ ＜ ０．５ 时，表示方案 Ｐ ｊ 比方案Ｐ ｉ 重要；当 ｂｉｊ ＝０·５
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时，表示方案 Ｐｉ 与方案 Ｐ ｊ 同等重要；当 ｂｉｊ ＞ ０·５
时，表示方案 Ｐｉ 比方案 Ｐ ｊ 重要，且 ｂｉｊ 越大，表示方
案 Ｐｉ 比方案 Ｐ ｊ 越重要．
  定义 １［５］ 设模糊判断矩阵 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ ，若

  ｂｉｋｂ ｋｊ ｂ ｊｉ ＝ｂｋｉｂ ｊｋｂ ｉｊ ，ｉ，ｊ，ｋ ∈ Ｎ， （１）
则称矩阵 Ｂ 为积型模糊一致性互补判断矩阵．

２ 主要结果

  引理 １ 设 Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 是模糊互补判断矩阵，则

  ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）≤ １． （２）

  证明 （反证法）假设（２）式不成立，即 ｉ，ｊ ∈

Ｎ ，∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ ＞

１，所以∏
ｎ

ｉ＝ １
∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ ＞

１．这与

∏
ｎ

ｉ＝ １
∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ ＝

１ 相互矛盾．所以引理 １ 成立．

  定理 １ 设模糊互补判断矩阵 Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ ，则 Ｂ
是积型模糊一致性互补判断矩阵的充分必要条件是，
存在 ｎ 维正的归一化向量ｗ ＝（ｗ １，ｗ ２，…，ｗｎ）Ｔ ，
使得

  ｂｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ
，ｉ，ｊ ∈ Ｎ， （３）

其中β＞ １／ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）．

  证明 （必要性）设β＞ １／ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
），

  ｗｉ ＝ ｌｏｇβ（∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）１
ｎ ＋ １

ｎ
，ｉ ∈ Ｎ． （４）

  因为β＞ １／ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
），由引理 １ 可得β＞ １．

则有

  １ ＞ ｌｏｇβ（１／（ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
））＝

－ ｌｏｇβ（ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ∏

ｎ

ｊ ＝１

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
） ｌｏｇβ（ｍｉｎ

ｉ∈Ｎ∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）＞－ １，

  ｗｉ＝ １
ｎ ｌｏｇβ∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
＋ １
ｎ ≥

１
ｎ ｌｏｇβ（ｍｉｎ

ｉ∈Ｎ∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）＋

１
ｎ ＞ ０，

即ｗｉ ＞ ０，ｉ ∈ Ｎ ．

  ∑
ｎ

ｉ＝ １
ｗｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝ １

（ｌｏｇβ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
）１
ｎ ＋ １

ｎ
）＝

１
ｎ ｌｏｇβ（∏

ｎ

ｉ＝ １
∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ｂｉｊ
ｂ ｊｉ
））＋ １＝ １．

  因为 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 具有积型模糊一致性，即
ｂｊｉ
ｂ ｉｊ

＝

ｂｋｉｂ ｊｋ
ｂ ｉｋｂ ｋｊ

，ｉ，ｊ，ｋ ∈ Ｎ ，所以

  ｗｊ －ｗｉ ＝ ｌｏｇβ∏
ｎ

ｋ＝ １

（ｂｊｋ
ｂ ｋｊ
）

１
ｎ ＋ １

ｎ －

（ｌｏｇβ∏
ｎ

ｋ＝ １

（ｂｉｋ
ｂ ｋｉ
）

１
ｎ ＋ １

ｎ
）＝ ｌｏｇβ

１－ｂｉｊ
ｂ ｉｊ

， （５）

  β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ ＝
１

１＋β
ｗｊ －ｗｉ ＝

１

１＋β
ｌｏｇβ

１－ｂｉｊ
ｂｉｊ

＝

１

１＋ １－ｂｉｊ
ｂ ｉｊ

＝ｂｉｊ，

即 ｂｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ
，ｉ，ｊ ∈ Ｎ ．

  （充分性）若模糊互补判断矩阵 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 的元

素 ｂ ｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ
，则有

  ｂｉｋｂ ｋｊｂ ｊｉ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｋ
· β

ｗｋ

β
ｗｋ ＋β

ｗｊ
· β

ｗｊ

β
ｗｊ ＋β

ｗｉ ＝

β
ｗｋ

β
ｗｋ ＋β

ｗｉ
· β

ｗｊ

β
ｗｊ ＋β

ｗｋ
· β

ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ
＝ｂｋｉｂ ｊｋｂ ｉｊ，

所以 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 是积型模糊一致性互补判断矩阵．

  设模糊互补判断矩阵 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 是积型模糊一
致性互补判断矩阵，那么由定理 １ 可知：

  ｗｉ ＞ｗｊｂｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ ＞ ０．５，ｉ，ｊ ∈ Ｎ，

  ｗｉ ＝ｗｊｂｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ
＝０．５，ｉ，ｊ ∈ Ｎ，

  ｗｉ ＜ｗｊｂｉｊ ＝ β
ｗｉ

β
ｗｉ ＋β

ｗｊ ＜ ０．５，ｉ，ｊ ∈ Ｎ．

这说明选择ｗｉ（ｉ ∈ Ｎ）作为衡量方案的优先权重是
合理的．

  如果 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 是积型模糊互补判断矩阵，我
们还可以利用（５）式确定各方案的权重．

  引理 ２ 设 Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 是积型模糊互补判断矩
阵，则可通过下面的优化模型确定方案的优先权重向
量ｗ＝（ｗ １，ｗ ２，…，ｗｎ）Ｔ ．若

 

 （Ｍ１）
ｍｉｎｚ ＝∑

ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｊ －ｗｉ － ｌｏｇβ
１－ｂｉｊ
ｂ ｉｊ

）
２

，

ｓ．ｔ ∑
ｎ

ｉ＝ １
ｗｉ ＝ １，ｗｉ ＞ ０，ｉ ∈ Ｎ

烅

烄

烆 ，

（６）
则有

  ｗｉ ＝ ｌｏｇβ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）１
ｎ ＋ １

ｎ
，ｉ ∈ Ｎ，

其中β＞ １／ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）．

  证明 用拉格朗日乘子法将（Ｍ１）转化为无约束
规划问题：

０８１ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ·２１ Ｎｏ·２，Ａｐｒｉｌ ２０１４



  （Ｍ２）ｍｉｎ Ｌ（ｗ，ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｊ －ｗｉ －

ｌｏｇβ
１－ｂｉｊ
ｂ ｉｊ

）２ ＋ ４ξ（∑
ｎ

ｉ＝ １
ｗｉ － １）＝０．

令Ｌ（ｗ，ξ）
ｗｉ

＝０，得

  ４∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ

１－ｂｉｊ
）＋ ４ξ＝０，

整理得

  ∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ
ｂ ｊｉ
）＋ξ＝０， （７）

两边同时对 ｉ 求和，得

  ∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ
ｂ ｊｉ
）＋∑

ｎ

ｉ＝ １
ξ＝０．

  因为∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ
ｂ ｊｉ
）＝０，可得ξ＝０．

再求解方程组：

  
∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ

１－ｂｉｊ
）＝０，

ｓ．ｔ ∑
ｎ

ｉ＝ １
ｗｉ ＝ １，ｗｉ ＞ ０，ｉ ∈ Ｎ，β＞ １

烅

烄

烆 ．

（８）

  由∑
ｎ

ｊ ＝ １

（ｗｉ －ｗｊ － ｌｏｇβ
ｂ ｉｊ

１－ｂｉｊ
）＝０∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｗｉ －

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗｊ － ｌｏｇ∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ ＝

０ｎｗｉ－ １－ ｌｏｇ∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ ＝

０ｗｉ ＝ ｌｏｇ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）１
ｎ ＋ １

ｎ
，

即ｗｉ ＝ ｌｏｇβ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）１
ｎ ＋ １

ｎ
，ｉ ∈ Ｎ ．

  引理 ２ 给出一种判断模糊判断矩阵 Ｂ 是否具有
积型一致性的方法．在模型（Ｍ１）中，如果 ｚ ＝０，则模
糊判断矩阵 Ｂ 具有积型一致性，否则 Ｂ 不具有积型
一致性．当 Ｂ 不具有积型一致性时，可根据文献［６～
９］提出的校正一致性的方法，对模糊互补判断矩阵 Ｂ
的元素进行适当调整，使判断矩阵 Ｂ 逐步达到满意
的积型一致性．
  由上述分析可以得出以下结论：

  结论 １ 对于积型模糊一致性互补判断矩阵 Ｂ＝

（ｂｉｊ）ｎ×ｎ，方案的序关系与参数β（β＞ １／ ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

））无关，只与其对应的积（∏
ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）有关．

  证明 对于β＞ １／ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

），ｉ，ｊ ∈

Ｎ，有
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ｎ
）－

（ｌｏｇβ∏
ｎ
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（ ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

）
１
ｎ ＋ １

ｎ
）＝

ｌｏｇβ（∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｉｋ
１－ｂｉｋ

）
１
ｎ／∏

ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

）
１
ｎ）．

  因为β＞ １，所以

  ｗｉ（β）＞ｗｊ（β）∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｉｋ
１－ｂｉｋ

）
１
ｎ／

∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

）
１
ｎ ＞ １∏

ｎ

ｋ＝ １

ｂｉｋ
１－ｂｉｋ ＞∏

ｎ

ｋ＝ １

ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

，

即ｗｉ（β）＞ｗｊ（β）时，∏
ｎ

ｋ＝ １

ｂｉｋ
１－ｂｉｋ ＞∏

ｎ

ｋ＝ １

ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

．

  结论 ２ 由于优先权重ｗｉ＝ｌｏｇβ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）
１
ｎ ＋

１
ｎ
（ｉ∈Ｎ）是关于参数β（β＞ １／ｍｉｎ

ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

））的

函数，因而对于积型模糊一致性互补判断矩阵 Ｂ ＝
（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 有一系列权重：

  Ｗ ＝ ｛（ｗ １（β），ｗ ２（β），…，ｗｎ（β））
Ｔ ｗｉ（β）＝

ｌｏｇβ∏
ｎ

ｊ ＝ １

（ ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

）
１
ｎ ＋ １

ｎ
，β＞ １／ｍｉｎ

ｉ∈Ｎ
（∏

ｎ

ｊ ＝ １

ｂｉｊ
１－ｂｉｊ

），ｉ ∈

Ｎ｝．
  结论 ３ 设ｗｉ（β）＞ｗｊ（β），则

  ｗｉ（β）－ｗｊ（β）＝

ｌｏｇβ（∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｉｋ
１－ｂｉｋ

）１
ｎ／∏

ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｊｋ
１ －ｂｊｋ

）１
ｎ）＞ ０．

  由结论 １ 可得∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｉｋ
１－ｂｉｋ

）＞ ∏
ｎ

ｋ＝ １

（ ｂｊｋ
１－ｂｊｋ

）．而

ｗｉ（β）－ ｗｊ（β）是 关 于 β 的 严 格 递 减 函 数，且

ｌｉｍ
β→∞
（ｗｉ（β）－ｗｊ（β））＝０，说明随着β的增大，方案之

间的优劣程度逐渐减小．为了得到比较清晰的方案间
的排序，应该选择较小的β值．
  结论 ４ 由积型模糊一致性互补判断矩阵来表
示决策者的偏好，信息是不完善的．即使模糊互补判
断矩阵具有一致性，而只能确定方案的序关系，不能
确定方案权重的大小．要确定方案的优先权重，必须
考虑参数β的选择．这是由于模糊互补判断矩阵具有
一致性，它对应的权重矢量不是唯一的，而是一系列
权重矢量．

３ 算例

  例 １［９］ 设一个决策者针对决策方案集 Ｐ ＝
｛Ｐ １，Ｐ ２，Ｐ ３，Ｐ ４｝提供的模糊判断矩阵为

  Ｂ １ ＝

０．５ ０．１ ０．６ ０．７
０．９ ０．５ ０．８ ０．４
０．４ ０．２ ０．５ ０．９
０．３ ０．６ ０．１ ０．

熿

燀

燄

燅５

．

１８１广西科学 ２０１４ 年 ４ 月 第 ２１ 卷第 ２ 期



  因为 ｂ １２ｂ ２４ｂ ４１ ≠ｂ ２１ｂ ４２ｂ １４ ，由定义 １ 可知 Ｂ １ 不具

有积型一致性．利用文献［９］的校正方法构造和分析
模糊判断矩阵 Ｂ １ 的调和矩阵，逐步将模糊判定矩阵
改进为具有满意一致性的矩阵 Ｂ ２

  Ｂ ２ ＝

０．５ ０．１ ０．６ ０．７
０．９ ０．５ ０．８ ０．５５
０．４ ０．２ ０．５ ０．９
０．３ ０．４５ ０．１ ０．

熿

燀

燄

燅５

．

  利用（４）式计算判断矩阵的权重．由定理 １，计算
得β＞ ２５．６４１．再分别取β＝２６，β＝８１，β＝ １０１００ ，则

  ｗ（２６）＝（０．１７７５，０．５４０４，０．２１８９，０．００１１）Ｔ，

  ｗ（８１）＝（０．１９６３，０．４６５３，０．２２６９，０．０６５４）Ｔ，

  ｗ（１０１００）＝（０．２４９０，０．２５４１，０．２４９６，０．２４６５）Ｔ．
  计算结果说明结论 ２与结论 ３是成立的．优先权
重ｗｉ 随着参数β的变动，产生关于积型模糊一致性
互补判断矩阵的一系列权重；ｗｉ（β）－ｗｊ（β）是关于

β的严格递减函数，当β的值增大时，方案间的差异逐
渐变小．
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