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涉及分担值的两个亚纯函数族的正规定则*
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摘要：讨论 ２ 个亚纯函数族涉及分担值的正规性，证明如下结论：设 Ｆ 和Ｇ 为区域Ｄ 上的 ２个亚纯函数族，ａ １，ａ ２，

ａ ３ 为 ３ 个互不相同的复数，ｋ ≥ １，ｌ ≥ ０ 为整数．若亚纯函数族Ｇ 正规，且对Ｇ 的任意子列ｇ ｎ（ｚ），有 ｇｎ → ｇ，且

ｇ  ∞；若对任意的 ｆ ∈ Ｆ，零点重数大于等于 ｋ＋ １，且存在 ｇ ∈Ｇ，使得 ｆ（ｋ）（ｚ）和 ｇ（ｌ）（ｚ）分担 ａ １，ａ ２，ａ ３，则 Ｆ
在 Ｄ 上正规．
关键词：亚纯函数 正规族 分担值
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ｓｈａｒｅｄ ｖａｌｕｅｓ，ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：ＬｅｔＦ ａｎｄＧ ｂｅ ｔｗｏ ｆａｍｉｌｉｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｍｅｒｏｍｏｒ-
ｐｈｉｃ ｏｎ ａ ｄｏｍａｉｎＤ．Ｌｅｔ ａ １，ａ ２，ａ ３ ｂｅ ｔｈｒｅｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｕｍｂｅｒｓ，ｋ ≥ １，ｌ ≥ ０ ｂｅ ｔｗｏ ｉｎｔｅ-
ｇｅｒｓ．ＩｆＧ ｉｓ ｎｏｒｍａｌ，ａｎｄ ｆｏｒ ａｎｙ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｇｎ（ｚ）｝ｏｆＧ，ｇｎ → ｇ，ｗｅ ｈａｖｅ ｇ ∞ ｏｎＤ．Ｉｆ ｆｏｒ
ｅｖｅｒｙ ｆ ∈Ｆ，ａｌｌ ｚｅｒｏｓ ｏｆ ｆ（ｚ）ａｒｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙ ａｔ ｌｅａｓｔ ｋ＋１ ｉｎＤ，ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｇ ∈Ｇ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｆ（ｋ）（ｚ）ａｎｄ ｇ（ｌ）（ｚ）ｓｈａｒｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ａ １，ａ ２，ａ ３，ｔｈｅｎ Ｆ ｉｓ ｎｏｒｍａｌ ｏｎＤ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｎｏｒｍａｌ ｆａｍｉｌｙ，ｓｈａｒｅｄ ｖａｌｕｅ．

  设 Ｄ 为定义在复平面Ｃ 上的区域，Ｆ 为区域Ｄ
内一族亚纯函数．如果对族中每一个函数序列
｛ｆｎ（ｚ）｝（ｎ ＝ １，２，…）均可以选出一个子序列

ｆｎｋ（ｚ）（ｋ＝１，２，…）在区域Ｄ 上按球面距离一致收敛
为一个亚纯函数或者恒为无穷，则称族｛ｆ（ｚ）｝在区
域Ｄ 上正规．
  设 ｆ 与 ｇ 为平面区域Ｄ 上 ２ 个非常数的亚纯函
数，ａ为有穷复数，定义Ｅｆ（ａ）＝｛ｚ∈Ｄ：ｆ（ｚ）＝ａ｝．称

ｆ 与 ｇ 以ａ 为 ＩＭ公共值，是指 ｆ－ａ 与 ｇ －ａ 的零点

相同，记作Ｅｆ（ａ）＝Ｅｇ（ａ）．称 ｆ 与 ｇ 以ａ 为 ＣＭ公共
值，是指 ｆ－ａ 与 ｇ －ａ 的零点相同，且零点的重数也
相同［１，２］．

  文献［１］已证明：若区域Ｄ 上亚纯函数族中的每
一个函数不取 ３ 个互不相同的复数时，则该亚纯函数
族正规．文献［３］证明：若区域Ｄ 上亚纯函数族中的
每一个函数不取 ０ 值，且其 ｋ 阶导数不取一个非零有
限复数时，则该亚纯函数族正规．最近，刘晓俊等［４］又

证明了下述结果：

  定理 Ａ 设 Ｆ 和Ｇ 为区域Ｄ 上的两个亚纯函数
族，ａ １，ａ ２，ａ ３，ａ ４ 为 ４ 个有限复数，且亚纯函数族Ｇ 正
规，若对任意的 ｆ∈Ｆ，存在 ｇ∈Ｇ，使得 ｆ（ｚ）和 ｇ（ｚ）
分担 ａ １，ａ ２，ａ ３，ａ ４，则Ｆ 在Ｄ 上正规．
  定理 Ａ给出反例说明分担值个数不能减少．那
么自然产生疑问：当考虑导数时，是否可以减少分担
值的个数．本文给出了肯定的回答．

６９１ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ·２１ Ｎｏ·２，Ａｐｒｉｌ ２０１４



１ 基本引理

  引理 １［５］（Ｚａｌｃｍａｎ引理）设 ｋ 是一正整数，Ｆ 为
单位圆盘Δ上的亚纯函数族，对任意的 ｆ∈Ｆ，ｆ的所
有零点重数大于等于 ｋ ；若存在常数Ａ ≥ １，使得当

ｆ（ｚ）＝０时，｜ｆ（ｋ）（ｚ）｜≤Ａ，则Ｆ 在ｚ ０ ∈Δ的任一邻
域内不正规的充要条件是存在：

  （１）函数列 ｆｎ ∈ Ｆ；

  （２）复数列 ｚｎ → ｚ ０，ｚｎ ∈ Ｄ；

  （３）正数列ρｎ → ０＋；
使得 ｇｎ（ξ）＝ρｎ

－ｋｆ ｎ（ｚｎ ＋ρｎξ）→ ｇ（ξ）按球面距离内
闭一致收敛．其中 ｇ（ξ）为复平面上Ｃ 的非常数亚纯
函数，ｇ（ξ）为有穷级，且 ｇ＃（ξ）≤ ｇ＃（０）＝ｋＡ ＋ １．

  引理 ２［６］ 设 ｆ 为复平面上一有限级超越亚纯
函数，ｋ 为正整数，ｂ ≠ ０为有限复数，ｆ 的零点重级大
于等于 ｋ ＋ １，则 ｆ（ｋ）－ｂ 有无限多个零点．
  引理 ３［７］ 设 ｆ 为复平面上一有限级非常数亚
纯函数，ｋ 为正整数，ｂ ≠ ０为有限复数，ｆ 的零点重级
大于等于 ｋ ＋ １，若 ｆ（ｋ）≠ ｂ，则

  ｆ（ｚ）＝ ｂ
ｋ！

（ｚ －ａ）ｋ＋１
ｚ －ｂ

（ａ ≠ ｂ）．

  引理 ４［８］（Ｈａｙｍａｎ不等式）设 ｆ 为复平面上一
超越亚纯函数，ｋ 为正整数，ｂ ≠ ０ 为有限复数，则当 ｒ

→ ∞ 有

  Ｔ（ｒ，ｆ）＜ （２ ＋ １
ｋ
）Ｎ（ｒ，１

ｆ
）＋ （２ ＋ ２

ｋ
）-Ｎ（ｒ，

１
ｆ（ｋ）－ｂ

）＋Ｓ（ｒ，ｆ）．

２ 主要结果

  定理 １ 设Ｆ 和Ｇ 为区域Ｄ 上的 ２ 个亚纯函数
族，ａ １，ａ ２，ａ ３ 为 ３ 个互不相同的复数，ｋ ≥ １，ｌ ≥ ０ 为
整数．若亚纯函数族Ｇ 正规，且对Ｇ 的任意子列

ｇ ｎ（ｚ），有 ｇｎ → ｇ，且 ｇ ∞；若对任意的 ｆ∈ Ｆ，零点
重数大于等于 ｋ ＋ １，存在 ｇ ∈ Ｇ，使得 ｆ（ｋ）（ｚ）和

ｇ（ｌ）（ｚ）分担 ａ １，ａ ２，ａ ３，则Ｆ 在Ｄ 上正规．
  证明  若 Ｆ 在Ｄ 上不正规，则至少存在一点 ｚ ０
使得Ｆ 在 ｚ ０ 不正规．不失一般性，不妨假设 ｚ ０ ＝０．则
由 Ｚａｌｃｍａｎ引理知，存在：函数列 ｆｎ ∈ Ｆ；复数列

ｚｎ → ｚ ０，ｚｎ ∈ Ｄ；正数列ρｎ → ０＋ 使得

  Ｆｎ（ξ）＝ρ
－ｋ
ｎ ｆ ｎ（ｚｎ ＋ρｎξ）→ Ｆ（ξ） （２．１）

按球面距离内闭一致收敛．其中 Ｆ（ξ）为复平面上 Ｃ
的 非 常 数 亚 纯 函 数，Ｆ（ξ）为 有 穷 级，Ｆ＃（ξ）≤
Ｆ＃（０）＝１，且其所有零点至少为 ｋ ＋ １ 重．

  对应的，存在函数列 ｇｎ ∈ Ｆ，使得 ｇｎ → ｇ．因为

ｇｎ 和 ｇ 都是亚纯函数，所以在Ｄ 上除 ｇ 的极点外有

ｇ
（ｌ）
ｎ （ｚ）→ ｇ

（ｌ）（ｚ）．则存在点 ｚ ０ 的某个邻域Ｕ（ｚ ０），使
得在邻域Ｕ（ｚ ０）内 ｇ

（ｌ）（ｚ）至少不取值 ａ １，ａ ２ 和 ａ ３ 中

的 ２ 个．不妨设 ｇ
（ｌ）（ｚ）≠ ａ １，ａ ２，则当 ｎ 充分大时，在

邻域 Ｕ（ｚ ０）内有 ｇ
（ｌ）
ｎ （ｚ）≠ ａ １，ａ ２．由假设可知

Ｆｎ
（ｋ）（ξ）＝ｆ（ｋ）ｎ （ｚｎ ＋ρｎξ）≠ ａ １，ａ ２

  情形 １ 若 ａ １，ａ ２ 均为有限复数．

  我们断言：Ｆ（ｋ）（ξ）≠ ａ １，ａ ２．否则，存在ξ０ 使得

Ｆ （ｋ）（ξ０）＝ａ １．首先 Ｆ （ｋ）（ξ０） ａ １，否则 Ｆ（ξ）为 ｋ 次
多项式，与 Ｆ（ξ）为零点重数至少为 ｋ ＋ １ 重的非常
数亚纯函数事实相矛盾．由 Ｈｕｒｗｉｔｚ定理可知，存在
点列ξｎ →ξ０ 使得 Ｆ （ｋ）

ｎ （ξｎ）＝ａ １，矛盾．同理：Ｆ （ｋ）（ξ）

≠ ａ ２．

  若ａ １，ａ ２ 为非零有限复数，由引理 ２知Ｆ（ξ）为有
理函数，由于 Ｆ （ｋ）（ξ）≠ ａ １，ａ ２，由引理 ３ 得出矛盾．

  若 ａ １，ａ ２ 中有一个为 ０，由于 Ｆ（ｋ）（ξ）≠ ａ １，ａ ２，又
由于 Ｆ（ξ）的零点重数大于等于 ｋ＋ １，所以 Ｆ（ξ）≠ ０
为超越亚纯函数，由 Ｈａｙｍａｎ不等式可得矛盾．
  情形 ２ 若ａ １，ａ ２有一个为无穷．不妨设ａ １＝∞，
由情形 １ 类似方法可得：Ｆ（ｋ）（ξ）≠ ａ ２ 为全纯函数，由
引理 ２ 和引理 ３ 可得矛盾．
  综上所述定理 １ 得证．
  例 １ 设 Ｆ ＝｛ｆｎ（ｚ）＝ｎｚ ｋ｝，Ｇ＝｛ｇｎ（ｚ）＝（ｚ ＋
１
ｎ
）ｋ｝，Ｄ ＝｛ｚ：｜ｚ｜＜ １｝．易知 ｆ（ｋ）ｎ ＝ｎｋ！，ｇ （ｋ）ｎ ＝ｋ！，

所以在Ｄ上ｆ （ｋ）（ｚ）和 ｇ（ｋ）（ｚ）分担不等于ｎｋ！和 ｋ！
的任意复数．显然有Ｇ 的任意子列 ｇ ｎ → ｚｋ在Ｄ 上正
规，而Ｆ 在点 ｚ ＝０ 处不正规．

  例 ２ 设Ｆ ＝｛ｆｎ（ｚ）＝
ｎ（ｚ ＋ １

ｎ
）ｋ＋１

（ｋ ＋ １）！
｝，Ｇ ＝

｛ｇｎ（ｚ）＝
（ｚ ＋ １－ １

ｎ
）ｋ＋１

（ｋ ＋ １）！
｝，Ｄ＝｛ｚ：｜ｚ｜＜ １｝．易知

ｆ（ｋ）ｎ ＝ｎｚ，ｇ（ｋ）ｎ ＝ｚ ＋ １ － １
ｎ
，所以在Ｄ 上 ｆ （ｋ）（ｚ）和

ｇ（ｋ）（ｚ）分担 １．显然有Ｇ 的任意子列 ｇ ｎ →
（ｚ ＋ １）ｋ＋１
（ｋ ＋ １）！

在Ｄ 上正规，而Ｆ 在点 ｚ ＝０ 处不正规．

  例 ３ 设Ｆ ＝｛ｆｎ（ｚ）＝ １
ｎｋ！ｚ

｝，Ｇ ＝｛ｇｎ（ｚ）＝

（ｋ ＋ １）！ｚ ２ｋ＋１
（２ｋ ＋ １）！ ＋（１－

（－ １）ｋ
ｎ

）ｚｋ
ｋ！
｝，Ｄ＝｛ｚ：｜ｚ｜＜

１
２
｝．易知 ｆ（ｋ）ｎ ＝

（－ １）ｋ

ｎｚ ｋ＋１ ，ｇ
（ｋ）
ｎ ＝ｚｋ＋１＋ １－

（－ １）ｋ
ｎ

，当ｎ

充分大时，在Ｄ 上有 ｆ （ｋ）ｎ ≠ ０，ｇ（ｋ）ｎ ≠ ０，并且有

ｆ（ｋ）（ｚ）和 ｇ（ｋ）（ｚ）分担 １．显然有 Ｇ的任意子列ｇ ｎ →
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（ｋ ＋ １）！ｚ ２ｋ＋１
（２ｋ ＋ １）！ ＋ ｚｋ

ｋ！
在Ｄ上正规，而Ｆ在点ｚ＝０处不

正规．
  例 １ 说明定理 １ 中对零点重数的限制不能再降
低，例 ２ 和例 ３ 说明定理 １ 分担值的个数不能再
减少．
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