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摘要：通过引入新型邻近点参数修正策略及搜索方向子问题，提出一个求解非光滑优化的强次可行方向邻近点

束方法．该方法稳定性好，能保证迭代点的强次可行性，且具备全局收敛性．
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ｔｉｏｎｓ

  考虑求解如下非线性不等式约束优化问题

  ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

ｆ（ｘ）

  ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）≤ ０，ｉ ∈ Ｉ  ｛１，…，ｍ｝， （０．１）
其中 ｆ：Ｒｎ →Ｒ为凸函数，但不一定可微（即可能非光
滑），ｃｉ（ｉ ∈ Ｉ）：Ｒｎ → Ｒ 是连续可微的凸函数．
  强次可行方向法［１］是求解光滑约束优化的一类

有效方法．该类方法能接受不可行的初始迭代点，并
且能保持迭代点的强次可行性，即对于当前迭代点满
足可行性的约束函数，在下一个迭代点仍然满足，且
同时避免在可行域外目标函数值增加过快，一旦某个

迭代点落入可行域，即自动变为可行方向法．文献［２，

３］结合次梯度聚集技术、次梯度选取技术及广义割
平面法的思想［４］，将强次可行方向法推广到求解非光
滑类型的问题（０．１）．本文将结合邻近点束方法的思
想［５］，对文献［２］的方法作进一步改进，旨在提升算
法的稳定性和计算效率．文中提出一个带邻近点控制
的产生搜索方向的二次规划子问题，并给出一个新的
邻近点参数更新策略，最后证明算法的全局收敛性．

１ 算法描述

  假设 １．１ （ｉ）设 ｆ 是凸函数但不一定可微，ｃ ｉ（ｉ

∈ Ｉ）是连续可微的凸函数；

  （ｉｉ）问题（０．１）满足 Ｓｌａｔｅｒ 约束规格，即存在一
个向量珟ｘ ∈ Ｒｎ 使得 ｃ ｉ（珟ｘ）＜ ０，ｉ ∈ Ｉ．
  记问题（０．１）的可行集为Ｆ＝｛ｘ ∈ Ｒｎ：ｃ ｉ（ｘ）≤
０，ｉ ∈ Ｉ｝．定义符号

  Ｉ－ （ｘ）＝｛ｉ ∈ Ｉ：ｃ ｉ（ｘ）≤ ０｝，Ｉ＋ （ｘ）＝｛ｉ ∈ Ｉ：

ｃ ｉ（ｘ）＞ ０｝，φ（ｘ）＝ｍａｘ｛０，ｃ ｉ（ｘ），ｉ ∈ Ｉ｝，及惩罚函
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数：δ（ｘ）：Ｒｎ →［０，＋∞）是连续函数，且δ（ｘ）＝０ 当
且仅当 ｘ ∈ Ｆ．
  对≥ ０，凸函数 ｆ 在 ｘ ∈ Ｒｎ 处的-次微分定
义为

  ｆ（ｘ）＝｛ｇ ∈Ｒｎ：ｆ（ｙ）≥ ｆ（ｘ）＋ｇＴ（ｙ －ｘ）－
，ｙ ∈ Ｒｎ｝．
特别地，０ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）为通常的次微分，ｇ ∈ｆ（ｘ）
称为一个次梯度．
  设 ｘｋ ∈Ｒｎ 是当前迭代点，ｙｊ，ｊ ∈ Ｊ ｋ  ｛１，…，

ｋ｝为辅助迭代点，对应次梯度 ｇｊ ∈ｆ（ｙｊ），ｊ ∈ Ｊ ｋ．
定义 ｆ 在 ｙ ｊ 处的线性化函数为

  ｆｊ（ｘ）＝ｆ（ｙｊ）＋（ｇｊ）Ｔ（ｘ－ｙｊ），ｘ ∈ Ｒｎ，ｊ ∈
Ｊ ｋ．
进而得到 ｆ 的分片线性（下）近似函数

  ｆ^ ｋ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｆｊ（ｘ）：ｊ ∈ Ｊ ｋ｝．
令 ｆｋ

ｊ ＝ｆｊ（ｘｋ）得

  ｆｊ（ｘ）＝ｆｋ
ｊ ＋（ｇｊ）Ｔ（ｘ －ｘｋ），ｊ ∈ Ｊ ｋ．

  为了平衡目标函数的下降性和约束函数的可行
性，对于任意给定的 ｙ ∈ Ｒｎ，引入改进函数［２］：

  Ｈｙ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）－δ（ｙ）；ｃｉ（ｘ），ｉ ∈
Ｉ－ （ｙ）；ｃｉ（ｘ）－φ（ｙ），ｉ ∈ Ｉ＋ （ｙ）｝．
  以下引理给出了函数 Ｈ 的重要性质．
  引理 １．１［２］ 若假设 １．１ 成立，则以下 ３ 个命题
等价：（ｉ）-ｘ是问题（０．１）的最优解；（ｉｉ）ｍｉｎ｛Ｈ-ｘ（ｘ）：ｘ

∈ Ｒｎ｝＝Ｈ-ｘ（-ｘ）＝０；（ｉｉｉ）０ ∈Ｈ-ｘ（-ｘ）．
  由引理 １．１ 可知，求解原问题（０．１）等价于求改
进函数 Ｈ 的“稳定点”．为此，在当前迭代点 ｘｋ 处，定
义函数 Ｈｘｋ（ｘ）的分片线性（下）近似函数：

  Ｈ^ ｘｋ（ｘ）＝ｍａｘ｛^ｆ ｋ（ｘ）－ｆ（ｘｋ）－δｋ ；^ｃ ｉ ｋ（ｘ），ｉ ∈
Ｉ－ｋ ；^ｃ ｋｉ（ｘ）－φ

ｋ，ｉ ∈ Ｉ ｋ＋｝，
其中 ｃ^ ｋｉ（ｘ）＝ｃｉ（ｘｋ）＋ｃｉ（ｘｋ）Ｔ（ｘ －ｘｋ），Ｉ ｋ－＝
Ｉ－ （ｘｋ），Ｉ ｋ＋＝Ｉ＋ （ｘｋ），φ

ｋ ＝φ（ｘ
ｋ），δｋ ＝δ（ｘｋ）．

结合邻近点束方法思想［５］，可选取如下新试探点

  ｙｋ＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ｛^Ｈｘｋ（ｘ）＋ １
２γ

ｋ‖ｘ －ｘｋ‖ ２：ｘ ∈

Ｒｎ｝，
其中γｋ ＞ ０是邻近点参数．进一步引入次梯度聚集技
术［４］，并令 ｄ＝ｘ－ｘｋ，则求解 ｙｋ＋１ 可转化为求解如下
寻找搜索方向子问题：

  ｍｉｎ
ｄ∈Ｒｎ，ｚ∈Ｒ

ｚ ＋ １
２γ

ｋ‖ｄ‖ ２

  ｓ．ｔ．ｆｋ
ｊ －ｆ（ｘｋ）＋（ｇｊ）Ｔｄ ≤ ｚ ＋δｋ，ｊ ∈ Ｊ ｋ，

    ｆｋ
ｐ －ｆ（ｘｋ）＋（ｐｋ－１）Ｔｄ ≤ ｚ ＋δｋ，

    ｃｉ（ｘｋ）＋ｃｉ（ｘｋ）Ｔｄ ≤ ｚ，ｉ ∈ Ｉ ｋ－，
    ｃｉ（ｘｋ）＋ｃｉ（ｘｋ）Ｔｄ ≤ ｚ ＋φ

ｋ，ｉ ∈ Ｉ ｋ＋．
（１．１）

其中 ｚ ∈Ｒ 是一个辅助变量，ｆｋ
ｐ 和ｐ ｋ－１ 分别是前 ｋ－

１ 个函数值 ｆｋ
ｊ，ｊ ＝１，…，ｋ－ １ 和次梯度 ｇｊ，ｊ ＝１，…，

ｋ － １ 的聚集（非负线性组合，具体更新见下面算法）．
  由 ｆ 和 ｃ ｉ 的凸性可知，（ｄ，ｚ）＝（０，０）是子问题
（１．１）的一个可行解．设（ｄｋ，ｚｋ）是问题（１．１）的最优
解，其亦为问题（１．１）的 ＫＫＴ点，即存在乘子λｋ

ｊ，ｊ ∈
Ｊ ｋ，λｋ

ｐ，μ
ｋ
ｉ，ｉ ∈ Ｉ 使得

  γｋｄ ｋ ＋∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｋ

ｊｇ ｊ ＋λｋ
ｐ ｐ ｋ－１ ＋∑

ｉ∈Ｉ
μ

ｋ
ｉｃ ｉ（ｘｋ）＝０，

  ∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｋ

ｊ ＋λｋ
ｐ ＋∑

ｉ∈Ｉ
μ

ｋ
ｉ ＝ １，

  ０ ≤λｋ
ｊ ⊥ （ｆｋ

ｊ －ｆ（ｘｋ）＋（ｇｊ）Ｔ ｄ ｋ －ｚｋ －δｋ）≤
０，ｊ ∈ Ｊ ｋ，

  ０ ≤λｋ
ｐ ⊥（ｆｋ

ｐ －ｆ（ｘｋ）＋（ｐ ｋ－１）Ｔｄ ｋ －ｚｋ －δｋ）≤
０，

  ０ ≤μ
ｋ
ｉ ⊥ （ｃ ｉ（ｘｋ）＋ｃ ｉ（ｘｋ）Ｔｄ －ｚｋ）≤ ０，ｉ ∈

Ｉ ｋ－，

  ０ ≤μ
ｋ
ｉ ⊥（ｃ ｉ（ｘｋ）＋ｃ ｉ（ｘｋ）Ｔｄ －ｚｋ －φ

ｋ）≤ ０，

ｉ ∈ Ｉ ｋ＋． （１．２）

  计算满足如下关系的聚集次梯度 ｐ ｋ 和聚集函数

值珟ｆ ｋ
ｐ：

  θｋ（ｐ ｋ，珟ｆ ｋ
ｐ）＝∑

ｊ∈Ｊ ｋ
λｋ

ｊ（ｇ ｊ，ｆ ｋ
ｊ）＋λｋ

ｐ（ｐ ｋ－１，ｆ ｋ
ｐ），

（１．３）

其中θｋ ＝∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｋ

ｊ ＋λｋ
ｐ．

  以下引理给出了子问题（１．１）解的重要性质，其
证明类似于文献［２］的引理 ２．２．
  引理 １．２ 设（ｄｋ，ｚｋ）是子问题（１．１）的最优
解，则

  （ｉ）ｚｋ ＝－（γｋ‖ｄｋ‖ ２ ＋ 槇αｋ）≤ ０，其中

  槇αｋ ＝θｋ（ｆ（ｘｋ）－珟ｆ ｋ
ｐ ＋δｋ）－ ∑

ｉ∈Ｉｋ－

μ
ｋ
ｉｃ ｉ（ｘｋ）－

∑
ｉ∈Ｉｋ＋

μ
ｋ
ｉ（ｃ ｉ（ｘｋ）－φ

ｋ）；

  （ｉｉ）－γｋｄ ｋ 是函数Ｈ ｘｋ（·）在ｘｋ处的次梯度，即

－γｋｄ ｋ ∈Ｈ ｘｋ（ｘｋ），其中＝ 槇αｋ；

  （ｉｉｉ）如果 ｚｋ ＝０，则 ｄｋ ＝０ 且 ｘｋ 是问题（０．１）的
最优解．
  算法 １．１
  步骤 ０ （初始化）．选取初始点 ｘ １ ∈Ｒｎ，次梯度

ｇ １ ∈ｆ（ｘ １），及参数β∈（０，１），η∈（０．５，１），γｍｉｎ＞
０，γ１ ＞ ０．令 ｙ １ ＝ｘ １，ｐ ０＝ｇ １，ｆ １

ｐ ＝ｆ １
１＝ｆ（ｘ １），Ｊ １＝

｛１｝．置 ｋ ＝ １，ｌ ＝０ 及 ｋ（０）＝ １．
  步骤 １ （计算方向）．求解子问题（１．１）得到最
优解（ｄｋ，ｚｋ）及乘子λｋ

ｊ，ｊ ∈ Ｊ ｋ，λｋ
ｐ，μ

ｋ
ｉ，ｉ ∈ Ｉ．根据

（１.３）式计算 ｐ ｋ 及珟ｆ ｋ
ｐ．

４８２ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２１ Ｎｏ.３，Ｊｕｎｅ ２０１４



  步骤 ２ （终止准则）．令ｗｋ ＝ １
２ ‖γ

ｋｄ ｋ‖ ２ ＋

γｋ 槇αｋ ．如果ｗｋ ＝０，终止；否则转步骤 ３．

  步骤 ３ （线搜索）．计算试探步长 ｔｋ，它是序列
｛１，β，β

２，…｝中第一个满足以下不等式的 ｔ 值：

  ｃｉ（ｘｋ ＋ｔｄ ｋ）≤φ
ｋ ＋ηｔｚ

ｋ，ｉ ∈ Ｉ ｋ＋， （１．４）

  ｃｉ（ｘｋ ＋ｔｄ ｋ）≤ηｔｚ
ｋ，ｉ ∈ Ｉ ｋ－． （１．５）

如果

  ｆ（ｘｋ ＋ｔｋｄ ｋ）≤ ｆ（ｘｋ）＋ηｔ
ｋｚ ｋ ＋ｔｋδｋ （１．６）

成立，则令 ｔｋＬ ＝ｔｋ（有效步）及辅助步长 ｔｋＲ ＝ｔｋ，置 ｋ（ｌ
＋ １）＝ｋ＋ １，ｌ：＝ｌ＋ １；否则令 ｔｋＬ ＝０（无效步）及 ｔｋＲ
＝ｔｋ．
  步骤 ４ （更新）．令 ｘｋ＋１ ＝ｘｋ ＋ｔｋＬｄ ｋ，ｙｋ＋１＝ｘｋ ＋
ｔｋＲｄ ｋ．选取 Ｊ^ ｋ  Ｊ ｋ，并计算新的线性化函数值

  ｆｋ＋１
ｊ ＝ｆｊ（ｘｋ＋１）＝ｆｋ

ｊ ＋（ｇｊ）Ｔ（ｘｋ＋１－ｘｋ），ｊ ∈ Ｊ^ ｋ，

  ｆｋ＋１
ｐ ＝珟ｆｋ

ｐ ＋（ｐｋ）Ｔ（ｘｋ＋１ －ｘｋ）．
计算 ｇｋ＋１ ∈ ｆ（ｙｋ＋１），以 及 ｆｋ＋１

ｋ＋１ ＝ ｆ（ｙｋ＋１）＋
（ｇｋ＋１）Ｔ（ｘｋ＋１ －ｙｋ＋１）．令 Ｊ ｋ＋１ ＝^Ｊ ｋ ∪ ｛ｋ ＋ １｝，

  步骤 ５ （邻近点参数修正）．令

  γｋ＋１ ＝
ｍａｘ｛ｕｋ＋１，γ

ｋ

１０
，γｍｉｎ｝，如果 ｘｋ＋１ ≠ ｘｋ；

γｋ，否则
烅
烄

烆 ，

其中 ｕｋ＋１ ＝２γｋ（１－Ｈｘｋ（ｘｋ＋１）
ｔｋｚ ｋ

）．

  步骤 ６ 令 ｋ∶＝ｋ＋ １，返回步骤 １．
  注 １ 步骤 ５ 给出了一个新的邻近点参数修正
策略，其用意在于：当 ｘｋ＋１ ≠ ｘｋ（有效步）时，当前的
分片线性化近似模型较好，从而在下次迭代可以适当
加大步长，因此需要减小邻近点参数γｋ（见下面引理

２．１）；反之，模型近似程度较差，可保持邻近点参数不
变或增大参数（此处，为简便描述，我们保持邻近点参
数不变，若适当增加，也不会影响下面的理论分
析［５］）．
  下面的引理给出了算法 １．１ 的基本性质．
  引理 １．３ （ｉ）算法 １．１ 是适定的，即线搜索
（１.４）和（１．５）能在有限次计算后终止；

  （ｉｉ）算法 １．１ 必定出现以下两种情形之一：（ａ）
存在指标 ｋ ０ 使得φ

ｋ０ ＝ ０，从而φ
ｋ ≡ ０，δｋ ≡ ０ 及

ｆ（ｘｋ＋１）≤ ｆ（ｘｋ），对所有 ｋ≥ ｋ ０成立；（ｂ）φ
ｋ ＞ ０，φ

ｋ＋１

≤φ
ｋ，Ｉ ｋ－ Ｉ ｋ＋１－ ，ｋ ＝ １，２，３，…．

  证明  （ｉ）根据引理 １．２，若算法进入步骤 ３，则
有 ｚｋ ＜ ０．由 Ｔａｙｌｏｒ展开，及（１．２）可得

  ｃｉ（ｘｋ ＋ｔｄ ｋ）－φ
ｋ －ηｔｚ

ｋ ＝ｃｉ（ｘｋ）－φ
ｋ －ηｔｚ

ｋ ＋
ｔｃｉ（ｘｋ）Ｔｄ ｋ ＋ｏ（ｔ）≤ （１－ｔ）（ｃｉ（ｘｋ）－φ

ｋ）＋（１－

η）ｔｚ
ｋ ＋ｏ（ｔ）≤ （１－η）ｔｚ

ｋ ＋ｏ（ｔ），ｉ ∈ Ｉ ｋ＋．

再结合 ｚｋ ＜ ０，η∈（０．５，１）可知（１．４）式对 ｔ ＞ ０充
分小成立．另一方面，根据

  ｃｉ（ｘｋ ＋ ｔｄ ｋ）－ηｔｚ
ｋ ＝ｃｉ（ｘｋ）＋ ｔｃ ｉ（ｘｋ）Ｔｄ ｋ －

ηｔｚ
ｋ ＋ｏ（ｔ）≤ （１－ｔ）ｃ ｉ（ｘｋ）＋（１－η）ｔｚ

ｋ ＋ｏ（ｔ）≤
（１－η）ｔｚ

ｋ ＋ｏ（ｔ），ｉ ∈ Ｉ ｋ－，
知（１．５）式对 ｔ ＞ ０ 充分小成立，故（ｉ）得证．
  由算法 １．１ 的步骤 ３ 易知（ｉｉ）成立．

２ 算法全局收敛性

  若算法 １．１有限步终止于ｘｋ 点，则由步骤 ２可知

ｗｋ ＝０，进而有 ｚｋ ＝０，故根据引理 １．２（ｉｉｉ）可得 ｘｋ 是

问题（０．１）的一个最优解．现假设算法产生一个无限
迭代序列｛ｘｋ｝，以下将证明其任意一个聚点都是问题
（０．１）的最优解．
  引理 ２．１ 邻近点参数序列｛γｋ｝单调不增，且有
正的下界．
  证明 当ｘｋ＋１ ≠ｘｋ 时，由线搜索（１．４）～（１．６）
可知 Ｈｘｋ（ｘｋ＋１）≤ηｔ

ｋｚ ｋ ＜ ０，故结合η∈（０．５，１）得

  ｕｋ＋１ ＝２γｋ（１－Ｈｘｋ（ｘｋ＋１）
ｔｋｚ ｋ ）≤ ２γｋ（１－η）＜γ

ｋ．

再结合算法 １．１ 的步骤 ５ 可知引理 ２．１ 成立．
  引理 ２．２ 设有无限指标集Ｋ ｛１，２，…｝及-ｘ

∈ Ｒｎ 满足ｘ ｋ →
Ｋ -ｘ 及ｗ ｋ →

Ｋ
０，则-ｘ 是问题（０．１）

的最优解．

  证明  由ｗｋ →
Ｋ

０及引理 ２．１ 可得γｋｄ ｋ → ０，

槇αｋ → ０，ｋ ∈ Ｋ．故由 ｘｋ →
Ｋ -ｘ 及引理 １．２（ｉｉ）知 ０ ∈

Ｈ-ｘ（-ｘ），故再由引理 １．１ 可得引理 ２．２ 成立．
  以下分两种情形证明算法的全局收敛性．首先
分析算法产生无限多个有效步的情形．类似文献［２］
引理 ３．３ 的分析，可得如下引理．
  引理 ２．３ 设有无限指标集Ｌ｛１，２，…｝和向
量-ｘ ∈Ｒｎ 使得ｘ ｋ（ｌ）→-ｘ，ｌ → ∞，ｌ ∈ Ｌ，则-ｘ 是问题
（０．１）的一个最优解．
  下面分析有限个有效步的情形，即存在指标珘ｋ
使得ｘ ｋ＝ｘ珘ｋ，ｋ≥珘ｋ．我们将证明 ｘ珘ｋ 是问题（０．１）的最
优解．根据算法 １．１步骤 ５可知，存在常数γ＞ ０，使得

γｋ ≡γ，ｋ≥珘ｋ．不失一般性，在以下分析中我们将假
设 ｋ ≥珘ｋ．
  引理 ２．４ ｗｋ 是如下二次规划问题的最优值

  ｍｉｎ １
２ ‖∑

ｊ∈Ｊ ｋ
λｊｇ ｊ ＋λｐｐ ｋ－１＋∑

ｉ∈Ｉ
μｉｃ ｉ（ｘｋ）‖ ２－

γｋ∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｊ（ｆ ｋ

ｊ －ｆ（ｘｋ）－δｋ）－γｋλｐ（ｆ ｋ
ｐ －ｆ（ｘｋ）－δｋ）－

γｋ∑
ｉ∈Ｉ－
μｉｃ ｉ（ｘｋ）－γｋ∑

ｉ∈Ｉ＋
μｉ（ｃ ｉ（ｘｋ）－φ

ｋ）
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  ｓ．ｔ．λｊ ≥ ０，ｊ ∈ Ｊ ｋ，λｐ ≥ ０，μｉ ≥ ０，ｉ ∈ Ｉ，

  ∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｊ ＋λｐ ＋∑

ｉ∈Ｉ
μｉ ＝ １． （２．１）

  证明  由于问题（２．１）是子问题（１．１）的对偶
问题，因此（１．１）的 ＫＫＴ 乘子是问题（２．１）的最优
解，再结合ｗｋ 的定义可得结论成立．
  接下来，我们推广文献［４］的引理 ２．４．１０ 的结
果，得到如下引理．
  引理 ２．５ 设 ｎ维向量ｄ，ｇ，及数η∈（０．５，１），

γ＞ ０，Ｃ，ｗ，ｚ，槇α和α 满足

  ｗ＝ １
２ ‖γｄ‖

２＋ 槇γα，ｚ＝－（γ‖ｄ‖ ２＋槇α），－α＋

ｇＴｄ ≥ηｚ，Ｃ ≥ ｍａｘ｛‖γｄ‖，‖ｇ‖，槇α，１｝．
令-ｗ＝ｍｉｎ｛Ｑ（ｖ）：ｖ ∈ ［０，１］｝，其中

  Ｑ（ｖ）＝ １
２ ‖
（１－ｖ）（－γｄ）＋ｖｇ‖ ２ ＋γ［（１－

ｖ）槇α＋ｖα］．
则-ｗ ≤Ｃ（ｗ），其中Ｃ（ｔ）＝ｔ－（１－η）

２ｔ ２／（８Ｃ ２）．

  引理 ２．６ 假设对某个 ｋ ＞ １ 有 ｔｋ－１Ｌ ＝０，令αｋ
ｋ ＝

ｆ（ｘｋ）－ｆｋ
ｋ，则

  （ｉ）－（αｋ
ｋ ＋δｋ－１）＋（ｇｋ）Ｔｄ ｋ－１ ≥ηｚ

ｋ－１； （２．２）

  （ｉｉ）ｗｋ ≤Ｃｋ（ｗｋ－１）， （２．３）

其中Ｃｋ 满足Ｃｋ ≥ ｍａｘ｛‖γｄ ｋ－１‖，‖ｇｋ‖，槇αｋ－１，１｝．
  证明  （ｉ）根据线搜索（１．６），该部分的证明与
文献［２］的引理 ３．６（ｉ）完全平行．
  （ｉｉ）对任意 ｖ ∈ ［０，１］，定义乘子

  λｋ（ｖ）＝ｖ，λｊ（ｖ）＝ ０，ｊ ∈ Ｊ ｋ＼｛ｋ｝，λｐ（ｖ）＝（１ －
ｖ）θｋ－１，μｉ（ｖ）＝（１－ｖ）μｉ

ｋ－１，ｉ ∈ Ｉ， （２．４）
其为问题（２．１）的一个可行解．此外，我们有

  ∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｊ（ｖ）ｇｊ ＋λｐ（ｖ）ｐｋ－１ ＋∑

ｉ∈Ｉ
μｉ（ｖ）ｃｉ（ｘｋ）＝

ｖｇ ｋ ＋（１－ｖ）θｋ－１ｐｋ－１ ＋（１－ｖ）∑
ｉ∈Ｉ
μ

ｋ－１
ｉ ｃｉ（ｘｋ－１）＝

ｖｇ ｋ ＋（１－ｖ）（－γｄ ｋ－１），

  －∑
ｊ∈Ｊ ｋ
λｊ（ｆｋ

ｊ －ｆ（ｘｋ）－δｋ）－λｐ（ｆｋ
ｐ －ｆ（ｘｋ）－

δｋ）－∑
ｉ∈Ｉ－
μｉｃ ｉ（ｘｋ）－∑

ｉ∈Ｉ＋
μｉ（ｃｉ（ｘｋ）－φ

ｋ）＝－ｖ（ｆｋ
ｋ －

ｆ（ｘｋ）－δｋ）－（１－ｖ）θｋ－１（ｆｋ
ｐ －ｆ（ｘｋ）－δｋ）－（１－

ｖ）∑
ｉ∈Ｉ－
μ

ｋ－１
ｉ ｃ ｉ（ｘｋ）－（１－ｖ）∑

ｉ∈Ｉ＋
μ

ｋ－１
ｉ （ｃｉ（ｘｋ）－

φ
ｋ）＝ｖ（αｋ

ｋ ＋δｋ－１）＋（１－ｖ）槇αｋ－１．
设-ｗ 为如下问题的最优值

  ｍｉｎ １
２ ‖
（１－ｖ）（－γｄ ｋ－１）＋ｖｇ ｋ‖ ２ ＋γ［（１－

ｖ）槇αｋ－１ ＋ｖ（αｋ
ｋ ＋δｋ－１）］

  ｓ．ｔ．ｖ ∈ ［０，１］． （２．５）
则由引理 ２．４可知ｗｋ ≤-ｗ．在引理 ２．５中令ｄ＝ｄｋ－１，
槇α＝ 槇αｋ－１，ｗ＝ｗｋ－１，ｚ ＝ｚｋ－１，ｇ ＝ｇｋ，α＝αｋ

ｋ ＋δｋ－１，γ取
为邻近点参数，并结合（２．２），可得 ｗｋ ≤ -ｗ ≤

Ｃｋ（ｗｋ－１），故（ｉｉ）得证．
  基于上述分析，可得全局收敛性定理．
  定理 ２．１ 算法 １．１ 或有限步终止于问题（０．１）
的一个最优解，或产生一个无限迭代序列｛ｘｋ｝，使得
其任意的聚点都是问题（０．１）的最优解．
  证明  若算法 １．１ 有限步终止于 ｘｋ 点，则根据
引理 １．２（ｉｉｉ）可得 ｘｋ 是问题（０．１）的一个最优解．现
假设算法 １．１ 产生一个无限迭代序列｛ｘｋ｝，且 ｘ* 为
任一给定的聚点．下面分两种情形证明．
  情形Ⅰ 有无限多个有效步．此时，必存在无限
指标集Ｌ｛１，２，…｝使得 ｘｋ（ｌ）→ ｘ*，ｌ→∞，ｌ∈Ｌ．
因此，由引理 ２．３ 可知 ｘ* 是问题（０．１）的最优解．
  情形 Ⅱ 有限多个有效步．则存在指标珘ｋ 使得

ｘ ｋ ≡ ｘ珘ｋ ＝ｘ*，γｋ ≡γ，ｋ ≥珘ｋ．此时，存在一个常数

Ｃ ＞０ 使得

  Ｃ ≥ ｍａｘ｛‖γｄ ｋ－１‖，‖ｇ ｋ‖，槇αｋ－１，１｝，ｋ ≥珘ｋ．
结合（２．３）式，说明

  ｗｋ ≤Ｃ（ｗｋ－１）＝ｗｋ－１－（１－η）
２（ｗｋ－１）２／（８Ｃ ２），

进而有ｗｋ → ０，ｋ → ∞．因此，由引理 ２．２ 可知 ｘ* 是
问题（０．１）的一个最优解．
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