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摘要：利用递归数列、同余式、平方剩余以及 Ｐｅｌｌ方程解的性质证明不定方程 ｘ ３ ＋ １ ＝ ３０１ｙ ２ 仅有整数解（ｘ，ｙ）

＝ （－ １，０）．
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  关于不定方程 ｘ ３± １＝Ｄｙ ２（Ｄ ＞ ０）的解已有不
少研究成果．当 Ｄ 无 ６ｋ ＋ １ 的素因数时，其全部解已
由柯召等人计算得到［１，２］．但是当 Ｄ 有 ６ｋ＋ １ 型的素
因数时，方程的求解较为困难．倪谷炎［３］在关于不定

方程 ｘ ３＋ １＝Ｄｙ ２ 一文中指出，当 ０＜Ｄ ＜ １００，不含
平方因子，且被 ６ｋ ＋ １ 型的素数整除时，只有当 Ｄ ＝
７，１４，３５，３７，３８，５７，６５，８６ 时有非平凡解，但是该文
只是用计算机程序计算一些特殊的整数解，并没有给
予证明．１９９５ 年罗明［４］证明不定方程 ｘ ３＋１＝１４ｙ ２ 仅

有整数解 （ｘ，ｙ）＝（－ １，０），（５，± ３）．后来他又在文
献［５］中证明不定方程 ｘ ３ ＋ １＝ ７ｙ ２ 仅有整数解 （ｘ，

ｙ）＝（－１，０），（３，±２）．２００７ 年段辉明［６］证明不定方

程 ｘ ３ ＋ １＝８６ｙ ２ 仅有整数解 （ｘ，ｙ）＝（－ １，０），（７，±
２）．在上述研究的基础上，本文利用递归数列、同余
式、平方剩余［７，８］等方法研究不定方程 ｘ ３＋ １＝３０１ｙ ２

的整数解的问题．
  引理 １［２］ 不定方程 ｘ ２ － ３ｙ ４ ＝ １ 有整数解 （ｘ，

ｙ）＝（２，１），（７，２），（１，０），（－ １，０）．
  引理 ２［２］ 不定方程 ４ｘ ２－３ｙ ２＝１ 有整数解（ｘ，

ｙ）＝（１，１），（－ １，－ １），（１，－ １），（－ １，１）．
  定理 １ 不定方程

  ｘ ３ ＋ １＝３０１ｙ ２ （１）
仅有整数解 （ｘ，ｙ）＝（－ １，０）．

  证明 因为 （ｘ ＋ １，ｘ ２－ｘ＋ １）＝１ 或者 ３，所以
不定方程 ｘ ３ ＋ １＝３０１ｙ ２ 有下列 ８ 种可能的分解（其
中 ａ，ｂ 互素）．
  情形Ⅰ ｘ ＋ １＝３０１ａ ２，ｘ ２－ｘ＋ １＝ｂ ２，ｙ ＝ａｂ；

  情形Ⅱ ｘ＋ １＝７ａ ２，ｘ ２－ｘ＋ １＝４３ｂ ２，ｙ＝ａｂ；

  情形 Ⅲ ｘ ＋ １＝９０３ａ ２，ｘ ２ －ｘ＋ １＝３ｂ ２，ｙ ＝
３ａｂ；

  情形 Ⅳ ｘ ＋ １＝２１ａ ２，ｘ ２ －ｘ＋ １＝ １２９ｂ ２，ｙ ＝
３ａｂ．
  情形Ⅴ ｘ＋ １＝ａ ２，ｘ ２－ｘ＋ １＝３０１ｂ ２，ｙ＝ａｂ；

０９２ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２１ Ｎｏ.３，Ｊｕｎｅ ２０１４



  情形Ⅵ ｘ＋ １＝４３ａ ２，ｘ ２－ｘ＋ １＝７ｂ ２，ｙ＝ａｂ；

  情形 Ⅶ ｘ ＋ １＝ ３ａ ２，ｘ ２ －ｘ ＋ １＝ ９０３ｂ ２，ｙ ＝
３ａｂ；

  情形 Ⅷ ｘ ＋ １＝ １２９ａ ２，ｘ ２ －ｘ＋ １＝２１ｂ ２，ｙ ＝
３ａｂ．
  分别讨论这 ８ 种情形下方程（１）的整数解．
  （Ⅰ）由 ｘ ２ － ｘ ＋ １ ＝ｂ ２ 得 ｘ ＝ ０ 或 １，代入

ｘ ＋ １＝３０１ａ ２，不成立，故该情形下不定方程（１）无
解．
  （Ⅱ）由 ｘ ２－ｘ＋１＝４３ｂ ２ 得（２ｘ － １）２－４３（２ｂ）２

＝－３，将 ｘ ＋ １＝７ａ ２ 代入得 （１４ａ ２ － ３）２ － ４３ （２ｂ）２

＝－３．
  不定方程 Ｘ ２－４３Ｙ ２＝－３ 的全部解分别由以下

２ 个非结合类给出：

  Ｘ ＋Ｙ槡４３ ＝±（ｘｎ ＋ｙｎ槡４３）＝±（１３＋

槡２ ４３）（ｕｎ ＋ｖｎ槡４３）＝±（１３＋

槡２ ４３）（３４８２＋ 槡５３１ ４３）
ｎ，

  Ｘ ＋Ｙ槡４３ ＝±（ｘｎ ＋ｙｎ槡４３）＝±（－ １３＋

槡２ ４３）（ｕｎ ＋ｖｎ槡４３）＝±（－ １３＋

槡２ ４３）（３４８２＋ 槡５３１ ４３）
ｎ，

其中 ｎ∈ Ｚ，± １３＋ 槡２ ４３ 是 Ｘ ２－４３Ｙ ２＝－３ 的基本

解，３４８２＋ 槡５３１ ４３ 是 Ｐｅｌｌ方程 Ｘ ２ － ４３Ｙ ２ ＝１ 的基
本解，所以有

  ２ｘ － １＝ １４ａ ２ － ３＝±ｘｎ 或者 ２ｘ － １＝ １４ａ ２ －

３＝±ｘｎ ．
  当 ｎ∈ Ｚ 时，±ｘｎ＝±（１３ｕｎ＋８６ｖｎ）＝±（１３ｕ－ｎ

－ ８６ｖ－ｎ）＝±（－ １３ｕ－ｎ ＋８６ｖ－ｎ）＝ｘ－ｎ ，所以只需考

虑±ｘｎ ＋ ３＝ １４ａ ２．由 ｕｎ ＋ｖｎ槡４３ ＝（３４８２ ＋ ５３１

槡４３）ｎ 知

  
ｕｎ＋２ ＝６９６４ｕｎ＋１ －ｕｎ，ｕ ０ ＝ １，ｕ １ ＝３４８２，

ｖｎ＋２ ＝６９６４ｖｎ＋１ －ｖｎ，ｖ ０ ＝０，ｖ １ ＝５３１
烅
烄

烆 ．

由 ｘｎ ＋ｙｎ槡４３ ＝（１３＋ 槡２ ４３）（ｕｎ ＋ｖｎ槡４３）知，

  

ｘｎ＋２ ＝６９６４ｘｎ＋１ －ｘｎ，

ｘｎ ＝ １３ｕｎ ＋ ８６ｖｎ，  
ｘｎ＋２ｋ ≡－ｘｎ（ｍｏｄ ｕｋ

烅

烄

烆 ），
其中 ｘ ０ ＝１３，ｘ １ ＝９５６１２．由 ｘｎ＋２＝６９６４ｘｎ＋１－ｘｎ 知，
当 ｎ ≡ ０（ｍｏｄ ２）时，ｘｎ ≡ １（ｍｏｄ ３），－ｘｎ ＋ ３ ≡

２ ≡１４ａ ２（ｍｏｄ ３），则 （ ）２３ ＝ １４（ ）３ ，即 － １ ＝ ２．矛

盾，此时不成立．
  当 ｎ≡ １（ｍｏｄ ２）时，ｘｎ ≡ ０（ｍｏｄ ２），由 １４ａ ２＝
ｘｎ＋３ 得 １４ａ ２ ≡ ３≡ １（ｍｏｄ ２），此时不可能成立．所
以只需考虑 １４ａ ２ ＝ｘｎ ＋ ３，２｜ｎ 的情况．

  由 １４ａ ２ ＝ｘｎ ＋ ３ 得 （１４ａ）２ ＝ １４ｘｎ ＋ ４２，对序列

１４ｘｎ ＋｛ ｝４２ 取模 １７，２３，其剩余类序列周期为 ８，当

ｎ≡ ０，２（ｍｏｄ ８）时，１４ｘｎ＋４２≡ ３，１２（ｍｏｄ １７），但

是 ３（ ）１７ ＝ １２（ ）１７ ＝－１．当 ｎ≡ ４，６（ｍｏｄ ８）时，１４ｘｎ＋

４２ ≡ １４，１１（ｍｏｄ ２３），但是 １４（ ）２３ ＝ １１（ ）２３ ＝－１，所以

当 ｎ≡ ０，２，４，６（ｍｏｄ ８）时，（１４ａ）２＝１４ｘｎ＋４２ 不成
立，即当 ２｜ｎ时，１４ａ ２＝ｘｎ＋３不成立．故该情形下不
定方程（１）无解．
  （Ⅲ）由 ｘ ２ －ｘ＋ １＝３ｂ ２ 得 （２ｘ － １）２ － ３ （２ｂ）２

＝－３，将 ｘ＋１＝９０３ａ ２ 代入得（２ｂ）２－３（６０２ａ ２ － １）２

＝ １．若 ａ ＝０，则 ｘ ＝－ １，ｙ ＝０．
  下面讨论 ａ ≠ ０ 的情形，此时有 ２ｂ ＋（６０２ａ ２ －

１）槡３ ＝（ｕｎ＋ｖｎ槡３）＝（２＋槡３）
ｎ，ｎ∈ Ｚ ，其中 ２＋槡３

为 Ｐｅｌｌ方程 Ｘ ２－３Ｙ ２＝１ 的基本解，所以 ６０２ａ ２－ １＝
ｖｎ，ｎ ∈ Ｚ．
  当 ２｜ｎ 时，２｜ｖｎ ，所以 ６０２ａ ２＝ｖｎ＋ １ 不可能成
立．当 ２ｎ 时，又可以分为以下两种情况：

  （ｉ）当 ｎ ≡ １（ｍｏｄ ４）时，则 ｖｎ ≡ １（ｍｏｄ ８），所
以 ６０２ａ ２ ≡ ２（ｍｏｄ ８），即 ２ａ ２ ≡ １（ｍｏｄ ４）．这与 ２ａ ２

≡ ０（ｍｏｄ ４）或 ２ａ ２ ≡ ２（ｍｏｄ ４）矛盾．
  （ｉｉ）当 ｎ ≡ ３（ｍｏｄ ４）时，可令 ｎ＝４ｍ－ １，则有

６０２ａ ２ ＝ｖ ４ｍ－１ ＋ １＝－ｕ ４ｍ ＋ ２ｖ ４ｍ ＋ １＝－（１＋ ６ｖ ２
２ｍ）

＋ ４ｕ ２ｍｖ ２ｍ ＋ １＝２ｖ ２ｍ（２ｕ ２ｍ － ３ｖ ２ｍ）＝２ｖ ２ｍｕ ２ｍ－１ ，所以

３０１ａ ２＝ｖ ２ｍｕ ２ｍ－１ ．又 （ｖ ２ｍ，ｕ ２ｍ－１）＝（ｖ ２ｍ，２ｕ ２ｍ－ ３ｖ ２ｍ）

＝（２ｕ ２ｍ，ｖ ２ｍ）＝（ｖ ２ｍ，２）＝２，所以 ２｜ａ ２．可设 ａ＝２ｐｑ，
故有以下 ４ 个等式成立：

  ｕ ２ｍ－１ ＝４ｐ ２，ｖ ２ｍ ＝３０１ｑ ２， （２）

  ｕ ２ｍ－１ ＝３０１ｐ ２，ｖ ２ｍ ＝４ｑ ２， （３）

  ｕ ２ｍ－１ ＝２ｐ ２，ｖ ２ｍ ＝６０２ｑ ２， （４）

  ｕ ２ｍ－１ ＝６０２ｐ ２，ｖ ２ｍ ＝２ｑ ２． （５）

  对（２）式，当 ｎ ≡ １（ｍｏｄ ２）时，有 ｕｎ ≡ ２（ｍｏｄ
４），这与 ｕ ２ｍ－１ ＝４ａ ２ 不符合，故（２）式无解．

  对（３）式，将 ｕ ２ｍ－１＝３０１ｐ ２，ｖ ２ｍ＝４ｑ ２ 代入 ｕ ２
２ｍ－１－

３ｖ ２２ｍ－１＝１，得ｕ ２
２ｍ－３（２ｑ）４＝１，此式满足不定方程 Ｘ ２

－ ３Ｙ ４＝１ 的特征，由引理 １ 知，ｑ＝±１，± ２，０，即 ｖ ２
ｍ

＝０，１，４，均不满足 ｕ ２ｍ－１ ＝３０１ｐ ２，故（３）式无解．

  对（４）式，将 ｕ ２ｍ－１ ＝２ｐ ２ 代入 ｕ ２
２ｍ－１ － ３ｖ ２

２ｍ－１ ＝１，
得 ４（ｐ ２）２－３ｖ ２

２ｍ－１＝１，此式满足不等方程 ４Ｘ ２－３Ｙ ２

＝１ 的特征，由引理 ２ 知，ｖ ２ｍ－１＝±１，又 ｕ ２ｍ－１＋ｖ ２ｍ－１

槡３ ＝（２＋槡３）
２ｍ－１ ，则有ｍ＝１ 或ｍ＝０．当ｍ＝１ 时，

得 ｖ ２ｍ＝ｖ ２＝２ 与 ｖ ２ｍ＝６０２ｑ ２ 矛盾；当ｍ＝０时，得 ｖ ２ｍ

＝ｖ ０＝０，又因为 ３０１ａ ２＝ｖ ２ｍｕ ２ｍ－１ ，所以 ａ＝０，此时，不
定方程（１）的非平凡解为 （ｘ，ｙ）＝（－ １，０）．
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  对（５）式，将 ｕ ２ｍ－１ ＝ ６０２ｐ ２，ｖ ２ｍ ＝ ２ｑ ２ 代入 ｖ ２ｍ ＝
２ｕｍｖｍ ，得 ｕｍｖｍ＝ｑ ２，而（ｕｍ，ｖｍ）＝１，于是有ｕｍ＝ｃ ２，

ｖｍ ＝ｄ ２，并将其代入ｕ ２
ｍ－３ｖ ２ｍ＝１，得（ｃ ２）２－３ｄ ４＝１，

此式满足 Ｘ ２ － ３Ｙ ４ ＝ １ 的特征，由引理 １ 知，ｃ ２ ＝ １，

ｄ ＝０，从而 ｑ＝ｃｄ ＝０，即 ｖ ２ｍ ＝０，得ｍ＝０，ｖ ２ｍ－１ ＝２．
这与 ｕ ２ｍ－１ ＝６０２ｐ ２ 不符，所以（５）式无解．
  故该情形不定方程（１）有非平凡解 （ｘ，ｙ）＝
（－ １，０）．
  （Ⅳ）由 ｘ ＋ １＝２１ａ ２ 得，ｘ ＝２１ａ ２ － １．
  （ｉ）当 ａ 为偶数时，ｘ ≡－ １（ｍｏｄ ４），ｘ ２ －ｘ＋
１ ≡ ３（ｍｏｄ ４），１２９ｂ ２ ≡ ｂ ２（ｍｏｄ ４），则有 ｂ ２ ≡
３（ｍｏｄ ４），不可能成立．
  （ｉｉ）当 ａ 为奇数时，ａ≡ １（ｍｏｄ ４），由 ｘ＝２１ａ ２－
１ 知，ｘ ≡ ４（ｍｏｄ ８），ｘ ２－ｘ＋ １ ≡ ５（ｍｏｄ ８），１２９ｂ ２

≡ ｂ ２（ｍｏｄ ８），则有 ｂ ２ ≡ ５（ｍｏｄ ８），也不可能成立．
故该情形不定方程（１）无解．
  （Ⅵ）由 ｘ ２ －ｘ＋ １＝７ｂ ２ 得（２ｘ － １）２ － ７ （２ｂ）２

＝－３，将ｘ＋ １＝４３ａ ２ 代入可得（８６ａ ２ － ３）２－７（２ｂ）２

＝－３．
不定方程Ｘ ２－７Ｙ ２＝－３的全部解由以下两个结合类
给出：

  Ｘ ＋Ｙ槡７ ＝±（ｘｎ ＋ｙｎ槡７）＝±（２＋槡７）（ｕｎ ＋
ｖｎ槡７）＝±（２＋槡７）（８＋ 槡３ ７）ｎ，ｎ ∈ Ｎ，

  Ｘ＋Ｙ槡７ ＝±（ｘｎ ＋ｙｎ槡７）＝±（－ ２＋槡７）（ｕｎ ＋
ｖｎ槡７）＝±（－ ２＋槡７）（８＋ 槡３ ７）ｎ，ｎ ∈ Ｎ，

其中 ２＋槡７ 是 Ｘ ２ － ７Ｙ ２ ＝－３ 的基本解，８＋ 槡３ ７ 是

Ｘ ２ － ７Ｙ ２ ＝ １ 的基本解，因此有 ２ｘ － １＝８６ａ ２ － ３＝
±ｘｎ 或±ｘｎ，易知±ｘｎ ＝－ｘｎ，故只需考虑

  ８６ａ ２ ＝±ｘｎ ＋ ３． （６）
由（６）式得 ｘｎ ≡± ３（ｍｏｄ ８６）．容易验证：

ｘｎ＋２ ＝ １６ｘｎ＋１ －ｘｎ，ｘ ０ ＝２，ｘ １ ＝３７． （７）

  对递归序列（７）取模 ８６，得到周期为 ４４ 的剩余
类 序 列：２，３７，７４，２９，４６，１９，０，６７，４０，５７，１２，４９，８４，

５，８２，１７，１８，１３，１８，１７，８２，５，８４，４９，１２，５７，４０，６７，０，

１９，４６，２９，７４，３７，２，８１，４，６９，６８，７３，６８，６９，４，８１，２，

３７，７４，… 显然，对于任何整数 ｎ，ｘｎ ± ３（ｍｏｄ ８６），
所以（６）式不成立，故该情形不定方程（１）无整数解．
  （Ⅶ）由 ｘ ２ －ｘ＋ １＝９０３ｂ ２ 得：（２ｘ － １）２ － ９０３
（２ｂ）２ ＝－３，将 ｘ ＋ １＝３ａ ２ 代入可得

  （６ａ ２ － ３）２ － ９０３ （２ｂ）２ ＝－３． （８）

  不定方程 Ｘ ２ － ９０３Ｙ ２ ＝－３ 的全部解由以下一
个结合类给出：

  Ｘ ＋Ｙ 槡９０３ ＝±（ｘｎ ＋ ｙｎ 槡９０３）＝±（３０ ＋

槡９０３）（ｕｎ ＋ｖｎ槡９０３）＝±（３０＋槡９０３）（６０１＋
槡２０ ９０３）ｎ，ｎ ∈ Ｎ， （９）

其中 ３０＋槡９０３ 是Ｘ ２－９０３Ｙ ２＝－３的基本解，６０１＋

槡２０ ７ 是 Ｘ ２ － ９０３Ｙ ２ ＝ １ 的基本解．
  由（９）式可知 ｙｎ 为奇数，联立（８）、（９）式可知

ｙｎ ＝２ｂ 为偶数，矛盾．所以该情形不定方程（１）无整
数解．
  可类似的证明情形（Ⅴ）与情形（Ⅷ）时不定方程
（１）无整数解．
  综上所述，不定方程（１）仅有整数解（ｘ，ｙ）＝
（－ １，０）．
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