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摘要:基于 Lyapunov 稳定性理论,通过设计适当反馈控制器,实现了四维超混沌 Lorenz 系统在确定参数和不确

定参数两种情况下的有限时间同步,并用数值模拟验证了理论分析的有效性.
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Abstract:In this paper,the finite-time synchronization of hyperchaotic Lorenz system is stud-
ied.Based on the Lyapunov stability theory,it is proved that finite-time synchronization for hy-
perchaotic Lorenz systems with certain or uncertain parameters can be achieved with some suit-
able controllers.Numerical simulations and circuit implementation are taken to illustrate that
the theoretical analysis here is effective.
Key words:hyperchaotic Lorenz system,Lyapunov stability theory,finite-time synchronization

0 引言

  混沌是非线性科学的一个重要分支,是在确定性

系统中出现类似随机而无规则的动力学行为,且混沌

系统具有内随机性、连续宽谱性和初值敏感性等显著

特点.自从 Pecora 和 Carroll[1]在实验中观察到混沌

同步现象以来,混沌同步的研究逐渐成为理工科领域

的研究热点,引起了国内外专家学者的关注,已有一

系列有效混沌同步控制方法被报道[2~4].在实际应用

中,人们往往希望混沌系统能够在有限时间内实现同

步,特别是能在受到干扰或者具有不确定因素的情况

下实现有限时间同步的系统往往具有更好的性能与

适用范围.19 世纪 80 年代,Artstein[5]和 Sontag[6]提
出控制 Lyapunov 函数(CLF)的概念,并将其应用到

非线性控制系统的设计中,而且 Songtag 已取得突破

性的进展:得出一个通用的设计公式.随后,还有学者

也应用 这 种 控 制 方 法 对 混 沌 系 统 的 同 步 性 进 行

研究[7,8].
  超混沌系统是指具有两个或两个以上正的 Lya-
punov 指数的系统.无论在代数结构还是动力学行为

上,超混沌系统比通常的混沌系统复杂许多.在混沌

保密通信中,混沌模型的维数和混沌信号的复杂程度

决定着隐藏信息的保密程度.己经证明,用简单的混
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沌系统加密的信息并不安全[9],而高阶超混沌系统具

有更好的保密性和其它通信性能[10].正是由于超混

沌系统动力学行为的难以预测性,使其在需要复杂混

沌的工程领域,例如激光、振荡和数字语音等方面有

巨大的应用潜力和广泛的应用前景.因而,对超混沌

系统的机理和应用研究成为混沌学中的又一热点.
  文献[11]提出如下四维超混沌 Lorenz 系统:

  

晍x 1 =a(x 2 -x 1),
晍x 2 =cx 1 -x 2 -x 1x 3 +x 4,
晍x 3 =x 1x 2 -bx 3,
晍x 4 =-kx 1

ì

î

í

ê
êê

ê
êê .

(1)

其中 x 1,x 2,x 3,x 4 为系统的状态变量,a,b,c,k 为系

统实参数,取参数(a,b,c,k)=(10,8/3,30,10)时,
系统(1)有两个正的李雅普诺夫指数,从而系统呈混

沌状态.本文研究系统(1)在确定参数和不确定参数

两种情况下的有限时间同步问题,基于控制 Lya-
punov 函数,设计合适的反馈控制器,使系统实现了

有限时间同步,并用数值模拟验证了理论分析的有

效性.

1 预备知识

  设 f:Rn →Rn 为n 维向量函数,V:Rn →R 为标

量函数,记V(x)沿 f(x)的 Lie 导数为

  LfV(x)=灥V灥xf
(x)=灥V灥x 1 f 1

(x)+灥V灥x 2 f 2
(x)+…

+灥V灥x nf n
(x).

其中,LfV(x)是标量函数.若G(x)是 n ×m 矩阵函

数,即 G(x)= g 1(x),g 2(x),…,gm(x[ ]) ,其 中

g i(x):Rn → Rn ,那么类似可记

  LGV(x)= L g 1V(x),L g 2V(x),…,L gmV(x[ ]).
这里,LGV(x)是一个m 维行向量.
  定义 1 考虑两个系统

  晍x =f(x),晍y =h(y),
其中 x,y 是n 维向量,向量函数 f,h:Rn →Rn .若存

在一个常数 T 使得 lim
t→T
‖x-y‖=0,且当 t ≥T 时,

有 ‖x(t)-y(t)‖=0,则称这两个系统能达到有限

时间同步.
  定义 2 考虑控制超混沌系统

  晍x =f(x)+g(x)u,
其中 u 是控制参数.一个正定函数V(x):R 4 →R+ 称

为该系统的一个控制 Lyapunov 函数,如果V(x)是

光 滑 的, 且 由 L gV(x)= 0(x ≠ 0)可 推 出

LfV(x)< 0.
  引理 1[1 2] 假设V(t)是连续、正定函数,且满足

  晍V(t)≤-cVm(t),
其中 c >0,0 <m< 1 均为常数.则对任意给定的 t 0,

V(t)满足下列不等式

  V 1-m(t)≤V 1-m(t 0)- c(1 -m)(t - t 0),t 0 ≤
t ≤ T.
  V(t)=0,t ≥ T.

其中,T =t 0 +V
1-m(t 0)
c(1-m).

2 主要结果

2.1 确定参数系统的有限时间同步

  设系统(1)为驱动系统,响应系统为

  

晍y 1 =a(y 2 -y 1)+u 1,
晍y 2 =cy 1 -y 2 -y 1 y 3 +y 4 +u 2,
晍y 3 =y 1 y 2 -by 3 +u 3,
晍y 4 =-ky 1 +u 4

ì

î

í

ê
êê

ê
êê .

(2)

其中 u i(i=1,2,3,4)为系统同步控制变量.设响应系

统(2)和驱动系统(1)之间的状态误差为 e i =y i -x i
(i = 1,2,3,4),则误差系统方程为

  

晍e 1 =a(e 2 -e 1)+u 1 =-ae 1 +ae 2 +u 1,
晍e 2 =ce 1 -e 2 -y 1 y 3 +x 1x 3 +e 4 +u 2 =ce 1 -
  e 2 +e 4 +e 1 e 3 -e 1 y 3 -e 3 y 1 +u 2,
晍e 3 =-be 3 +y 1 y 2 -x 1x 2 +u 3 =-be 3 -
  e 1 e 2 +e 1 y 2 +e 2 y 1 +u 3,
晍e 4 =-ke 1 +u 4

ì

î

í

ê
ê
êê

ê
ê
êê .

(3)
记误差向量 e =(e 1,e 2,e 3,e 4)T,并取 u 2 =

-β(
1
2 e

2
2)η/e 2,其中β> 0,0 <η< 1,则上式可写成

  晍e =f(y,e)+B~u , (4)
其中

  f(y,e)=
-ae 1 +ae 2

ce 1 -e 2 +e 4 +e 1 e 3 -e 1 y 3 -e 3 y 1 -β(
1
2 e

2
2)η/e 2

-be 3 -e 1 e 2 +e 1 y 2 +e 2 y 1
-ke

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

1

,

  B =

1 0 0
0 0 0
0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1

,~u =
u 1
u 3
u

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
4

.

  引理 2 函数V(e)= 12
(e 21 +e 22 +e 23 +e 24)是系

统(4)的一个控制 Lyapunov 函数.
  证明 由题设知

  灥V灥e =
(e 1,e 2,e 3,e 4).

122广西科学 201 5 年 4 月 第 22 卷第 2 期



若灥V
灥e B =0

,则有

  e 1 e 2 e 3 e( )4

1 0 0
0 0 0
0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1

= e 1 e 3 e( )4 =

0,
即 e 1 =e 3 =e 4 =0,从而

   V e f
(y,e)=(e 1 e 2 e 3 e 4)·

-ae 1 +ae 2

ce 1 -e 2 +e 4 +e 1 e 3 -e 1 y 3 -e 3 y 1 -β(
1
2 e

2
2)η/e 2

-be 3 -e 1 e 2 +e 1 y 2 +e 2 y 1
-ke

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

1

=-e 22 -β(
1
2 e

2
2)η < 0,

所以V(e)是系统(4)的控制 Lyapunov 函数.
  定理 1 当选取控制器为

  ~u(y,e)=
-(L BV)T LfV +βV

m

‖L BV‖ 2 ,L BV ≠ 0,

0,L BV =

ì

î

í

êê

êê 0
(5)

时,系统(2)在有限时间 T 内与系统(1)同步.其中

V,B 同上,时间 T ≤ t 0 +V
1-m(t 0)

β(1-m)
.

  证明 当 L BV ≠ 0 时,

  dV
(e)
dt =灥V灥e f

(y,e)+B~[ ]u =LfV +L BV·~u =

LfV +L BV· -(L BV)T
L fV +βVm
‖L BV‖

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-βVm .

从而由引理 1 知系统(2)在有限时间 T ≤ t 0 +
V 1-m(t 0)
β(1-m)

内与系统(1)同步.

2.2 不确定参数系统的有限时间同步

  假设驱动系统和响应系统分别为

  

晍x 1 =(a +△1)(x 2 -x 1),
晍x 2 =cx 1 -x 2 -x 1x 3 +x 4,
晍x 3 =x 1x 2 -(b +△2)x 3,
晍x 4 =-(k +△3)x 1

ì

î

í

ê
êê

ê
êê ,

(6)

  

晍y 1 =(a +△4)(y 2 -y 1)+u 1,
晍y 2 =cy 1 -y 2 -y 1 y 3 +y 4 +u 2,
晍y 3 =y 1 y 2 -(b +△5)y 3 +u 3,
晍y 4 =-(k +△6)y 1 +u 4

ì

î

í

ê
êê

ê
êê .

(7)

其中△i(i = 1,2,…,6)表示参数随着时间变化的不

确定性,且设 sup
1≤i≤6

△i ≤γ,u i(i = 1,2,3,4)为系统

同步控制变量.记响应系统(7)和驱动系统(6)之间的

状态误差为 e i =y i -x i(i =1,2,3,4),则不确定参数

系统的误差系统方程为

  

晍e 1 =a(e 2 -e 1)+△1(e 2 -e 1 -y 2 +y 1)+
  △4(y 2 -y 1)+u 1,
晍e 2 =ce 1 -e 2 +e 4 +e 1 e 3 -
  e 1 y 3 -e 3 y 1 +u 2,
晍e 3 =-be 3 -e 1 e 2 +e 1 y 2 +e 2 y 1 +△2(y 3 -
  e 3)-△5 y 3 +u 3,
晍e 4 =-ke 1 +△3(y 1 -e 1)-△6 y 1 +u 4

ì

î

í

ê
ê
ê
ê
ê

ê
ê
ê
ê
ê .

(8)

  记误差向量 e =(e 1,e 2,e 3,e 4)T ,并取 u 2 =

-β(
1
2 e

2
2)η/e 2,其中β> 0,0 <η< 1,令

  g(y,e)=
-ae 1 +ae 2

ce 1 -e 2 +e 4 +e 1 e 3 -e 1 y 3 -e 3 y 1 -β(
1
2 e

2
2)η/e 2

-be 3 -e 1 e 2 +e 1 y 2 +e 2 y 1
-ke

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

1

,

  H(y,e)=
e 2 -e 1 -
y 2 +y 1

0 0 y 2 -y 1 0 0

0 0 0 0 0 0
0 y 3 -e 3 0 0 -y 3 0
0 0 y 1 -e 1 0 0 -y

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
1

,

  △ = △1,△2,…,△( )6
T,B =

1 0 0
0 0 0
0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1

,~u =

u 1
u 3
u

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
4

,

则误差系统方程可写成

  晍e =g(y,e)+H(y,e)△+B~u . (9)
由 sup

1≤i≤6
△i ≤γ,可设 ‖△‖ ≤δ,δ为常数.

  引理 3 函数V(e)= 12
(e 21 +e 22 +e 23 +e 24)是系

统(9)的一个控制 Lyapunov 函数.
  证明 由题设知

  灥V灥e =
(e 1,e 2,e 3,e 4).

若灥V
灥e B =0

,那么
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  e 1 e 2 e 3 e( )4

1 0 0
0 0 0
0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1

=

e 1 e 3 e( )4 =0,
即 e 1 =e 3 =e 4 =0,从而

  灥V灥e
(g(y,e)+H(y,e)△)=-e 22-β(

1
2 e

2
2)η< 0,

所以V(e)是系统(9)的控制 Lyapunov 函数.
  定理 2 当选取控制器为

  ~u(e,y)=

-(L BV)T L gV +δ‖L HV‖+βV
m

‖L BV‖ 2 ,L BV ≠ 0,

0,L BV =

ì

î

í

êê

êê 0
(10)

时,系统(7)在有限时间 T 内与系统(6)同步.其中

V,B 同上,时间 T ≤ t 0 +V
1-m(t 0)

β(1-m)
.

  证明 当 L BV ≠ 0 时,

  V
·
(e)=灥V灥e g

(y,e)+H(y,e)·△+B·~[ ]u =

L gV +L HV·△+L BV·~u =L gV +L HV·△+L BV·

-(L BV)T L gV +δ‖L HV‖+βV
m

‖L BV‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =L HV ·△-

δ‖L HV‖-βVm ≤-βVm .
从而由引理 1 可知系统(7)在有限时间 T ≤ t 0 +
V 1-m(t 0)
β(1-m)

内与系统(6)同步.

3 数值仿真

  先考虑确定参数系统情形,即响应系统(2)在控

制器(5)作用下与驱动系统(1)的同步仿真.取初始状

态 x(0)=[2,-4,3,-1]T,y(0)=[4,-1,2,-3]T,
控制器参数β= 1,m=0.5,则由定理 1 可知,响应系

统(2)将在时间 T = 6 s 内同步于驱动系统(1),仿真

结果如图 1.不难看出,仿真结果与理论分析结果是

一致的.
  再考虑响应系统(7)在控制器(10)作用下与驱动

系统 (6)的 同 步 仿 真.同 样 取 初 始 状 态 x(0)=
[2,- 4,3,- 1]T,y(0)=[4,- 1,2,- 3]T ,控制器

参数

  β=1,m=0.5,△=(2sin x 1,-
1
2 cos x 3

,sin x 1,

2cos y 1,- sin y 3,2cos y 1),δ=4,
则由定理 2 可知,响应系统(7)将在时间 T =6 s 内同

步于驱动系统(6).仿真结果如图 2.由图 2 可看出,

响应系 统(7)在 时 间 T 内 快 速 地 同 步 于 驱 动 系

统(6).

图 1 确定参数系统的误差仿真

Fig.1 Error simulation of certain system

图 2 不确定参数系统的误差仿真

Fig.2 Error simulation of uncertain system

  数值仿真验证了理论分析的有效性,同时也可看

出,与一般控制设计方法相比,采用控制 Lyapunov
函数的方法具有良好的收敛性能.
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问题。

  为了加强我国科技界精神文明建设、提高科技工作者学术道德水平、保护我国科学研究成果的知识产权和

维护《广西科学》的声誉,本刊依照我国相关法律规定,参照“全国性学会科技期刊道德公约”,特做出如下决定:

  1.撤消赖秀娟、蓝丽华、尹茵发表在《广西科学》20 1 3 年 20 卷 3 期 2 6 1~263 页的研究论文;

  2.在《广西科学》的纸质版和网页上发布撤消该论文的声明;

  3.《广西科学》今后将不再受理该论文作者的任何投稿。

  在此,《广西科学》再次声明,本刊来稿严禁抄袭、剽窃他人的研究结果。一旦发现,必将追究作者的责任,
并给予其严厉处罚。敬请广大作者严格自律,注重科研诚信。
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