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非线性四阶抛物方程的有限传播速度*

The Finite Speed of Propagation for a Nonlinear Fourth
Order Parabolic Equation
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摘要:利用能量等式、Hardy 不等式及 Nirenberg 不等式,讨论一个非线性四阶抛物方程的初边值问题解的有限

传播,得到方程解的传播速度的有限性.
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Abstract:We consider an initial-boundary value problem for the nonlinear fourth order equa-
tion.The finite speed of propagation of weak solutions is discussed by using the energy equali-
ty,Hardy inequality and Nirenberg inequality.
Key words:nonlinear,fourth order parabolic equation,finite speed of propagation

  EFK(Extended Fisher-Kolmogorov)方程

  灥u灥t +γ△
2u -△u +f(u)=0,

其中γ> 0,f(u)=u 3 -u,△2 为双调和算子,是在研

究双稳态系统、总体遗传学、自组织、空间混沌、反应

扩散系统等实际问题时提出的.该方程孤立子的存在

唯一性和定性性质,行波和空间混沌等方面的研究已

有报道 [1~3].而学者研究人口问题的增长与弥散时

又提出了广义 Ginzburg-Landau 模型方程

  灥u灥t +k△
2 u -△A(u)+G(u)=0,

其中 u(x,t)表示人口密度,G(s)是已知的非线性函

数,表示动力或反应项.此方程广义解和古典解的整

体存在唯一性以及解的渐进性,行波解的不稳定性和

径向对称解的存在性等方面的研究也有过报道[4~6].
  本文考虑非线性四阶抛物方程的初边值问题:

  灥u灥t +△
(|△u|p-2△u)-△u +λ|u|p-2u =0,x

∈Ω,t > 0, (1)

  u =△u =0,x ∈灥Ω,t > 0, (2)

  u(x,0)=u 0(x),x ∈Ω, (3)
其中Ω灱 RR n 为具有光滑边界的有界开区域,λ> 0
为参数,u 0(x)∈W 0

2,p(Ω)为初始值函数,△(|△u
|p-2△u):=△ p

2 u 称为 p-双调和算子.当 p =2 时,
(1)式为 EFK 方程和广义 Ginzburg-Landau 型方程

的变形.关于问题(1)~(3)弱解的存在唯一性和渐近

行为已有报道[7~9],但是关于此抛物方程弱解传播的

有限性研究还未见报道.本文受文献[10]的启发,利
用能量等式、Hardy 不等式及 Nirenberg 不等式,讨
论问题(1)~(3)弱解扰动的有限传播速度.为叙述方

便,假设λ= 1,当λ≠ 1 时,证明方法类似.
  引理 1 对任意的ρ(x)∈ C 2(Ω),ρ(x)≥ 0,问
题(1)~(3)的弱解 u 满足能量等式

  1
2曇Ω
ρ(x)|u(x,t)|2 dx -

522广西科学 201 5 年 4 月 第 22 卷第 2 期



1
2曇Ω
ρ(x)|u 0(x)|2 dx =

-犽Qt
|△u|p-2△u△(ρ(x)u(x,τ))dx dτ-

犽Qt
▽u▽(ρ(x)u(x,τ))dx dτ-

犽Qt
ρ(x)|u(x,τ)|p dx dτ,Qt =Ω×(0,t). (4)

  证明过程参考文献[9].

  引理 2 假设 f s(z)=曇
∞

z
(x -z)sg(x)dx,g(x)

∈ L 1(RR++ ),g(x)≥ 0,k > 0,α0 > 0,θ> 0,s ≥ 1,且

0 < h ≤ s <ω= θhθ- 1
,f s-h(0)有界,并满足

  f s(z)≤ kα0(f s-h(z))θ,炐z ≥ 0,
那么,f 0 的支集是有界区间 [0,l],且

  l ≤ (ω-s + 1)k
α0

(θ-1)(ω-s)f 0(0)
1
ω-s.

  证明过程参考文献[11].
  引进下面的记号:

  假设α0 > 0(如同引理 2),β> 0,b > 0 为不依赖

于 t 的常数,n ∈ NN 且n ≥ 1,t > 0,x ∈Ω,x =(x 1,
…,x n),(x)+=max{x,0}.定义函数

  σn(t)= sup{z;x ∈ suppu(·,t)},z =x n.
  定理 1 假设 p > 2,|σn(0)|≤ b ,且 u 是问题

(1)~(3)的弱解,那么对任意固定的 t > 0,有

  σn(t)-σn(0)≤ Ctα(曇
t

0曇Ω
|△u|p dx dτ)β,

C 是仅依赖于 p,n,b 的正常数.
  证明 通过平移,可以假设σn(0)=0.不失一般

性,假设σn(t)> 0.在(4)式中,取ρ(x)=(z -z 0)s+,

z 0 ≥ b,s ≥ 2p ,有

  1
2曇Ω
(z -z 0)s+|u(x,t)|2 dx =

-曇
t

0曇Ω
|△u|p-2△u△[(z -z 0)s+ u]dx dτ-

曇
t

0曇Ω
▽u▽[(z -z 0)s+ u]dx dτ-

犽Qt

(z -z 0)s+|u|p dx dτ.
记上式的左边为 I ,则

  I =-曇
t

0曇Ω
|△u|p-2△u△[(z - z 0)s+ u]dx dτ-

曇
t

0曇Ω
▽u▽[(z -z 0)s+ u]dx dτ-

犽Qt

(z -z 0)s+|u|p dx dτ=

-曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s+|△u|p dx dτ-

2曇
t

0曇Ω
▽[(z -z 0)s+]▽ u|△u|p-2△u dx dτ-

曇
t

0曇Ω
s(s - 1)(z -z 0)s-2+ u|△u|p-2△u dx dτ-

曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s+|▽ u|2 dx dτ-

曇
t

0曇Ω
s(z -z 0)s-1+ u▽ u dx dτ-

犽Qt

(z -z 0)s+|u|p dx dτ,

利用 Young 不等式以及 Poincaré不等式,则

  I ≤-曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s+|△u|p dx dτ+ 14曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s+|△u|p dx dτ+C 1曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s-p+ |▽u|p dx dτ+

1
4曇

t

0曇Ω
(z -z 0)s+|△u|p dx dτ+C 2曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s-2p+ |u|p dx dτ-曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s+|▽u|2 dx dτ-

C 3曇
t

0曇Ω
s(z -z 0)s-1+ |u|2 dx dτ-曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s+|u|p dx dτ≤- 12曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s+|△u|p dx dτ+

C 1曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s-p+ |▽u|p dx dτ+C 2曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s-2p+ |u|p dx dτ.
又由 Hardy 不等式[12],得

  曇Ω
(z -z 0)s-2p+ |u|p dx ≤ ( p

s - 2p + 1
)p曇Ω

(z -

z 0)s-p+ |D zu|p dx.
因此

  1
2曇Ω
(z -z 0)s+|u|2 dx + 12曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s+|△u|p dx dτ≤C 4曇
t

0曇Ω
(z-z 0)s-p+ |▽ u|p dx dτ+

C 5曇
t

0曇Ω
(z -z 0)s-p+ |D zu|p dx dτ≤ C曇

t

0曇Ω
(z -

z 0)s-p+ |▽u|p dx dτ,
从而

  sup
0<τ≤ t曇Ω

(z -z 0)s+|u|2 dx ≤ C犽Qt

(z -

z 0)s-p+ |▽u|p dx dτ, (5)

  犽Qt

(z -z 0)s+|△u|p dx dτ≤ C犽Qt

(z -

z 0)s-p+ |▽u|p dx dτ. (6)
由(5)式,再使用 Hardy 不等式,有

  sup
0<τ≤t曇Ω

(z -z 0)s+|u|2 dx ≤ C犽Qt

(z -

z 0)s+|△u|p dx dτ. (7)
令

  E s(z 0)=犽Qt

(z - z 0)s+|△u |p dx dτ,E 0(z 0)=

曇
t

0曇Ω
|△u|p dx dτ,

根据(6)式以及加权 Nirenberg 不等式[1 3],则

  E 2p+1(z 0)≤ C 1犽Qt

(z - z 0)p+1+ |▽u|p dx dτ≤

C曇
t

0
(曇Ω
(z -z 0)p+1+ |△u|p dx)a(曇Ω

(z -

z 0)p+1+ |u|2 dx)(1-a)p/2 dτ,

622 Guangxi Sciences,Vol·22 No·2,April 20 1 5



这里 1
p =

1
p + 2+

a(1
p -

2
p + 2

)+(1-a)12
,因此

  a =

1
p -

1
p + 2 -

1
2

1
p -

2
p + 2 -

1
2

< 1.

使用(7)式,得到

  E 2p+1(z 0)≤ C(犽Qt

(z -

z 0)p+1+ |△u|p dx dτ)(1-a)p/2曇
t

0
(曇Ω
(z -

z 0)p+1+ |△u|p dx)a dτ≤ C[E p+1(z 0)](1-a)p/2(犽Qt

(z -

z 0)p+1+ |△u|p dx dτ)at 1-a ≤ CE p+1(z 0)(1-a)p/2+at 1-a.
因此,

  △u =0 a.e.于 z 0 > b,0 <τ< t. (8)
再由(7)式知道 u =0 a.e.于 z 0 > b,0 <τ< t .

  取 k =Ct,α0=1-a,θ=p
(1-a)
2 +a,h=p + 1,

g =曇
t

0
|△u|p dτ,从而 f s(z)=E s(z).由引理 2 得到

  supp f 0 ≤ l ≤ (ω-s + 1)Ct
α0

(θ-1)(ω-s)f 0(0)
1
ω-s ≤

(ω-s + 1)Ct
α0

(θ-1)(ω-s)(曇
t

0曇Ω
|△u|p dx dτ)

1
ω-s.

在上式中取 C=(ω-s+ 1)C,α= α0
(θ- 1)(ω-s)

,β=

1
ω-s .

且注意到(8)式,有

  f 0(z)=曇
∞

z曇
t

0
|△u|p dτdx=曇

b

z曇
t

0
|△u|p dτdx+

曇
∞

b曇
t

0
|△u|p dτdx =曇

b

z曇
t

0
|△u|p dτdx,

从而 supp f 0 = supp曇
b

z曇
t

0
|△u |p dτdx ,由记号知

σn(t)= sup suppf 0.因此,定理 1 的结论成立.
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