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摘要:奇异脉冲系统是一类不连续的奇异系统,其状态在一系列离散时刻发生跳变。为充分刻画离散脉冲作用

下奇异系统状态不连续的动态特征,提出基于时变 Lyapunov 函数的稳定性分析方法。通过运用此方法,并借

助于凸组合技术,建立了一类奇异脉冲系统指数稳定性的充分条件。该稳定性条件以线性矩阵不等式形式给

出,定量地揭示了脉冲区间及脉冲强度对系统稳定性影响。最后,用一个数值算例验证了所得结果的有效性。
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Abstract:Singular impulsive systems are a class of discontinuous singular systems where the
state experiences j ump at certain discrete instants.To fully characterize the discontinuous dy-
namical feature of the system state under the impulse action,a method based on time-varying
Lyapunov function is proposed for stability analysis.A sufficient condition for exponential sta-
bility of linear singular impulsive systems is established by applying this method integrated
with the technique of convex combination.The derived stability condition is expressed in terms
of linear matrix inequalities,which quantitatively reveal the effects of impulsive intervals and
impulse strength on system stability.Finally,a numerical example demonstrates the effective-
ness of the obtained results.
Key words:singular impulsive system,time-varying Lyapunov function,exponential stability,

convex combination technique

0 引言

  在生物、经济、控制领域和实际工程中,经常会遇

到一类特殊的系统,该系统同时包含离散事件系统和

连续变量系统,系统的变化由时间和事件共同决定.
系统的状态包括连续状态和离散状态,且可由基于连

续变量的运动方程和基于离散变量的运动方程描述.
其状态在服从连续系统运动规律的前提下,在某些单

点时刻会因事件驱动发生改变.两者相互协作形成复

杂的运动形式,学者们称含有此类运动形式的系统为

脉冲系统.在自然界和工程领域中,存在着大量脉冲

现象.如生物的心脏跳动、血液循环、脉搏频率调节,
以及生物种群的生长,神经网络系统等.脉冲系统的
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理论与应用的研究越来越受到学者们的重视,并且取

得了丰富的成果[1~5].
  自从英国学者 Rosenbrock 在电网络控制系统的

研究[6]中提出奇异系统以来,该系统在电路[7]、机器

人[8]、飞机模型[9]、社会生物学和多部门经济系统[10]

等领域得到广泛的应用.奇异系统,是指具有刚性约

束的微分系统或若干微分关系式和函数关系式耦合

的系统,又称广义状态空间系统、描述变量系统或半

状态系统.关于奇异系统的处理过程可参考文献[11
~13].它的数学描述一般形式为 E.x =Ax +Bu ,与
正则系统的区别在于 E 是一个奇异方阵.两系统的

本质特征为奇异系统含有脉冲模,或者从传递函数的

观点来说,无穷远点是奇异系统的零点,这是其结构

上的独特之处.20 世纪 70 年代后,在奇异线性系统

解的存在性、脉冲能控性和脉冲能观测性、稳定性、正
常观测器设计、闭环系统综合、二次最优控制以及状

态估计问题等方面已有了大量的研究结果.应该指出

的是,奇异系统的稳定性问题比正常系统的稳定性问

题要复杂很多[14],因为它不仅包含正则系统具有的

指数解以及有穷远点,而且还包含脉冲解、静态解以

及无穷远点.而且,对奇异系统而言齐次初值问题的

解可能是不相容的,如果相容,其解的形式也不一定

唯一.
  许多奇异系统都具有脉冲行为,其状态会在特定

的时刻发生改变.因奇异系统和脉冲系统在许多相同

的领域中都有重要应用,所以对具有脉冲作用的奇异

性系统的研究具有现实意义.文献[15]研究奇异系统

的一些性质及其与奇异脉冲系统的稳定性等价关系;
文献[16]研究奇异随机混杂动力系统的鲁棒稳定和

镇定;文献[17]讨论切换线性连续时间奇异系统的稳

定性问题;文献[18]介绍奇异脉冲系统解的构造和稳

定性;文献[19]通过切换控制研究奇异脉冲系统的稳

定性、鲁棒镇定以及 H ∞ 控制;文献[20]讨论线性时

变奇异脉冲系统的有限时间稳定;文献[21]研究具有

不确定扰动的奇异脉冲系统的鲁棒 H ∞ 控制.注意

到,文献[19,21]在系统稳定性分析时主要采用时不

变 Lyapunov 函数分析方法,文献[20]则应用时变的

Lyapunov 函数分析方法.本文以上述研究为基础,针
对奇异脉冲系统的特点,运用时变的 Lyapunov 函数

方法分析系统的稳定性.在此基础上,结合凸组合技

术,线性矩阵不等式,得到系统新的稳定性判据,并用

数值例子验证了本文方法的有效性和优越性.

1 问题描述

  用到的记号:Rn 表示 n 维欧式空间,R +=[0,

∞),J =[t 0,+∞),t 0 ≥0,x ∈Rn, x =(∑
n

i = 1
x 2i)

1
2

表示 x 的范数.相应地 A= a i( )j n×n ∈ Rn×n, A =

λ
1
2max(ATA).对给定的实对称矩阵 M > (≥,<,

≤)0,表示M 为正定(半正定,负定,半负定)矩阵.I
表示 合 适 维 数 的 单 位 矩 阵,N 表 示 正 整 数 集.
λmax(M),λmin(M)分别表示对称矩阵 M 的最大、最
小的特征值.
  考虑如下线性奇异脉冲系统:

  
E.x =Ax +Bu,t ≠ t k,

Δx =U k(t,x),t =t k,k = 1,2,…

x(t 0)=x 0,t 0 =0

 

 

 

 
 

  ,
(1)

其中,t ∈ J,t 0 ≥ 0,x ∈Rn,u ∈Rm 分别是系统的状

态向量和控制输入;矩阵 E ∈ Rn×n 可能是奇异的,假
设 rank (E)=r ≤ n;(E,A)正则,即存在复数 s 使得

det (sE -A)≠ 0 成立;A 和B 是描述系统的适当维

数矩阵;时间序列 t{ }k 为系统的脉冲跳跃时间点且

满足

  t 0 < t 1 < … < t k < …,lim
k→∞
t k =∞. (2)

这里Δx|tk =x(t
+
k )-x(t-k )=U k(t k,x(t k)),x(t+k )=

lim
h→0+
x(t k +h),x(t-k )= lim

h→0+
x(t k-h).简便起见,假设

x(t-k )=x(t k),U k(t k,x(t k))=c kx(t k),c k,k =1,2,…
为常数.
  设计状态反馈控制律 u 为

  u(t)=Lx(t), (3)
这里 L ∈Rm×n 是常数矩阵.由闭环系统(1)和反馈控

制律(3)得

  
E.x =Ax +BLx,t ≠ t k,

Δx =c kx(t),t =t k,k = 1,2,…

x t( )0 =x 0,t 0 =0

 

 

 

 
 

  .

(4)

  定义 1.1 如果存在常数 a > 0,b > 0,使得当 t
> t 0 时状态向量满足不等式:

   x(t) ≤  x(t 0) ae -b(t-t 0),t > t 0, (5)
则系统(4)是指数稳定的.
  定义 1.2 如果存在常数 a > 0,b > 0,使得当 t
> t 0 时状态向量满足不等式:

   Ex(t) ≤  Ex(t 0) ae -b(t-t 0),t > t 0,(6)
则系统(4)是 E 指数稳定的.
  以下讨论奇异脉冲系统(4)的指数稳定和 E 指

数稳定之间的关系.
  因为 (E,A)正则,所以存在适合维数的非奇异

矩阵 Q,G 使奇异脉冲系统(4)等价于

  
x·1 =A 1 x 1 +B 1 1u,t ≠ t k,
N x·2 =x 2 +B 2 2u,t ≠ t k,k = 1,2,…
Δx i =c k x i(t k),x i(t 0)=x i0,i = 1,2

 

 

 

  

  ,…
(7)
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其中 x 1 ∈ Rn 1 ,x 2 ∈ Rn 2,n 1 +n 2 =n,N 是合适维数
的幂零矩阵,且
  QEG =diag(I n 1 ,N),QAG =diag(A 1,I n 2),
  x =G col(x 1,x 2),x 0 = col(x 1 0,x 20),QB =
col(B 1 1,B 1 2). (8)
  引理 1.1[2 1,2 2] 奇异脉冲系统(7)的通解可表
示为

  

x 1(t)=∏
k

j = 1

(1+c j)exp [A 1(t -t 0)]x 1 0,

  t ∈ (t k,t k+1],k = 1,2,…

x 2(t)=-∑
h-1

j = 1
N j x 2(t 0)δ(j-1)(t -t 0)-

  ∑
h-1

j = 1
N j∑

∞

k= 1
c k x 2(t k)δ(j-1)(t -t k),t ≥ t 0

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 ,

(9)
其中δ( )t 是狄拉克脉冲函数.
  引理 1.2 对于奇异脉冲系统(4)和(7)下面两

个结论是等价的.
  1)对于奇异脉冲系统(4),存在正数 a,b 使得

   ( )x t  ≤  x t( )0  ae -b t-t( )0 ,t > t 0.(10)

  2)对于奇异脉冲系统(7),存在正数 a
-
,b 使得

   x 1 ( )t  ≤  x t( )0  a
-

e-b t-t( )0 ,t > t 0.
(11)

  证明 由引理 1.1 的(9)式知,x 2 ( )t =0,t ≠ t k,
k=0,1,2,… ,又因 x 2 ( )t 在 t k 左连续的,即 x 2 t( )k =
x 2 t-( )k =0,k=1,2,… ,所以 x 2 ( )t =0,t > t 0,综上有

  x =Gcol(x 1,x 2)=Gcol(x 1,0),t > t 0. (12)
x,col(x 1,x 2)分别是奇异脉冲系统(4)和(7)的状态
向量,G 是非奇异矩阵.由(12)式知

   x ≤  G  x 1 , x 1 ≤
 G-1  x ,t > t 0. (13)
由(10)式,(11)式,(13)式可知引理 1.2 成立.
  注 1.1 引理 1.2 说明奇异脉冲系统(4)的指数

稳定和下面系统的指数稳定性是等价的,

  
x·1 =A 1 x 1,t ≠ t k,

Δx 1 =c k x 1(t k),t =t k,k = 1,2,…

x 1 t( )0 =x 1 0

 

 

 

 
 

  .

(14)

  引理 1.3 奇异系统(4)的指数稳定和 E 指数稳

定是等价的.
  证明 由(8)式知

  QEx =QEG col(x 1,x 2)= diag(I n 1 ,N)col(x 1,
x 2)= col(x 1,Nx 2).
因 Q,G 是非奇异矩阵,x 2 ( )t =0,t > t 0,有
  QEx = col(x 1,0),
   x 1(t) ≤  QEx ≤  Q  Ex ,

   Ex(t) = Q-1 col(x 1,0) ≤
 Q-1  x 1 . (15)

假如奇异脉冲系统(4)是 E 指数稳定的,那么(6)式
成立.由(6)式,(15)式可得

   x 1 ( )t  ≤  Q  Ex t( )0  ae -b t-t( )0 ≤
 x t( )0   ae -b t-t( )0 ,t ≥ t 0,
其中 a = Q  E ,那么由引理 1.2 可知系统(4)
也是指数稳定的.同样,如果奇异脉冲系统(4)是指数

稳定的,那么(5)式成立,由引理 1.2 知(11)式成立,
结合(15)得
   ( )Ex t  ≤  Q-1  x t( )0   ae -b t-t( )0 =
 x t( )0   ce -b t-t( )0 ,t > t 0.
其中 c = Q- 1  a 是常数,那么由定义 1.2 可知系

统(4)也是 E 指数稳定的.

2 稳定性分析

  假设{t k}∈S(σ1,σ2)={{t k}:σ1 ≤ t k+1-t k ≤σ2,
k ∈N},其中σ1,σ2 为正数.为了实现目标,对给定的
脉冲时间序列 t{ }k ,引入辅助分段线性函数 ρ( )t ,
ρ1 1 ( )t ,ρ1 2 ( )t ,当 t ∈ t k,t k+( ]1 ,定义函数

   ρ( )t = 1
t k+1 -t k

,ρ1 1 ( )t = t -t( )k  ρ( )t ,ρ1 2 ( )t =

t k+1 -( )t  ρ( )t ,k ∈ N . (16)
易知

  ρ1 1 ( )t ∈ 0,( ]1 ,ρ1 2 ( )t ∈ 0,[ )1 , t ≥ t 0.
且

  ρ1 1 t+( )k =ρ1 2 t k+( )1 = 0,ρ1 2 t+( )k =ρ1 1 t k+( )1 = 1,k
∈ N .
如果脉冲时间序列 t{ }k ∈ S σ1,σ( )2 ,则存在函数

ρ2 1 ( )t ∈ (0,1],使 ρ( )t = 1
σ1ρ2 1

( )t + 1
σ2ρ2 2

( )t ,且

ρ2 1 ( )t +ρ2 2 ( )t =1.利用函数序列 {ρij (t)},i,j =1,2,
定义如下时变 Lyapunov 函数:
  V(t)=ψ(t)x T(t)E TP(t)x(t), (17)
其中

  ( )P t =ρ1 1 ( )t P 1 +ρ1 2 ( )t P 2,ψ( )t =
μρ1 1

( )t ,t ∈ t k,t k+[ ]1 ,k ∈ N,
1,t ∈ t 0 -h,t[ ]0{ ,

且μ≤ψ( )t ≤ 1,0 <μ≤ 1.对奇异脉冲系统(4),运
用时变 Lyapunov 函数,可以得到下面结论.
  定理 2.1 考虑奇异脉冲系统(4),对已知的 m
×n 矩阵 L 和脉冲时间序列 t{ }k ∈ S σ1,σ( )2 ,以及

给定的标量 0 <μ≤ 1,γ>0,如果存在可逆矩阵 P l,
l = 1,2,使得下列矩阵不等式成立:

  E TP l =P Tl E ≥ 0,l = 1,2, (18)

  c k +( )1 2E TP 2 ≤μE TP 1, (19)

  Ξlp =(1σp
lnμ+ 2γ)E TP l +

1
σp
E T(P 1 -P 2)+

(A+BL)TP l +P Tl (A+BL)< 0,l,p = 1,2,(20)
则奇异脉冲系统(4)具有全局指数稳定性.
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  证明 当 t =t+k ,由矩阵不等式(18),(19)得
  V t+( )k =ψ t+( )k x T t+( )k E TP t+( )k x t+( )k =
c k +( )1 2 x T t( )k E TP 2x t( )k ≤
μx T t( )k E TP 1x t( )k =V t( )k ,k ∈ N. (21)
由(18)式,运用凸组合技术得

  ∑
2

l,p= 1
ρ1 l ( )t ρ2q ( )t Ξlp < 0,

即

  Ξ( )t =( ρ( )t lnμ+ 2γ)E T ( )P t + ρ( )t E T(P 1 -
P 2)+(A+BL)T ( )P t + ( )P t T(A+BL)< 0,
对于 t ∈ (t k,t k+1],V(t)沿着系统(4)的导数为

  V
·
(t)= ρ( )t lnμ ( )V t +ψ( )t x T ( )t  ρ( )t E T(P 1-

P 2)x(t)+ 2ψ( )t x·T ( )t E T ( )P t x(t)=
 ρ( )t lnμ ( )V t +ψ( )t x T ( )t  ρ( )t E T(P 1 -
P 2)x(t)+ψ( )t x T(t)(A+BL)T ( )P t x(t)+
ψ( )t x T(t)P T ( )t (A+BL)x(t)=ψ( )t x T(t)·
Ξ( )t x(t)- 2γ ( )V t <- 2γ ( )V t ,
由上式可得

  V(t)<V(t+k )e-2γ(t-tk),k ∈ N,
结合不等式(21),有
  V(t)<V(t k)e-2γ(t-tk),k ∈ N,
重复运用上面不等式得

  V(t)<V(t 0)e-2γ(t-t 0), t ≥ t 0.
因为 E T ( )P t =P T ( )t E ≥ 0,且 ( )P t 为可逆矩阵,所
以 存 在 一 个 对 称 正 定 矩 阵 ( )Q t 使 E T ( )P t =
E T ( )Q t E,运用凸组合技术知存在正定矩阵 Q l,l =
1,2,使得 ( )Q t =ρ1 1 Q 1 +ρ1 2 Q 2.为了方便,令λ0 =
min{λmin Q l,l = 1,2},λ1 = max{λmax Q l,l = 1,2}.
可得

  μλ0 Ex(t) 2 ≤ V(t)≤ V(t 0)e-2γ(t-t 0) ≤
λ1 Ex(t 2) 2 e-2γ(t-t 0),t > t 0.
易知

   Ex(t) ≤ λ1
μλ0

 Ex(t 0) e-γ(t-t 0),t > t 0.

由引理 1.3 知奇异脉冲系统(4)的零解是 E 指数稳

定,也是指数稳定.

3 数值仿真

  考虑线性奇异脉冲系统

  
Ex·=Ax +Bu,t ≠ t k,

Δx =c kx(t k),t =t k{ ,
其中

  u(t)=Lx(t).
  参数如下:

  E=
1 0 0
0 1 0

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  0 0 0

,A=
0 1 1
- 1 3 0
 

 

 
 
  

 

 

 
 
  0 0 0

,B=
0 2
1 0

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1 1

,

  L =
- 1 0 0.3 6 - 5
- 1.5 2 - 0.
 

 
 
 

 

 
 
 5
,

且 c k =-1.2,在这个例子中假设σ1 =σ2 =ρ,应用定

理 2.1,取ρ= 0.5,μ= 0.3,γ= 0.6,即可找到矩阵

P 1,P 2,使矩阵不等式(9),(10),(1 1)成立,其中

  P 1 =
1.389 6 2.3483 0
- 2.06 7 6 - 5.1 1 3 3 0
1.5 87 5 4.7 1 2 1 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1 406

,

  P 2 =
1.646 3 1.1 8 1 0 0
- 2.32 1 3 4.43 32 0
1.7 5 24 - 3.9 6 6 5 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1 6 1 6
.

由定理 2.1 知奇异脉冲系统(4)是全局指数稳定的.
仿真结果如图 1.

图 1 奇异脉冲系统的状态曲线

Fig.1 The state of singular impulsive system

  由图 1 可看出,本文方法是有效的.
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  将一个散射体和两个散射体束流利用率进行比

较,可以发现单膜散射法的束流利用率为 5%,单阻

止柱双散射体方法的为 1 7%,而双环双散射体方法

的为 2 7%,双环双散射体方法的束流利用率明显提

高。这是因为双环双散射体的第二个散射体为环形

结构,利用内盘和外环散射材料散射能力的不同而形

成均匀分布的束流;而单阻止柱双散射系统中,第二

个散射体前面的阻止柱完全阻挡掉中心轴线的部分

束流,然后再经过第二个散射体,在测量平面上得到

均匀分布的束流。

  综合考虑束流利用率,平均能量损失及形成距

离,单膜散射法通常用来扩展半径为 2 cm 以下的束

流,双散射体方法可以用来扩展半径为 1 0 cm 以下的

束流,是单膜散射法的 5 倍。双环双散射体方法的形

成距离比单阻止柱双散射体方法小,便于安装在转动

机架上。因此,双环双散射体方法是被动散射体方法

中比较好的方法。
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