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线性系统的间歇观测器设计*

Intermittent Observer Design for Linear Systems
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摘要:考虑到间歇控制是一类特殊的切换控制,提出基于时变切换 Lyapunov 函数的间歇观测器设计方法,并进

行数值验证。采用时变切换 Lyapunov 函数分析相应误差系统的稳定性,得到观测器收敛的充分条件,通过求解

相应的线性矩阵不等式得到观测器增益矩阵,且数值算例验证所提方法是有效的。
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Abstract:In view of the characteristics that a dynamical system under intermittent control can
be viewed as a switched control system,a method based on time-varying switching Lyapunov
function is developed for the intermittent observer design,of which numerical validation is car-
ried out.Some sufficient conditions for observer convergence are derived by using time-varying
switching Lyapunov function to analyze the stability of the error system,and the gain matrix of
the observer can be obtained by solving a set of linear matrix inequalities (LMI).A numerical
example is provided to illustrate the validity of the proposed method.
Key words:linear system,intermittent observer,switched Lyapunov functions,exponential sta-
bility

0 引言

  控制理论和控制工程领域在研究系统状态重构

时会涉及观测器设计问题。早在 1 9 60 年,Kalman[1]

针对不确定性和随机扰动的线性系统设计了最优滤

波器。随后,Luenberger[2]于 1 9 64 年提出了线性定

常系统的观测器设计方法。这 2 种经典的观测器设

计方法现已成为观测器设计的理论基础。一方面,由
于状态反馈在系统控制和综合中的地位重要,另一方

面,由于线性系统结构简单,而研究线性系统的方法

对研究非线性系统具有很好的借鉴作用。因此,线性

系统的观测器设计问题已成为系统控制领域的研究

热点,已有大量的研究成果[3~8]。该领域的研究对象

包含离散和连续、时变和时不变、系统参数不确定、未
知输入及时滞等线性系统,研究的方法主要有坐标变

换法、代数 Riccati 方程方法、Lyapunov 方法以及奇

异值分解和广义逆等。近几年,线性系统观测器的设

计理论和方法又得到进一步的发展。201 1 年文献

[9,10]分别研究线性系统和线性脉冲系统的泛函观

测器设计问题。文献[11]对一类带有扰动的线性系

统,采用坐标变换方法设计区间观测器。文献[12]研
究切换线性系统的未知输入有限时间收敛跳观测器
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设计。文献[13]则给出一类线性和非线性互联系统

的观测器设计方法。对于切换线性系统,Laurent
Bako 等[14]通过构造一个非光滑加权成本函数提出

一种状态估计的优化方法。文献[15]对一类线性奇

异系统设计自适应观测器,分别对系统无噪声和带噪

声情形下的状态和参数估计的收敛性进行讨论。文

献[16]考虑线性时滞系统的重置观测器设计问题,给
出了估计状态渐近收敛的时滞相关条件。

  间歇控制是指系统控制器的运行和关闭间歇交

替进行的一种控制方法,如空调的间歇制冷、汽车雨

刮器的间歇工作等都是采用了间歇控制方式。由于

间歇控制在实际中具有广泛的应用背景,近年来,其
理论研究吸引了众多学者的关注,也取得了许多研究

成果。文献[17]采用间歇控制方法结合 Lyapunov
函数方法给出一类混沌系统主从系统同步的判别条

件。文献[18]采用 Halanay 时滞不等式,研究一类

混沌神经网络的周期间歇镇定方法。文献[19]采用

Lyapunov-Razumikhin 方法研究混沌时滞神经网络

的间歇脉冲同步问题,得到了同步的 LMI 准则。文

献[20]通过引入时变切换的 Lyapunov 函数得到一

类时滞神经网络的周期间歇镇定方法。

  虽然观测器设计和系统间歇控制已取得了大量

的研究成果,但查询发现,采用间歇控制理论设计观

测器的研究少有报道。而且已报道的相关间歇控制

研究成果大多是采用周期间歇的方式,只有少数讨论

时变间歇控制问题。如文献[21]采用间歇反馈控制

研究基于模型的网络控制系统的稳定性问题,假设的

反馈时间分别为时变有界函数、独立同分布随机变量

和马尔可夫链。文献[22]考虑一类混沌系统的镇定

和同步问题,给出时变控制周期和控制宽度下系统镇

定和同步的条件。间歇控制系统实质上可以看作由

二个子系统组成的切换系统,而公共 Lyapunov 函数

方法或切换时不变 Lyapunov 函数方法所得切换系

统观测器设计结果具有一定的保守性[23]。基于以上

分析,本文提出线性系统的间歇观测器设计方法,通
过引入时变切换的 Lyapunov 函数方法分析相应误

差系统的稳定性,结合凸组合技术,得到了观测器指

数收敛的充分条件,其中观测器增益矩阵可以通过求

解一组线性矩阵不等式得到,且数值仿真算例表明本

文所提方法是有效的。

1 问题描述

  M > (≥,<,≤)0 表示M 为正定(半正定,负
定,半 负 定)矩 阵。I 表 示 合 适 维 数 的 单 位 矩 阵。

λmax(M),λmin(M)分别表示对称矩阵M 的最大、最小

特征值。 · 表示向量的欧氏范数。N 表示正整

数集,N 0 = N ∪ {0}。

  考虑如下的连续时间线性系统:

  
.x(t)=Ax(t)+Bu(t),t > 0,

y(t)=Cx(t),t k ≤ t < t k +h{ ,
(1.1)

其中 x(t)∈ Rn,u(t)∈ Rm,y(t)∈ R p 分别为系统

状态,控制输入和可测量的系统输出;{t k;k ∈ N 0}
为观测时间集;h 为观测间隔长度;A,B,C 为常值

矩阵。

  在间歇控制方式下,可构造系统(1.1)如下形式

的间歇观测器

  

x̂
·
(t)=Âx(t)+Bu +L(y -Ĉx),

  t k ≤ t < t k +h,

x̂
·
(t)=Âx(t)+Bu,t k +h ≤
  t < t k+1

 

 

 

 
 
 

 
  ,

(1.2)

其中,L 为观测器增益矩阵。

  定义误差向量 e(t)=x(t)-x̂(t),结合(1.1)式
和(1.2)式可得相应的观测误差系统为

  
e·(t)=(A-LC)e(t),t k ≤ t < t k +h,

e·(t)=Ae(t),t k +h ≤ t < t k+1{ .
(1.3)

  所以本文的主要目标是,对给定的观测时间集

{t k;k ∈ N 0}和观测间隔 h ,给出能保证误差系统

(1.3)指数稳定的观测器增益矩阵 L 。由于误差系

统(1.3)的稳定性与观测时间 {t k;k ∈ N 0}有关,为
此,先定义以下的时间序列集:

  S(δ1,δ2) {{t k};δ1 ≤ t k -t k-1 ≤δ2},
其中δ1 和δ2 满足 0 <δ1 ≤δ2。以下是稳定性定义和

引理。

  定义 1.1 对给定的观测时间集 S(δ1,δ2)和观

测长度 h ,若存在常数β> 0,γ> 0,使得

   e(t) ≤β e(t 0) e-γ
(t-t 0),t ≥ t 0.

则称误差系统(1.3)是全局指数稳定的。

  引理 1.1 对于给定矩阵Гi,X i ∈ R n×n,X i =
X Ti ,i =1,2,…,N,C ∈ R p×n 和L ∈ R n×p ,如果存在

矩阵 X 0,H i ∈ R n×n,i =1,2,…,N,使得下面的矩阵

不等式成立

  
Гi -X 0LC -(X 0LC)T X i -X 0 -(H iLC)T

* -H i -H T

 

 

 
 

 

 

 
 

i

< 0,i = 1,2,…,N, (1.4)
则有

  Гi -X iLC -(X iLC)T < 0,i = 1,2,…,N.
(1.5)

  证 明  把 (1.4)式 两 边 分 别 左 乘 和 右 乘

[I -(LC)T]及其转置即可得到 (1.5)式。
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2 主要结果

  如前所述,误差系统(1.3)的稳定性与观测时间

有关,而其实质上可看作包含两个子系统的切换系

统。因此,将采用时变的切换 Lyapunov 函数分析系

统(1.3)的指数稳定性。为了充分挖掘和利用切换观

测时间序列的信息,先定义如下与切换观测时间序列

和观测长度相关的分段连续可微函数。

  ρ1 1k(t)=
t -t k
h
,t ∈ [t k,t k + h),ρ2 1k(t)=

t -t k -h
t k+1 -t k -h

,t∈[t k+h,t k+1),ρ0 1k(t)=
1

t k+1 -t k -h
,

其中 k ∈ N 0。令ρi2k(t)=1-ρi 1k(t),i =0,1,2,则易

知ρij k ∈ [0,1],i,j = 1,2,且有

  ρ1 1k(t k)=ρ1 2k((t k + h)-)=ρ2 1k(t k + h)=
ρ2 2k((t k+1)-)=0,

  ρ1 1k((t k +h)-)=ρ1 2k(t k)=ρ2 1k((t k+1)-)=
ρ2 2k(t k +h)= 1. (2.1)
另外,易知存在函数ρ(t)∈ [0,1],使得

  ρ0 1k(t)=
 ρ(t)
δ1 -h +

ρ(t)
δ2 -h

, (2.2)

其中  ρ(t)= 1-ρ(t)。
  基于时变函数 {ρij k(t)},i,j = 1,2,k ∈ N 0,构造

时变切换 Lyapunov 函数:

  V(t,x)=
V 1k(t,x) e T(t)P 1(t)e(t),t k ≤ t < t k +h,

V 2k(t,x) e T(t)P 2(t)e(t),t k +h ≤ t < t k+1{ ,k ∈

N 0, (2.3)
其中 P i(t)=ρi 1k(t)P i 1 +ρi2k(t)P i2,P ij > 0,i,j =1,
2。另外,假设存在正标量μ1 和μ2,使得

  P 2 2 ≤μ1P 1 1,P 1 2 ≤μ2P 2 1, (2.4)
从而,由(2.1)式,(2.3)式,(2.4)式,有
  V(t k)≤μ2V (t k)( )- ,V(t k +h)≤
μ1V (t k +h)( )- . (2.5)

  应用时变 Lyapunov 函数(2.3)分析误差系统

(1.3)的稳定性,即可得以下的定理。

  定理 2.1 考虑具有间歇观测时间集 S(δ1,δ2)
的观测误差系统(1.3),如果对给定的观测器增益阵

L 及间歇观测长度 h,存在正标量μi,γ,,i = 1,2,及
n ×n 矩阵 P ij > 0,i,j = 1,2,使得(2.4)式及下面的

矩阵不等式成立

  Ξ1j =2γP 1j + 1h
(P 1 1 -P 1 2)+P 1j(A-LC)+

(A-LC)T P 1j < 0,j = 1,2, (2.6)

  Ξ2jq(γ) - 2γh - ln
(μ1μ2)

2(δ2 -h)
P 2j + 1

δq -h
(P 2 1-

P 2 2)+P 2jA +ATP 2j < 0,j,q = 1,2. (2.7)
则观测误差系统(1.3)是全局指数稳定的。

  证明 由Ξ2jq(γ)< 0,j,q=1,2 及其关于参数γ
连续性知,对于充分小的σ∈(0,γ),也有Ξ2jq(γ-σ)

< 0,j,q = 1,2 成 立。 若 令 γ2 =
2(γ-σ)h - ln (μ1μ2)

2(δ2 -h)
,c =μ1μ2 e-2γh+2γ2

(δ2-h),则 c =

e-2σh < 1。

  选取分段连续 Lyapunov 函数如 (2.3)式所定

义,并记V(t)=V(t,x(t))。则当 t ∈[t k,t k+h)时,
求沿着误差系统(1.3)的解的导数并结合(2.6)式,得

  V
·
(t)=V

·

1k(t)=e T(t)P
·

1(t)e(t)+
2 e T(t)P 1(t).e =-2γV 1k(t)+

e T(t)(2γP 1(t)+ 1h
(P 1 1 -P 1 2)+P 1(t)(A-LC)+

(A-LC)T P 1(t))e(t)=-2γV 1k(t)+

e T(t)(∑
2

j = 1
ρ1jk(t)Ξ1j)e(t)≤- 2γV(t).

从而

  V(t)≤V(t k)e-2γ(t-tk),t ∈ [t k,t k +h). (2.8)

  类似地,当 t ∈ [t k +h,t k+1)时,求V(t)沿着系

统(1.3)的解的导数。由Ξ2jq(γ-σ)< 0,有

  V
·
(t)=2γ2V 2k(t)+

e T(t)(∑
2

j = 1

(ρ2jk(t)( ρ(t)Ξ2j 1(γ-σ)+ρ(t)Ξ2j 2(γ-

σ)))e(t)≤ 2γ2V 2k(t),
从而

  V(t)≤V(t k +h)e2γ2(t-tk-h),t ∈ [t k +h,t k+1).
(2.9)

而对任意的 t ≥ 0,必存在某个 k ∈ N 0,使得 t ∈[t k,

t k +h)或 t ∈ [t k +h,t k+1)。假设 t 0 = 0,则当 t ∈
[t k,t k +h)时,由(2.4)式,(2.8)式,(2.9)式及数

学归纳法,有

  V(t)≤V(t k)e-2γ(t-tk)≤μ2V((t k)-)e-2γ
(t-tk)≤

μ2V(t k-1 +h)e2γ2
(tk-tk-1-h)e-2γ(t-tk)≤μ1μ2V((t k-1 +

h)-)e2γ2(tk-tk-1-h)e-2γ(t-tk)≤
μ1μ2V(t k-1)e-2γh e2γ2

(tk-tk-1-h)e-2γ(t-tk)≤ … ≤
(μ1μ2)kV(0)(e-2γh)k e2γ2

(tk-kh)e-2γ(t-tk), (2.10)

  另外,当 t ∈[t k,t k+h)时,有 t -h ≤ t k ≤ kδ2,
故上式可进一步化为

  V(t)≤ (μ1μ2)kV(0)(e-2γh)ke 2γ2 k
(δ2-h)=

(c)kV(0)≤ c(t-h)/δ2V(0)=c-h/δ2 e(ln c/δ2)tV(0),
(2.1 1)

而当 t ∈[t k+h,t k+1)时,注意到 t ≤(k + 1)δ2,采用

与(2.1 1)式类似的推导法,可得
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  V(t)≤
(1/μ2)(μ1μ2)k+1V(0)(e-2γh)k+1 e2γ2

(t-(k+1)h)≤
(1/μ2)(c)k+1V(0)≤ (1/μ2)(c)t

/δ2V(0)=
(1/μ2)e

(ln c/δ2)tV(0), (2.12)
从而,由V(t)的定义及(2.1 1)式和(2.12)式,可得

   e(t) ≤ (Mλ2)/λ1 e(ln c/δ2)t e(0) ,t ≥ 0,
(2.13)

其中M=max c-h/δ2,1/μ{ }2 ,λ1= min
i,j = 1,2

λmin(P ij{ }),λ2

= max
i,j = 1,2

λmax(P ij{ }) 。因此,由 (2.13)式和定义 1.1

知,系统(1.3)是全局指数稳定的。

  注 1 本文根据间歇观测误差系统(1.3)的结构

特征,引入了与间歇观测时间和观测长度相关的分段

连续时变 Lyapunov 函数。定理 2.1 表明,基于该新

异的时变 Lyapunov 函数的特殊构造并结合定理 2.1
的矩阵不等式条件,可以有效保证间歇观测器(1.2)
的全局指数收敛性。

  将矩阵不等式(2.6)线性化,即可得以下的观测

器设计定理。

  定理 2.2 考虑具有间歇观测时间集 S(δ1,δ2)
的观测误差系统(1.3),如果对给定的间歇观测长度

h ,正标量μi,γ,αi,i = 1,2,存在 n ×n 矩阵 X 0,Y 和

P ij > 0,i,j = 1,2,使得(2.4)式,(2.7)式及以下线

性矩阵不等式成立:

   Ξ1j(γ) 
Ω1j P 1j -X 0 -αj (YC)T

* -αj(X 0 +X T0

 

 

 
 

 

 

 
 ) < 0,j =

1,2, (2.14)
其中

  Ω1j =2γP 1j + 1h
(P 1 1 -P 1 2)+P 1jA +AT P 1j -

YC -(YC)T,
则误差系统(1.3)是全局指数稳定的,且观测器增益

阵为 L =X-10 Y 。

  证明 取Y =X 0L,H i=αi X 0,由引理 1.1,容易

验证不等式(2.14)的可行性等价于(2.6)式。从而,
由定理 2.1 得系统(1.3)是全局指数稳定的,且观测

器增益阵 L =X-10 Y 。

  记 S(δ) {{t k};t k-t k-1=δ},则当{t k}∈ S(δ)
时,即系统具有周期间歇观测时间的情形,可由定理

2.2 得系统(1.1)相应的观测器设计方法。

  推论 2.1 考虑具有周期观测时间集 S(δ)的观

测误差系统(1.3),如果对给定的间歇观测长度 h ,正
标量μi,γ,αi,i =1,2,存在 n×n 矩阵X 0,Y 和 P ij >
0,i,j =1,2,使得(2.4)式,(2.14)式及以下线性矩阵

不等式成立:

   Ξ2j(γ) - 2γh - ln
(μ1μ2)

2(δ-h) P 2j + 1
δ-h

(P 2 1 -

P 2 2)+P 2jA +AT P 2j < 0,j = 1,2, (2.15)
则误差系统(1.3)是全局指数稳定的,且观测器增益

阵为 L =X-10 Y。

  证明 在定理 2.2 证明中取δ1 =δ2 =δ,即知推

论 2.1 成立。

  注 2 当取 P ij =P i,或P ij =P,i,j =1,2 时,分段

连续的时变切换 Lyapunov 函数(2.3)将分别退化为

时不变切换 Lyapunov 函数和时不变公共 Lyapunov
函数,采用与定理 2.1 类似的证明方法容易得到误差

系统稳定的条件,但此时相应的结果会存在一定的保

守性[23]。

3 数值仿真

  考虑线性连续时间系统(1.1),其系统矩阵如下

  A=
0 1
0 - 4.

 

 
 
 

 

 
 
 6
,B =

0
0.

 

 
 
 

 

 
 
 787
,C = 1 [ ]0 .

  对上述系统,分别讨论其在时变间歇观测和周期

间歇观测情形下的误差系统稳性和观测器设计方法。

  (1)假设 {t k}∈ S(2,3),给定间歇观测长度 h =
1.0,观测器增益矩阵 L =[1.45 1.85]。选取μ1 =
1.20,μ2 = 1.2 5,γ=0.6,求解定理 2.1 的线性矩阵

不等式(2.4),(2.6),(2.7),可得到保证误差系统

(1.3)指数稳定的正定矩阵 P ij 为

  P 1 1 =
1.1 6 7 1 - 0.03 72
- 0.03 72 0.
 

 
 
 

 

 
 
 49 6 5
,

  P 1 2 =
0.4923 - 0.1 005
- 0.1 005 0.
 

 
 
 

 

 
 
 1 807
,

  P 2 1 =
0.6 5 50 0.06 14
0.06 14 0.

 

 
 
 

 

 
 
 23 6 7
,

  P 2 2 =
1.0422 0.1 7 9 1
0.1 7 9 1 0.

 

 
 
 

 

 
 
 1 505
.

  (2)假设 {t k}∈ S(2,3),给定间歇观测长度 h =
0.8。运用定理 2.2,选取α1 = 0.30,α2 = 0.20,μ1 =
1.1 3,μ2=1.32,γ=0.8,求解线性矩阵不等式(2.4),
(2.7),(2.14),可得相应的观测器增益矩阵为 L =
1.9 6 3 9 0.[ ]838 1 T。

  (3)假设 {t k}∈ S(2),给定间歇观测长度 h =
1.2。应用推论 2.1,选取α1 =α2 =0.20,μ1 = 2.30,

μ2 =2.1 0,γ= 0.7,求解线性矩阵不等式(2.4),(2.
14),(2.15 ),得 相 应 的 观 测 器 增 益 矩 阵 为 L =
1.288 1 1.[ ]1 2 1 9 T 。进一步,选取初始状态 x(0)

=[0 - 0.5]T 及 x̂(0)=[- 1 0.8]T ,则可得原系

统状态 x(t)和估计状态 x̂(t)的响应曲线图 1。而图
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2 则显示了状态估计误差范数  e(t) 的响应曲线。
由实例分析及仿真结果可以看出,本文方法是有效

的。由于非线性系统在实际生活中普遍存在,故研究

各种非线性系统的间歇观测器设计问题将是今后的

一个重要研究方向。

  图 1 {t k}∈ S(2),h = 1.2 时原系统状态 x i(t),i = 1,

2 及估计状态 x̂ i(t)

  Fig.1 The state x i(t),i = 1,2 and their estimate x̂ i(t)

in case {t k}∈ S(2),h = 1.2

图 2 {t k}∈ S(2),h = 1.2 时估计误差  e(t) 
  Fig.2 Time evolutions of  e(t) in case {t k}∈ S(2),

h = 1.2
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