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摘要:近周期脉冲是一类特殊的脉冲,它与一个标称周期脉冲的误差是一个不确定的时变有界项.本文通过增维

方法消除线性系统时滞的影响,构造线性差分包含刻画系统在脉冲时刻的状态,从而利用线性差分包含中蕴含

的近周期脉冲信息,构造一个时变 Lyapunov 函数来进行稳定性分析,得到用线性矩阵不等式表示的带近周期脉

冲的离散线性时滞系统的稳定性准则.在此基础上,为离散线性时滞系统分别设计了降阶和全阶近周期脉冲控

制器.降阶控制器节省资源,效率高,而全阶控制器适用范围更广.最后,用 3 个数值算例验证文中方法的有

效性.
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中图分类号:TP273  文献标识码:A  文章编号:1005-9 1 64(201 5)04-0430-08

Abstract:Nearly-periodic impulse is a class of special type of impulses,the error between which
and a nominal periodic impulse is an uncertain time-varying bounded term.The effect of time
delays is eliminated from system by means of increment-dimensional method.Then a linear
difference inclusion (LDI)is constructed to describe the system states at the impulse instants.
A time-varying Lyapunov function is introduced to analyze the stability of system under consid-
eration,which utilizes the information about nearly-periodic impulse contained in the LDI,and a
stability criterion is obtained in the form of linear matrix inequalities.Based on the derived sta-
bility results,reduced-order and full-order nearly-periodic impulsive controllers are designed for
discrete-time linear systems with time-delays,respectively.The former saves system resources
and is more efficient,while the latter is more applicable.Three numerical examples are presen-

ted to show the effectiveness of the proposed
method.
Key words:nearly-periodic impulse,time-varying
Lyapunov function,discret-time linear system
with time-delays,linear difference inclusion,line-
ar matrix inequality
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0 引言

  由于线性系统在生产实践中起到非常重要的作

用,线性系统的控制器设计问题引起研究人员的广泛

关注,也取得了大量成果.文献[1]讨论了离散时间线

性系统的有限时间控制问题;文献[2,3]为离散时间

线性系统设计了周期时变记忆状态反馈控制器;文献

[4]给出了连续时间线性系统的鲁棒静态输出反馈控

制器存在的充分条件;文献[5]对离散时间切换线性

系统的稳定和镇定问题进行了研究;文献[6]为离散

线性系统设计了 3 种 H ∞ 控制器:静态输出反馈控

制器,动态输出反馈控制器和基于观测器的输出反馈

控制器.然而,这些成果没有考虑到脉冲和时滞对系

统的影响.当动力系统的状态在某些瞬时发生突然跳

变时,通常用脉冲系统进行建模.脉冲的存在往往使

原系 统 的 稳 定 性 发 生 变 化,因 此 受 到 广 泛 的 关

注[7~1 2].此外,由于元件的处理速度差异、网络拥塞

和传输距离等因素的影响,动力系统往往存在时滞.
而时滞也是造成系统不稳定的一个不可忽略的重要

因素[1 3~1 5].到目前为止,还没有关于离散时间线性时

滞系统的近周期脉冲镇定问题的研究成果.
  近几年来,基于线性差分包含(LDI)的稳定性研

究方法取得了很大进展[1 6~2 6],尤其以下涉及线性系

统的研究:文献[19]研究了带未知时变时滞的任意切

换连续线性系统的镇定问题,将原系统的镇定问题转

化为带多方不确定性的 LDI 的控制综合问题;文献

[21]讨论了一类带指数不确定项的离散线性系统的

控制器设计问题,所得结果可应用到网络控制切换系

统,其中用到一个切换多方 LDI;文献[25]关注了带

非周期采样控制的线性时不变系统的稳定性,这里的

LDI 蕴含了非周期采样间隔的信息.文献[26]探讨如

何通过一个近周期重置序列镇定系统,用 LDI 描述

系统在重置时刻的状态,进而构造一个类二次型

Lyapunov 函数进行稳定性分析.上述各文献反映了

基于 LDI 方法的有效性,因此我们将该方法应用到

带近周期脉冲的离散线性时滞系统的稳定和镇定研

究中.与一般的脉冲不同,近周期脉冲是指它与一个

已知的标称周期脉冲比较接近,两者的误差为不确定

值,但误差上界已知.本文首先使用增维技术将原本

的时滞系统转化为不含时滞的线性系统,再构造 LDI
描述系统在脉冲时刻的状态,并利用 LDI 中的凸组

合设计一个新颖的与近周期脉冲相关的时变 Lya-
punov 函数,从而得到一个带近周期脉冲的离散线性

时滞系统的稳定性判据.在此基础上,为离散线性时

滞系统设计了降阶和全阶两种近周期脉冲控制器.前

者可以节省资源,提高控制效率,后者适用范围更广.
最后,通过 3 个数值例子说明结果的有效性.

1 问题描述

  本文中,n 阶单位矩阵用符号 I n 表示.对于对称

实矩阵M,符号M <(>,≤,≥)0 分别表示矩阵M
负定(正定,半负定,半正定).Z+ 表示正整数集,Z+0
表示非负整数集.对向量而言, · 表示欧几里得

范数,而对于矩阵来说,该符号表示谱范数.矩阵 M
的最大(最小)特征值用λmax(M)(λmin(M))表示.任意

给定两个整数α,β,且α≤β,定义集合 N(α,β)={α,

α+1,…,β}.F(N(-α,0),Rn)={φ|φ:N(-α,0)→
Rn, φ <∞, φ α= sup

k∈N(-α,0)
 φ(k) ,α∈

Z+}.任意给定两个非负整数 d 0,d,假设 d 0≥2,t 0=
0,定义脉冲时间序列集合S(d 0,d)={{t k}:d 0≤t k-
t k-1≤d 0+d,k∈Z+,t k∈Z+}.
  考虑如下离散时间的线性时滞脉冲系统:

  

x(t)=A 0x(t-1)+A 1x(t-1-τ),t≠t k,

  t∈Z+,

x(t)=C 0x(t-1)+C 1x(t-1-τ),t=t k,

x(θ)=ψ(θ),θ∈N(-τ,0

 

 

 

 
  

 
  ),

(1)

其中 x(t)∈Rn 表示系统的状态向量,A 0,A 1,C 0,C 1
∈Rn×n为系统已知的系数矩阵,ψ∈F(N(-τ,0),

Rn)表示系统的初始函数,τ∈Z+0 表示系统时滞.脉
冲时间序列{t k}∈S(d 0,d).当 d≠0 且比较小时,这
样的脉冲虽然不是周期序列,但与周期为 d 0 的周期

脉冲的误差不超过 d,所以称这种类型的脉冲为近周

期脉冲.
  由于系统(1)中包含常时滞,为消除时滞项的影

响,首先对系统(1)增维:

  η(t)=[x T(t),x T(t-1),…,x T(t-τ)]T, (2)
则可得到一个与系统(1)等价的不含时滞的线性离散

系统:

  

η(t)=Aη(t-1),t≠ t k,t∈Z+,

η(t)=Cη(t-1),t= t k,

η(t 0)=η0=[ψT(0),ψT(-1),…,

  ψT(-τ)]T,t 0=0

 

 

 

 
 
 

 
  ,

(3)

其中

  A=

A 0 0 … 0 A 1
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)×n(τ+1)

, (4)
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  C=

C 0 0 … 0 C 1
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)×n(τ+1)

.

  因而,讨论系统(1)的稳定性将转化为对系统(3)
的稳定性分析.设η(t,t 0,η0)表示系统(3)在初始时

刻 t 0 经过初始状态η0 的状态轨迹.为简便起见,将η
(t,t 0,η0) η(t).系统(3)的一致全局指数稳定的定

义如下:

  定义 1 给定脉冲时间序列集合S(d 0,d),若存

在常量σ>0 和 0<λ<1,使得对任意的{t k}∈S(d 0,
d),都有以下不等式成立:

   η(t) ≤σλt η0 ,t∈Z+,
则称系统(3)关于S(d 0,d)一致全局指数稳定(UG-
ES).

2 稳定性分析

  本节将对系统(3)进行稳定性分析,最终获得一

个新的一致全局指数稳定的充分条件.为此,首先讨

论系统(3)在脉冲时刻解的性质.
  对任意的{t k}∈S(d 0,d),均有

  η(t k+1)=C(∏
tk+1 -2

l=tk
A)η(t k)=CAtk+1 -tk -1η(t k).(5)

令

  H i=Ad 0+i-1,i∈N(0,d),
则有

  Atk+1 -tk -1=∑
d

i=0
ρi(t k)H i,

其中

  ρi(t k)=
1,i=t k+1-t k-d 0,

0,i≠ t k+1-t k-d 0,i∈N(0,d){ .
所以式(5)可重新表示为

  η(t k+1)=C(∑
d

i=0
ρi(t k)H i)η(t k). (6)

根据(6),构造如下线性差分包含(LDI):

  η(t k+1)∈Φ(η(t k)), (7)
其中

  Φ(η)={y:y=CH iη,i∈N(0,d)}.
  下面将证明系统(3)的稳定性与 LDI 的一致.
  定理 1 对于系统(3),给定的脉冲时间序列集

合S(d 0,d),以及标量 0<ζ<1,若存在 n(τ+1)×n(τ
+1)阶矩阵 F 和 P i>0,i∈N(0,d),使得下列矩阵

不等式成立:

  
-ζP i H T

i CTF T

F CH i P j-F-F

 

 

 
  

 

 

 
  T
<0,i,j∈N(0,d), (8)

则系统(3)关于S(d 0,d)一致全局指数稳定,即系统

(1)关于S(d 0,d)一致全局指数稳定.
  证明 根据式(6)中的凸嵌套,为线性差分包含

(7)构造如下一个与近周期脉冲相关的 Lyapunov 函

数:

  V(t k+1)=ηT(t k)(∑
d

i=0
ρi(t k)P i)η(t k).

令

  Ψ1=∑
d

i=0
ρi(t k)P i,

  Ψ2=∑
d

i=0
ρi(t k)H i,

  Ψ3=∑
d

j =0
ρj(t k+1)P j,

则由式(8)可得

  
-ζΨ1 ΨT

2 CTF T

F CΨ2 Ψ3-F-F

 

 

 
  

 

 

 
  T
<0, (9)

用矩阵[I,ΨT
2 CT]以及它的转置分别左乘、右乘式

(9),可推出

  -ζΨ1+ΨT
2 CTΨ3 CΨ2<0,

从而对任意的{t k}∈S(d 0,d),都有

  V(t k+1)<ζV(t k),
进一步推出

  V(t k)<ζk-1V(t 1).
令

  μ1=min{λmin(P i),i∈N(0,h)},

  μ2=max{λmax(P i),i∈N(0,h)}.
可得

   η(t k) < μ2
μ1
ζ
k-1
2  η(t 1) . (10)

又因为

  η(t 1)=CAt 1 -1η(t 0),
令

  δ max
i∈N(0,d 0+d)

( A i),

则有

   η(t 1) ≤δ C  η(t 0) , (11)
联合(10)式和(11)式可得

   η(t k) <δ C μ2
μ1
ζ
k-1
2  η(t 0) . (12)

对任意的 t∈N(t k,t k+1-1),都有

  k+1≥ t
d 0+d

, (13)

且有

  η(t)=At-tkη(t k).
又由于对任意的{t k}∈S(d 0,d),都有

  0≤t-t k≤d 0+d.
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则有

   At-tk ≤δ,
从而得到

   η(t) ≤δ η(t k) ,t∈N(t k,t k+1-1).
再由式(12)及式(13)可推出

   η(t) <σλt η(t 0) ,
其中

  σ=δ2 C μ2
μ1
ζ-1,λ=ζ

1
2(d 0 +d).

则可证得系统(3)关于S(d 0,d)一致全局指数稳定,
即系统(1)关于S(d 0,d)一致全局指数稳定.
  注 1 系统(3)是由离散线性时滞系统和近周期

脉冲构成的混杂系统.通常的,基于二次型 Lyapunov
函数的稳定性分析方法没有完全体现系统的动态变

化,得到的结果较为保守.定理 1 中构造了一个时变

Lyapunov 函数,它与近周期脉冲的脉冲间隔改变量

的最大幅值相关,因此包含了更多的系统信息,降低

了所获得的稳定性准则的保守程度.
  注 2 定理 1 并没有对系统(3)的离散线性时滞

子系统和脉冲子系统的系数矩阵的幅值进行限制,因
此当这两个子系统均不稳定时,定理 1 中的结果仍然

适用,从而可用该结果来设计脉冲控制器,尤其是当

离散线性时滞子系统只有部分状态稳定时,还可以设

计降阶脉冲控制器,达到镇定系统、节省资源的目的.

3 控制器设计

  下面将考虑如下的离散线性时滞系统的控制器

综合问题:

  
x(t)=A 0x(t-1)+A 1x(t-1-τ),t≠t k,

  t∈Z+,

x(θ)=ψ(θ),θ∈N(-τ,0)

 

 

 

 
 

  .

(14)

  首先,将系统(14)的状态分成了两个部分:x=
[x Tn 1 ,x

T
n 2
]T,其中 n=n 1+n 2.不妨假设只有第二部分

状态 x n 2 受到近周期脉冲的影响,考虑设计如下形式

的降阶近周期脉冲控制器:

  x n 2=K 1 Cx n 1 +K 2x n 2,
其中C∈Rm×n 1 为已知的控制输入矩阵,K 1∈Rn 2×m,

K 2∈Rn 2×n 2 表示未知的控制增益矩阵,需要提供方法

进行设计.为了便于讨论,将该降阶近周期脉冲控制

器重新表述为

  x(t)=Cx(t-1),t=t k, (15)
其中

  C=
I n 1 0

K 1 C K

 

 

 
 

 

 

 
 
2 n×n

.

  定理 2 为降阶近周期控制器(15)存在的一个充

分条件.
  定理 2 对于系统(14)和降阶近周期脉冲控制

器(15),给定脉冲时间序列集合S(d 0,d)和标量 0<ζ
<1,若存在 n(τ+1)×n(τ+1)阶矩阵 P i>0,i∈N
(0,d),和相应维数的矩阵F 0,Z l,l=1,2,使得下列矩

阵不等式成立:

  
-ζP i H T

i Z T

ZH i P j-F-F
 

 

 
 

 

 

 
 T <0,i,j∈N(0,d), (16)

其中

  Z=

Z 0 0 … 0 0
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)× n(τ+1)

, (17)

  F=

F 0 0 … 0
0 I n … 0
… … … …

0 0 … I

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

n n(τ+1)×n(τ+1)

,

  F 0=
I n 1 0

0 F

 

 

 
  

 

 

 
  
0 n×n

,Z 0=
I n 1 0

Z 1 C Z

 

 

 
 

 

 

 
 
2 n× n

.

则由系统(14)和降阶近周期脉冲控制器(15)构成的

闭环系统关于S(d 0,d)一致全局指数稳定,且控制增

益矩阵 K l=F -10 Z l,l=1,2.
  证明 若矩阵不等式(16)成立,可得矩阵 F+
F T>0,从而可得 F 可逆.否则 F 有特征值等于零,即
存在非零特征向量 y∈Rn(τ+1),使得 Fy=0,则有 y T

(F+F T)y=0,与 F+F T>0 矛盾.
  用增维方法(2)将系统(14)和降阶脉冲控制器

(15)构成的闭环系统转化为

  

η(t)=Aη(t-1),t≠t k,t∈Z+,

η(t)= Cη(t-1),t=t k,

η(t 0)=η0=[ψT(0),ψT(-1),…,ψT(-τ)]T,

  t 0=0

 

 

 

 
 
 

 
  ,

(18)
其中A见式(4),且

   C=

C 0 … 0 0
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)× n(τ+1)

. (19)

令 Z=F  C,由定理 1 可得系统(18)关于S(d 0,d)一
致全局指数稳定,即由系统(14)和降阶脉冲控制器

(15)构成的闭环系统关于S(d 0,d)一致全局指数
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稳定.
  此外,由式(17)和式(19),可得

  C=F -10 Z 0=
I n 1 0

0 F -1
 

 

 
  

 

 

 
  

0

I n 1 0

Z 1 C Z

 

 

 
 

 

 

 
 
2

=

I n 1 0

F -10 Z 1 C F -10 Z

 

 

 
  

 

 

 
  
2

.

则控制增益矩阵 K l=F -10 Z l,l=1,2.
  接下来考虑为系统(14)设计如下形式的全阶近

周期脉冲控制器:

  x(t)= (I+K  C)x(t-1),t=t k, (20)

其中 C∈R s×n是已知的控制输入矩阵,而 K∈Rn×s 是
未知的控制增益矩阵.
  定理 3 对于系统(14)和全阶近周期脉冲控制

器(20),给定脉冲时间序列集合S(d 0,d)和标量 0<ζ
<1,若存在 n(τ+1)×n(τ+1)阶矩阵 P i>0,i∈N

(0,d),n×n 阶矩阵 F 0,和相应维数的矩阵 Z 0,使得下

列矩阵不等式成立:

  
-ζP i H i

TZ T

ZH i P j-F-F
 

 

 
 

 

 

 
 T <0,i,j∈N(0,d), (21)

其中

  Z=

 F 0+ Z 0  C 0 … 0 0
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)×n(τ+1)

,

(22)

  F=

 F 0 0 … 0
0 I n … 0
… … … …

0 0 … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

n n(τ+1)×n(τ+1)

,

则由系统(14)和全阶近周期脉冲控制器(20)构成的

闭环系统关于S(d 0,d)一致全局指数稳定,且控制增

益矩阵 K= F -10  Z 0.
  证明 将系统(14)和全阶近周期脉冲控制器

(20)构成的闭环系统增维,得到

  

η(t)=Aη(t-1),t≠t k,t∈Z+,

η(t)=Ĉη(t-1),t=t k,

η(t 0)=η0=[ψT(0),ψT(-1),…,ψT(-τ)]T,

  t 0=0

 

 

 

 
  

 
  ,

(23)
其中A见式(4),且

  Ĉ=

I+K  C 0 … 0 0
I n 0 … 0 0
0 I n … 0 0
… … … … …

0 0 … I n

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 n(τ+1)×n(τ+1)

.

(24)
令Ĉ=F -1Z,根据定理 1,可推出系统(23)在S(d 0,d)
上一致全局指数稳定,即系统(14)能被全阶近周期脉

冲控制器(20)指数镇定.

  用定理 2 类似的方法可证得 F 0 可逆.由式(22)
和式(24)推出

  I+K  C= F -10 ( F 0+ Z 0  C)=I+ F -10  Z 0  C,

所以控制增益矩阵 K= F -10  Z 0.

4 数值算例

  下面通过数值例子讨论本文结果的有效性.
  例 1 考虑系统(1),其中

  A 0=
0.5 0.7 5 0.3
0.2 5 0.1 0.5
-0.5 0.5 1.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  2

,

  A 1=
0.0 1 0 -0.3
0.2 0.1 0.2
0.2 0 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1

,

  C 0=
1.1 0 0.0 1
0 0.5 0.1

-0.3 0.0 1 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1

,

  C 1=
0 0.0 1 0.03
0.1 0 -0.2
0.0 1 0.1 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  0 1
. (25)

  图 1 反映在不考虑脉冲影响时,系统(25)的离散

线性时滞子系统是不稳定的.矩阵C 0 的谱半径为 1.
09 7,易知系统(25)的脉冲子系统也不稳定.假设{t k}

∈S(2,1),选取ζ=0.9 5,由定理 1 可知,系统(25)在

S(2,1)上一致全局指数稳定,此时常时滞τ的最大上

界为τ=5.图 2 绘制了系统(25)的状态轨迹,其中τ=
5,{t k}∈S(2,1),且初始函数为 x(θ)=[-0.5,0.5,

0.6 5]T,θ∈N(-5,0).
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图 1 系统(25)没有脉冲时的状态轨迹,τ=5
  Fig.1 The state traj ectories of system(25)without im-
pulses,τ= 5

图 2 系统(25)的状态轨迹,τ= 5,{t k}∈ S (2,1)

  Fig.2 The state traj ectories of system(25),τ= 5,{t k}

∈ S (2,1)

  例 2 考虑系统(14),其中

  A 0=
-0.5 0.1 1
-0.3 0.5 1.2
-0.3 0.1 1.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  5

,

  A 1=
0.1 2 0.0 1 -0.2
-0.1 0.1 3 0.1
0.1 0.02 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  2
. (26)

  从图 3 可看出系统(26)是不稳定的.考虑设计降

阶近周期脉冲控制器(15),其中脉冲输入矩阵为C=
[0,1].假设{t k}∈S(2,1),选择ζ=0.9 6,用定理 2 可

得闭环系统在S(2,1)上一致全局指数稳定,且常时

滞τ的最大值是τ=2,此时降阶控制器(15)的控制增

益矩阵为 K 1=-0.002 7,K 2=0.00 1 9,系统仿真见

图 4,其初始函数为 x(θ)=[-0.5,0.5,0.6 5]T,θ∈
N(-2,0).

图 3 系统(26)的状态轨迹,τ= 2
  Fig.3 The state traj ectories of system(26),τ= 2

  图 4 系统(26)在降阶近周期脉冲控制器(15)作用下的

状态轨迹,τ= 2,{t k}∈ S(2,1)

  Fig.4 The state traj ectortes of system(26)under re-
duced-order nearly-periodic impulsive controller(1 5),τ= 2,
{t k}∈ S(2,1)

  例 3 考虑系统(14),其中

  A 0=
1 0.2 0.3
0.7 0.5 0.45
0.4 0.1 1.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  0 1

,

  A 1=
0.1 -0.3 1 0.2
-0.0 1 0.3 0.0 1
0.1 -0.05 0.

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  1
. (27)

  由图 5 易知系统(27)不稳定.下面考虑设计全阶

近周期脉冲控制器(20),其中脉冲输入矩阵 C=[1,

0,1].假设{t k}∈S(2,1),选取ζ=0.9 1,求得使定理

3 中的矩阵不等式有可行解的常时滞τ的最大上界

是τ=6,对应的全阶控制器(20)的控制增益矩阵为

K=[-0.6 32 7,-0.09 9 6,-0.3 6 5 3]T.当初始函数

为 x(θ)=[-0.5,0.5,0.6 5]T,θ∈N(-6,0)时,系统

(27)和全阶脉冲控制器(20)构成的闭环系统的状态

轨迹见图 6.
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图 5 系统(27)的状态轨迹,τ= 6
Fig.5 The state traj ectories of system(27),τ= 6

  图 6 系统(27)在全阶近周期脉冲控制器(20)作用下的

状态轨迹,τ= 6,{t k}∈ S(2,1)

  Fig.6 The state traj ectories of system (27)under full-
order nearly-periodic impulsive controller (20),τ= 6,{t k}∈
S(2,1)

5 结论

  本文研究了带近周期脉冲的离散线性时滞系统

的稳定和镇定问题.根据近周期脉冲的特点,运用增

维、线性差分包含和凸组合技术,构造了一个新颖的

时变 Lyapunov 函数进行稳定性分析,得到一个基于

线性矩阵不等式的稳定性充分条件.该稳定性结果适

用于原来的离散线性时滞子系统和脉冲子系统均不

稳定的复杂情况.在稳定性判据的基础上,给出了降

阶和全阶近周期脉冲控制器的设计方法.如何把本文

的方法推广到变时滞的离散线性脉冲系统,将是下一

步的研究重点.
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