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约束优化问题稳定序列二次规划方法研究综述*

AnOverviewoftheResearchesonStabilizedSequential
QuadraticProgrammingMethodsforConstrainedOpti灢
mizationProblems

刘美杏,简金宝**

LIU Meixing,JIANJinbao

(玉林师范学院,复杂系统优化与大数据处理广西高校重点实验室,广西玉林暋537000)
(GuangxiCollegesandUniversitiesKeyLabofComplexSystem OptimizationandBigData
Processing,YulinNormalUniversity,Yulin,Guangxi,537000,China)

摘要:稳定序列二次规划(sSQP)方法由于在求解病态或退化约束优化问题获得理论与数值的突破性进展而备

受关注,重要成果频繁问世.本文对近期国际上若干重要sSQP方法及其思想进行概述,包括罚函数型sSQP方

法,滤子型sSQP方法和非精确恢复(IR)型sSQP方法等,并对约束优化问题sSQP方法的进一步研究进行探索

性思考.
关键词:约束优化问题暋稳定序列二次规划暋收敛速度

中图分类号:O221.2暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005灢9164(2016)05灢0385灢07

Abstract:Thestabilizedsequentialquadraticprogramming(sSQP)methodsattractgreatatten灢
tionwithrespecttothetheoreticalandnumericalbreakthroughforsolvingill飊posedordegener灢
ateconstrainedoptimizationproblems,and manyimportantreferencesaboutsSQP methods
werepublished.ThispapergivesanoverviewonsomeimportantsSQPmethods,whichmainly
includepenaltyfunctiontypesSQPmethods,filtertypesSQPmethodsandinexactrestoration
(IR)typesSQP methods,andafewexploratoryconsiderationsforfurtherstudyonsSQP
methodsaregiven.
Keywords:constrainedoptimizationproblems,stabilizedsequentialquadraticprogramming,

convergencerate

0暋引言

暋暋稳定序列二次规划(sSQP)方法作为序列二次规

划(SQP)方法的重要扩展,致力于考虑子问题模型、
假设条件、技术构造、收敛性质(全局收敛或收敛速

度)与数值效果等方面的研究.尤其是对相对弱条件

下的收敛速度与数值效果.值得注意的是,对于退化

约束优化问题,当对应原始解的拉格朗日乘子不唯一

时,快 速 收 敛 性 的 实 现 难 度 极 大.自 1998 年,

Wright[1]首 次 提 出 求 解 退 化 不 等 式 约 束 优 化 的

sSQP 方 法 以 来,以 Wright,Hager,Izmailov,
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Fern昣ndez,Solodov,Gill及 Robinson 等 为 代 表 的

sSQP方法及理论研究发展迅速,取得系列成果.文
献[1]的方法在每次迭代时需求解一个目标函数二次

的极大极小问题,可等价转化为原始对偶空间上的稳

定二次规划(QP)问题。该作者在二阶充分最优性条

件(SOSC)、Mangasarian飊Fromovitz约束规格(MF灢
CQ)和严格互补等条件下,证明了sSQP方法的局部

二次收敛性.文献[2]进一步改进文献[1]的sSQP方

法,在SOSC和 MFCQ等较弱的条件下,证明算法具

备局部二次收敛性.Hager[3]对收敛性假设条件进行

研究,仅在SOSC条件下获得文献[1]中算法的局部

收敛性,并提出用一对不等式约束来表示等式约束,
从而可将方法推广到一般约束优化问题.相比较,传
统SQP方法对乘子唯一性有着较苛刻的要求,只能

依靠严格 MFCQ条件来保证.特别地,在等式约束情

形下,迫使线性无关约束规格(LICQ)成立[4].文献

[5]将sSQP方法推广到求解含等式与不等式约束的

变分问题,当初始点充分靠近原始对偶稳定点时,仅
需SOSC假设条件,实现了算法的超线性收敛性.对
于等式约束优化问题,文献[6]在非临界乘子的条件

下建立了超线性收敛的sSQP方法.文献[7]基于线

性方程组,在无需LICQ和严格互补等较强的假设条

件下,提出一个二次收敛的牛顿型sSQP方法,并给

出了该方法超线性收敛的重要定理.文献[8]将拟牛

顿型 sSQP 方法拓广到变分不等式问题,通过对

Bregman距离极小化来更新矩阵信息,这样仅需要

SOSC便可证明算法的超线性收敛性.
暋暋上述文献主要聚焦在最优解的局部范围内构造

有效算法,并研究不同假设条件对其收敛速度的影

响,建立了一批局部超线性收敛或二次收敛的sSQP
方法.这些文献都侧重于局部收敛速度的分析,对算

法全局优化策略(全局收敛性质)未做深入研究.而此

问题正是实际应用和优化学者们希冀解决的问题,也
是衡量最优化算法有效性的重要指标之一.近年来,
尽管国内外不少学者对全局化sSQP方法潜心研究,
但成果有限.本文主要介绍如下几类的全局sSQP算

法:罚函数型sSQP方法[9飊12]、滤子型sSQP方法[13]

和IR型sSQP方法[14],并对约束优化问题sSQP方

法的进一步研究进行探索性思考.

1暋函数型sSQP方法

暋暋当前,对sSQP方法全局化策略的研究仍是一项

极其具有挑战性的工作,其中约束优化sSQP方法全

局化时罚函数的选取极其困难,这对于最优性或下降

性影响甚大.Gill等[9]引入原始对偶广义增广拉格朗

日(AL)函数,提出了一个求解等式约束加简单界约

束优化问题的全局收敛sSQP方法.Izmailov等[11]充

分利用 AL方法的鲁棒性,在没有任何积极约束识别

策略下构造了一个sSQP方法,并证明了算法的全局

收敛性和局部收敛速度.随后,他们又在文献[12]中
以原始对偶精确罚函数[15]为效益函数,提出了一个

求解等式约束优化问题的sSQP方法,并分析了算法

的全局收敛性和超线性收敛速度.下面参考文献

[12],介绍一个具体的罚函数型sSQP算法.
暋暋考虑等式约束优化问题:

暋暋minf(x)

暋暋s.t.h(x)=0, (1)
其 中 f(x):Rn 曻 R,h(x)= (h1(x),…,hl(x))T:

Rn 曻Rl 至 少 是 二 阶 可 微 函 数.令 问 题 (1)的

Lagrange函数为

暋暋L(x,毸)=f(x)+ 锍毸,h(x)锎, (2)
其中,符号锍·,·锎 表示向量内积运算.则问题(1)对

应的一阶最优性条件为

暋暋灥L
灥x

(x,毸)=0,h(x)=0. (3)

进而,定义函数毜:Rn 暳Rl 曻Rn 暳Rl,

暋暋毜(x,毸)=(灥L
灥x

(x,毸),h(x)). (4)

对一个给定的原始对偶迭代点(x,毸)暿Rn暳Rl 及稳

定参数氁>0,考虑如下原始对偶空间上的sSQP子问

题,并产生sSQP方向(毼,毲),

暋暋 min
(毼,毲)

暋锍f曚(x),毼锎+1
2

锍灥
2L

灥x2(x,毸)毼,毼锎+氁
2暚毸+

毲暚2

暋暋s.t.h(x)+h曚(x)毼-氁毲=0, (5)
其中h曚(x)=(煥h1(x),…,煥hl(x))T.
暋暋 基于上述sSQP方向(搜索方向),文献[12]采用

如下原始对偶效益函数[15]
氄c1,c2

:Rn 暳Rl 曻R,

暋暋氄c1,c2
(x,毸)=L(x,毸)+c1

2暚h(x)暚2+

c2

2暚灥L
灥x

(x,毸)暚2. (6)

此处选取适当罚参数c1 >0,c2 >0,可以保证由子问

题(5)产生的sSQP方向是氄c1,c2
(x,毸)的下降方向.

暋暋 由文献[16]和文献[17]知,原始对偶效益函数

(6)是一个精确罚函数.即如果c2 >0充分小,c1 >0
充分大,则氄c1,c2

(x,毸)任意稳定点都是问题(1)的稳

定点;反之,如果最优性系统(3)的原始对偶解(x,毸)
满足 LICQ 和 SOSC 等 条 件,则 它 必 是 罚 函 数

氄c1,c2
(x,毸)的严格局部极小解.

暋暋 为便于分析和陈述算法的收敛性条件,下面复
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述二 阶 充 分 条 件 (SOSC)(文 献 [12])以 及 临 界

Lagrangian乘子和非临界Lagrangian乘子[6,18飊19] 等

定义.记 M(煀x)是由问题(1)在稳定点煀x 处对应的

Lagrangian乘子构成的集合.记号kerA,imA 分别

表示矩阵A 的零空间和列空间,即kerA={d:Ad=
0},imA={d:d=Ay}.
暋暋 定义1暋 称焻毸 暿 M(煀x)满 足 二 阶 充 分 条 件

(SOSC),如果

暋暋锍灥
2L

灥x2(煀x,焻毸)毼,毼 锎 >0,炐毼暿kerh曚(煀x)\{0}.

(7)

暋暋 定义2暋 称焻毸暿 M(煀x)是临界乘子,如存在毼暿

kerh曚(煀x)\{0},使得灥2L
灥x2(煀x,焻毸)毼暿im(h曚(煀x))T,否

则,称焻毸是非临界乘子.
暋暋 显然,如焻毸暿 M(煀x)满足SOSC,则其是非临界

乘子,故非临界乘子条件弱于SOSC.
暋暋 算法1暋(文献[12]中sSQP算法)

暋暋 初始步 暋 选取参数焵氁>0,c1 >0,c2 >0,C1 >
0,C2 >0,毮>0,氀>0,q>1,毢,毴暿 [0,1].固定连续

函数(除了0点外函数值几乎处处为正)氉1,氉2,氉3:

R+曻R+.选取原始对偶初始点(x0,毸0)暿Rn暳Rl,置

k暶=0.
暋暋 步骤1暋 由(4)式计算毜k 灳毜(xk,毸k),若毜k=
0,终止.
暋暋 步骤2暋 令氁k=min{焵氁,暚毜k暚},氁=氁k,(x,毸)=
(xk,毸k),求解子问题(5)的 KKT 系统得到稳定点

dk=(毼k,毲k).若该系统无解,则进入步骤4.
暋暋 步骤3暋(i)如果

暋暋锍氄曚c1,c2
(xk,毸k),dk锎 曑-氀暚dk暚q, (8)

则进入步骤5.
暋暋(ii)如果

暋暋暚h(xk)暚 曒氉1(氁k) (9)
且

暋暋 锍h(xk),h曚(xk)毼k锎 曑-氉2(暚h(xk)暚), (10)
则令c1 =焵c1,k +毮,其中焵c1,k =焵c1(氀暚dk暚q;xk,毸k;毼k,

毲k).如果c1 曑C1,进入步骤5;否则,令c1=C1,进入

步骤4.
暋暋(iii)如果

暋暋暚灥L
灥x

(xk,毸k)暚 曒氉3(氁k), (11)

则令c2 =焵c2,k +毮,其中焵c2,k =焵c2(氀暚dk暚q;xk,毸k;毼k,

毲k,c1).如果c2 曑C2,进入步骤5;否则,令c2=C2.
暋暋 步骤4暋 选取(n+l)阶对称正定矩阵Qk,计算

方向dk=-Qk氄曚c1,c2
(xk,毸k).

暋暋 步骤5暋 计算毩k=毴j,此处j为满足不等式

暋暋氄c1,c2
((xk,毸k)+毴jdk)曑氄c1,c2

(xk,毸k)+
毢毴j锍氄曚c1,c2

(xk,毸k),dk锎 (12)
的最小非负整数.
暋暋 步骤6暋 令(xk+1,毸k+1)=(xk,毸k)+毩kdk,k暶=
k+1,返回步骤1.
暋暋 在算法1的迭代过程中,常量值C1,C2 的设置对

该算法的执行有着重要的防御作用.一般地,这两个

数值应该取足够大,方能保证罚参数c1,c2 的更新法

则不受影响.为了增强算法设计的有效性,当子问题

(5)KKT系统无解或步骤3的任一情形都不被执行

时,算法1执行步骤4的拟牛顿步防御措施,以修正

sSQP方向使之具有下降性,从而算法具有良好的适

定性和全局收敛性质.当初始点充分靠近稳定点时,
仅需要非临界Lagrangian乘子假设,即可证明算法1
的超线性收敛.对退化测试问题,算法1表现出了良

好的数值效果.

2暋滤子型sSQP方法

暋暋滤子法是近20年提出的求解非线性约束优化的

一种有效方法.该方法的提出是为了避免在实际问题

中设置罚参数.早期滤子法的研究归功于Fletcher和

Leyffer[20],随后该方法因良好的数值效果而备受关

注,近期代表成果见文献[21飊23]等.文献[13]对稳定

QP子问题进行修正,并结合双滤子技术[21]提出了求

解一般约束优化问题的滤子型sSQP方法.下面对文

献[13]中的算法进行分析.
暋暋 考虑如下一般非线性规划问题:

暋暋minf(x)

暋暋s.t.h毰(x)=0,

暋暋h毄(x)曑0, (13)
其中,h毰(x)=(hi(x),i暿毰),h毄(x)=(hi(x),i暿毄),

毰={1,2,·s,l},毄={l+1,l+2,·s,m},f:Rn 曻R,

hi:Rn 曻R,i暿毰暼毄为连续可微函数.定义问题(13)
的Lagrangian函数L(x,毺)为

暋暋L(x,毺)=f(x)+ 暺
i暿毰暼毄

毺ihi(x). (14)

这里毺=(毺1,毺2,·s,毺m)T 是Lagrangian乘子向量.
暋暋 对于当前给定的原始对偶估计迭代点对(xk,

毺L,k),求解如下修正的稳定 QP子问题:

暋暋 min
(d,殼毸)

f曚(xk)Td + 1
2dTBkd + 氁L,k

2 暚毺L,k +

殼毸暚2

暋暋s.t.暋h毰(xk)+h曚毰(xk)Td-氁L,k殼毸毰=0,

暋暋h毄(xk)+h曚毄(xk)Td-氁L,k殼毸毄 曑0. (15)
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其中,氁L,k 是稳定参数,Bk 是 煥2
xxL(xk,毺L,k)的近似

对称正定矩阵.当Bk=煥2
xxL(xk,毺k),毺L,k=毺k,氁L,k=

氁(xk,毺k)时,其中

暋暋氁(xk,毺k)=

煥xL(xk,毺k)

h毰(xk)

min{-h毄(xk),毺k
毄

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

}
, (16)

问题(15)是一个传统的稳定QP子问题模型.源于算

法良好的收敛性质,设计了两种乘子更新方式,其中

毺L,k 保证全局收敛,毺k 则满足局部收敛的需求.类似

地,考虑Bk 和氁L,k 的更新准则.
暋暋 基于问题(15)的解(dk,殼毸k),定义原始对偶搜

索方向(dk,殼毺k)(此处殼毺k=殼毸k+毺L,k-毺k),此方

向对算法收敛性理论分析有着重要的作用,其等价于

求解如下相容的稳定 QP子问题:

暋暋 min
(d,殼毺)

暋f曚(xk)Td+ 1
2dTBkd+氁L,k

2 暚毺L,k+

殼毺暚2

暋暋s.t.暋h毰(xk)+h曚毰(xk)Td-氁L,k(毺k
毰 +殼毺毰-

毺L,k
毰 )=0,

暋暋h毄(xk)+h曚毄(xk)Td-氁L,k(毺k
毄+殼毺毄-毺L,k

毄 )曑0.
(17)

暋暋 在设计非线性规划问题(13)的有效算法时,除
需要对目标函数进行极小化,同时要不断降低约束违

反度函数:

暋暋焿h(x)=暺
l

i=1
旤hi(x)旤+暺

m

i=l+1
max{hi(x),0}.(18)

然而,搜索方向(dk,殼毺k)难以直接达到这样的要求.
因此,引入如下辅助目标函数毜(x,毺)和松弛约束违

反度函数p(x,毺):

暋暋毜(x,毺)=f(x)+氁L,k

2 暚毺暚2, (19)

暋暋p(x,毺)=暺
l

i=1
旤hi(x)-氁L,k(毺i-毺i

L,k)旤+

暺
m

i=l+1
max{hi(x)-氁L,k(毺i-毺i

L,k),0}. (20)

进而引进双滤子技术(基于文献[21],但有所改进),
包括“全局滤子暠和“局部滤子暠.前者致力于算法收

敛于KKT点或稳定点,后者以实现其局部收敛速度.
对于第k次迭代,“全局滤子暠和“局部滤子暠分别记

为Fg
k,Fl

k.
暋暋 定义3[13]称点对(̂x,̂毺)被“全局滤子暠元(xl,毺l)
或(p(xl,毺l),毜(xl,毺l))接受,如果它满足如下两个

不等式之一:

暋暋p(xl,毺l)-p(̂x,̂毺)曒毭1[p(̂x,̂毺)]2, (21)

暋暋毜(xl,毺l)-毜(̂x,̂毺)曒毭2[p(̂x,̂毺)]2, (22)
此处毭1,毭2 暿 (0,1).

暋暋 定义4[13] 称点对(̂x,̂毺)为“全局滤子暠元,如果

它被 “全 局 滤 子暠所 有 元 素 (p(xl,毺l),毜(xl,毺l))
接受.
暋暋 定义5[13]称点对(̂x,̂毺)被“局部滤子暠元(xl,毺l)
或(h(xl),f(xl))接受,如果它满足下面两个不等式

之一:

暋暋焿h(xl)-焿h(̂x)曒 max{毭1焿h(̂x)2,min{毭3,氁(xl,

毺l)}}, (23)
暋暋f(xl)-f(̂x)曒 max{毭2焿h(̂x)2,min{毭3,氁(xl,

毺l)}}, (24)
此处毭3 >0是一个常数.
暋暋 定义6[13] 称点对(̂x,̂毺)为“局部滤子暠元,如果

它被“局部滤子暠所有元素(h(xl),f(xl))接受.
暋暋 对于问题(13)及当前迭代点对(xk,毺k),求解稳

定 QP子问题(17)得到搜素方向(dk,殼毺k),并沿着

此方向和步长毩,分别定义函数毜的实际下降量和线

性预测下降量:

暋暋殼毜k(毩)=毜(xk,毺k)-毜(xk+毩dk,毺k+毩殼毺k),
暋暋殼lk

毜(毩)=-毩[f曚(xk)Tdk+氁L,k(毺k)T殼毺k].
暋暋 令x̂=xk+毩dk,̂毺=毺k+毩殼毺k,当试探步长毩=
1时,定义 KKT误差下降条件:

暋暋毣氁(̂x,̂毺)曑氂氁L,k,氂暿 (0,1
2

),毣>0. (25)

此外,文献[13]结合“全局滤子暠接受条件,进一步利

用回溯技术选择了恰当的步长毩k,判断条件和步长

下界.
开关条件:

暋暋殼lk
毜(毩k)曒毮[p(xk,毺k)]2,毮暿 (0,曓). (26)

充分下降条件:

暋暋殼毜k(毩k)曒氂殼lk
毜(毩k), (27)

暋暋毩k
min=

min{毭1,- min{毭2p(xk,毺k),毮[p(xk,毺k)]2}
f曚(xk)Tdk+氁L,k(毺k)T殼毺k },

若f曚(xk)Tdk+氁L,k(毺k)T殼毺k <0;

毩,否则

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(28)
其中,常数毩暿 (0,1).
暋暋 对于原始对偶迭代点对(̂x,̂毺),如果它被局部滤

子接受,或者满足KKT误差下降条件(25),或者满足

如下近似松弛一阶条件:

暋暋氉(̂x,̂毺)曑毢k
氁, (29)

其中,

暋暋氉(̂x,̂毺)暶=
煥xL(̂x,̂毺)

h毰(̂x)-氁L,k(̂毺毰-毺毰
L,k)

min(-h毄(̂x)+氁L,k(̂毺毄-毺毄
L,k,̂毺

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

毄

, (30)
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则序列{毢k
氁}下降趋于0.构造Lagrange乘子毺L,k 和稳

定参数氁L,k 的更新准则:

暋暋毺L,k+1暶=
毺̂,若 暚̂毺暚曓 曑毺max,

毺L,k,否则{ .
(31)

暋暋氁L,k+1=min{毬氁L,k,毣氁(̂x,̂毺)}, (32)
其中,毺max >0,毬暿 (0,1)是两个常数.
暋暋 下面给出求解问题(13)的滤子型sSQP算法.
暋暋 算法2暋(文献[13]中sSQP算法之外循环)

暋暋 初始步 暋 选取初始点x0 暿Rn,参数毢0
氁 >0,ul>

0,ug >0,毮>0,毭3 >0,毺max>0,毩暿(0,1),毭1 暿(0,

1),毭2 暿 (0,1),r暿 (0,1),氂暿 (0,1
2

),毬暿 (0,1),

毺L,0=0,毺0=0,毣>0,氁L,0 >0,F0
l={(ul,-曓)},

F0
g ={(ug,-曓)},Flag=GLOBAL,置k暶=0.

暋暋 步骤1暋 如果(xk,毺k)是问题(13)的KKT点或

不可行稳定点,则终止.
暋暋 步骤2暋 求解稳定QP子问题(17),产生原始对

偶解(dk,殼毺k),令毩=1,̂x=xk+毩dk,̂毺=毺k+毩殼毺k.
暋暋 步骤3暋 如果 (̂x,̂毺)被局部滤子接受或满足

(25)式,则由准则(31)和(32)更新乘子毺L,k+1 和稳定

参数氁L,k+1,置Flag=LOCAL,Fk+1
g ={(ug,-曓)}.

否则,进入步骤4.
暋暋 步骤4暋 启动算法3(算法2之内循环),获得点

对(̂x,̂毺)和步长毩.如果毩<毩k
min,则令毺k+1=毺L,k,进入

可行性恢复阶段并找到新的迭代点xk+1,使得(xk+1,

毺k+1)被全局滤子Fk
g 接受.毺L,k+1,氁L,k+1,毢k+1

氁 ,Bk+1 保持

不变.如果p(xk,毺k)>0,则令k暶=k+1,将(p(xk,

毺k),毜(xk,毺k))加入Fk
g.

暋暋 如果点对(̂x,̂毺)满足(29)式,则由准则(31)和

(32)更新毺L,k+1 和氁L,k+1,令 Fk+1
g ={(ug,- 曓)},

毢k+1
氁 =毢k

氁/10.否则,令毺L,k+1=毺L,k,氁L,k+1=氁L,k.
暋暋 步骤 5暋 如果 (̂x,̂毺)被局部滤子接受,则将

(焿h(̂x),f(̂x))加入Fk
l,更新局部滤子.否则,进入步

骤6.
暋暋 步骤6暋 令xk+1=̂x,毺k+1=̂毺,毩k=毩,k暶=k+1,
且Flag=GLOBAL,利用拟牛顿公式更新矩阵Bk+1,
返回步骤1.
暋暋 算法3(算法2之内循环)

暋暋 步骤1暋 令x̂=xk+毩dk,̂毺=毺k +毩殼毺k.如果

毩曒毩k
min,则进入步骤2;否则,终止.

暋暋 步骤2暋 如果(̂x,̂毺)被全局滤子接受,则进入步

骤3.否则令毩=r毩,返回步骤1.
暋暋 步骤3暋 如果开关条件(26)不成立或充分下降

条件(27)成立,则终止.否则令毩=r毩,返回步骤1.
暋暋利用双滤子技术,由算法2产生的所有迭代点均

能被滤子接受(全局滤子或局部滤子),这对整个算法

的收敛性质分析起到至关重要的作用.在理论上,不
需要任何约束规格,即可证明:滤子型sSQP算法2
不仅具有全局收敛性(存在收敛子列或收敛于 KKT
点,或收敛于不可行稳定点),而且在SOSC下,算法

达到超线性收敛速度.

3暋IR型sSQP方法

暋暋sSQP方法的研究最早可以追溯到20世纪末,
虽然在适当的假设条件或技术下早期的研究成果实

现了算法快速的收敛速度,但在理论上能实现全局收

敛的成果较少.滤子型sSQP方法需储存滤子信息,
会造成存储量大,而且当迭代点远离可行域,或者在

迭代过程中当试探步长比既定下界要小时,为寻找一

个能被全局滤子接受的新迭代点,需要执行可行性恢

复阶段,这无疑增加算法计算成本,从而影响数值效

果.然而,IR技术[24飊27]可以减少可行性恢复阶段的复

杂性,对sSQP算法的理论分析有着重要的作用.文
献[14]提出了求解含等式且变量有界约束优化的IR
型sSQP方法.下面详细介绍此算法.
暋暋 考虑问题(1),且满足约束条件x暿毟={x暿Rn

旤a曑x曑b},此处a,b暿Rn.定义问题(1)的自然残

差氁:Rn 暳Rl 曻R,

暋暋氁(x,毸)=
P毟(x-灥L

灥x
(x,毸))-x

h(x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú)

, (33)

其中,P毟 表示在毟 上的正交投影,L暶Rn暳Rl 曻R是

Lagrangian函数(2).
暋暋 对于原始对偶迭代点对(xk,毸k),罚参数氀k >0
及Qk,其中Qk 是问题(1)LagrangianHesse的近似,
考虑如下拟牛顿型sSQP子问题:

暋暋 min
(毼,毸)

暋锍f曚(xk),毼-xk锎 +1
2

锍Qk(毼-xk),毼-

xk锎 + 1
2氀k

暚毸暚2

暋暋s.t.暋h(xk)+h曚(xk)T(毼-xk)-1
氀k

(毸-毸k)=0,

毼暿毟. (34)
为构造全局收敛算法,引入下面的辅助函数Fk(x,

毸),Hk(x,毸):Rn 暳Rl 曻R:

暋暋Fk(x,毸)=f(x)+ 1
2氀k

暚毸暚2, (35)

暋暋Hk(x,毸)=h(x)-1
氀k

(毸-毸k). (36)

选取点Yk(x)=(x,毸k+氀kh(x)),易知Hk(Yk(x))=
0,炐x暿Rn,且对于Yk暶=Yk(xk),Y暶=(x,毸),sSQP
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子问题(34)等价于如下 QP子问题:

暋暋 min
Y

暋锍F曚
k(Yk),Y-Yk锎+1

2
锍
Qk 0

0 1
氀k

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úI
](Y-

Yk),Y-Yk锎

暋暋s.t.暋H曚
k(Yk)T(Y-Yk)=0,Y 暿毟暳Rl.(37)

注意到Hk(Yk)=0.不难发现上述QP子问题(37)对

应于优化问题:

暋暋 min
Y

暋Fk(Y)

暋暋s.t.暋Hk(Y)=0,Y 暿毟暳Rl (38)
的 QP近似子问题.通过近似求解问题(37)可获得

sSQP方法的局部收敛性质[3,5].
暋暋 对每次迭代,IR方法包括恢复阶段和极小化阶

段.在恢复阶段,给定迭代点Xk,计算恢复点Yk,避免

了目标函数值以及可行性恶化.在极小化阶段,基于

可行性和最优性构造了一个含罚参数的效益函数,并
沿着一阶可行方向进行线搜索.
暋暋 下面给出IR型sSQP算法的具体步骤.
暋暋 算法4(文献[14]中sSQP算法)

暋暋 初始步 暋 选取参数焻毭暿 (0,1),焻r暿 (0,1),焵毰>
0,序列{毢k}满足毢k炵0,毩L,毩U >0.选取任意近似初始

点X0 =(x0,毸0)暿毟暳Rl,氀0 >0,氉-1 =氁(X0),置

k暶=0.对当前参数氀k,定义

暋暋毎k(x,毸)=(x,max{-毩L 氀ke,min{毸,

毩U 氀ke}}). (39)

暋暋 步骤1暋 计算氁(Xk),若氁(Xk)曑焵毰,则终止.
暋暋 步骤2暋(i)令Xk,0=(xk,0,毸k,0)=(xk,毸k),毴0 暿
(0,1),Qk,0 为对称正定矩阵,j暶=0.
暋暋(ii)计算Yk,j=(xk,j,毸k,j+氀kh(xk,j)),求解如下

QP子问题,得到最优解Dk,j 暿Rn 暳Rl.

暋暋 min
D

暋锍F曚
k(Yk,j),D锎+1

2
锍
Qk,j 0

0 1
氀k

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úI
D,D锎

暋暋s.t.H曚
k(Yk,j)TD=0,Yk,j=D 暿毟暳Rl. (40)

如果 暚Dk,j暚 <毢k,则令Xk+1=毎k(Yk,j+Dk,j),进入

步骤3.
暋暋(iii)令毴j+1 暿 {2-i:i暿N 暼 {0}}为满足下面不

等式的最大值:

暋暋毜k(Yk,j,毴j+1)-毜k(Xk,j,毴j+1)曑
焻r-1

2 暚Hk(Xk,j)暚, (41)

此处毜k(X,毴)=毴Fk(X)+(1-毴)暚Hk(X)暚 是效益

函数.
暋暋(iv)令tj 暿 {2-i:i暿N 暼 {0}}为满足下面不等

式的最大值:

暋暋毜k(Yk,j+tjDk,j,毴j+1)-毜k(Xk,j,毴j+1)曑
焻r-1

2 暚Hk(Xk,j)暚. (42)

暋暋(v)令Xk,j+1=Yk,j+tjDk,j,选取对称正定矩阵

Qk,j+1,令j暶=j+1,返回步骤2(ii).
暋暋 步骤3暋 更新罚参数,令氉k=min{氉k-1,氁(Xk)},
如果 暚h(xk+1暚 >焻毭暚h(xk暚)且氁(Xk+1)>焻毭氉k,则
令氀k+1=10氀k.否则令氀k+1=氀k.令k暶=k+1,返回步

骤1.
暋暋事实上,基于IR方法的思想,算法4无需实质性

地修正sSQP子问题(34)的结构,只需求解子问题

(37)得到非精确解,然后巧妙利用类似增广拉格朗日

(AL)罚参数更新策略(步骤3),即可获得算法的全

局收敛性质.在严格 MFCO和SOSC等条件下,可保

证罚参数序列是有界的,进而算法继承了良好的局部

收敛速度(线性收敛).

4暋展望

暋暋本文对求解约束优化问题的若干sSQP方法的

思想及算法作了一个较详细的概述,主要介绍了早期

sSQP方法的局部收敛成果;近年来实现了全局收敛

的罚函数型sSQP方法、滤子型sSQP方法和非精确

恢复(IR)型sSQP方法.对sSQP方法还有如下一些

问题值得思考和研究.
暋暋栙如何修正原始对偶罚函数型sSQP算法,在适

当的假设条件下,将方法拓展到一般约束优化问题,
并制成软件包使之得到广泛应用;

暋暋栚现有的滤子型sSQP算法考虑内点法求解一

个与传统 QP子问题相当的修正稳定 QP子问题,无
疑会在严格内点的选择和计算上遇到困难;加之滤子

技术需要进入可行性恢复阶段,也会增加计算成本.
因此,如何改进算法以减少计算量,有待进一步探讨;

暋暋栛目前基于IR技术构造sSQP方法时,需要严

格 MFCQ和SOSC等条件以实现算法线性收敛,没
有继承传统sSQP方法优点(具有快速收敛速度的鲁

棒性),如何修正罚参数以更新技术等,建立超线性收

敛的IR型sSQP方法值得进一步深入研究;

暋暋栜求解大规模稀梳优化与工程优化 (如庞杂的

电气工 程 中 的 潮 流 问 题、机 组 合 问 题)的 高 效 的

sSQP方法有必要进一步探索.
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