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摘要:本研究针对一类目标函数非光滑优化问题,提出一个基于非精确数据的强次可行方向法.通过构造新的寻

找搜索方向子问题和新型线搜索,该算法能够保证迭代点的强次可行性,且具备全局收敛性.
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Abstract:Inthispaper,astronglysub飊feasibledirectionmethodwithinexactdataisproposed
forsolvingaclassofoptimizationproblemswithnonsmoothobjectives.Byconstructinganew
searchdirectionfindingsubproblemandanewlinesearch,thestronglysub飊feasibilityoftheit灢
erationpointsisguaranteed,andtheglobalconvergenceofthealgorithmisproved.
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0暋引言

暋暋考虑如下非线性不等式约束优化问题

暋暋 min
x暿RRn

暋f(x) (0.1)

暋暋s.t.暋ci(x)曑0,i暿I灻 {1,…,m},
其中f:RRn 曻 RR是凸函数但不一定光滑,ci(i暿I):

RRn 曻RR是连续可微的凸函数.
暋暋 在一些实际问题中,有时很难精确计算f的函数

值.例如,f是如下 max飊型函数

暋暋f(x)=max{Fu(x):u暿U}, (0.2)
其中对任意给定的u暿U,Fu:RRn 曻RR是凸函数,U 是

一个无限集,此时无法计算f的精确值.然而,对于任

意正数毰,可以在有限的时间内找出(0灡2)的一个毰飊
解,即找出一个u毰 暿U 满足Fu毰

(x)曒f(x)-毰,从而

得到f(x)的近似值.因此,研究基于非精确数据的优

化方法具有重要的意义[1飊3].
暋暋 文献[4]基于精确数据,提出一个求解问题

(0灡1)的强次可行方向法,其优点在于能接受不可行

的初始点,且一旦产生一个可行迭代点,即自动变为

可行下降算法.此外,算法可保证迭代点的强次可行

性,同时能防止目标函数过度增大.文献[2]中提出

一种非精确数据的思想,即假设对于给定的点x和误

差限毰曒0,能够计算得到近似的函数值f毰(x)曋
f(x)和一个近似的次梯度g毰 曋g暿灥f(x)满足:
暋暋f毰(x)暿 [f(x)-毰,f(x)+毰],
暋暋g毰 暿灥毰f(x)={g:f(y)曒f(x)+锍g,y-x锎-
毰,炐y暿RRn}.
暋暋 本研究旨在对文献[4]的方法进行改进,结合文

献[2]的思想,提出一个基于非精确数据的非光滑优

化强次可行方向法.
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1暋 算法

暋暋 假设yj,j=1,…,k为试探点列,毰j 曒0为相应的

误差限,f毰j(yj)和gj
毰j 分别为yj处函数值和次梯度的

近似,满足f毰j(yj)暿 [f(yj)-毰j,f(yj)+毰j]及

gj
毰j 暿灥毰jf(yj).记gj=gj

毰j,因此f在yj 处的近似线性

化可定义为[2]

暋暋fj(x)=f毰j(yj)+ 锍gj,x-yj锎-2毰j. (1.1)
由gj 暿灥毰jf(yj)和f(yj)曒f毰j(yj)-毰j 可知

暋暋fj(x)曑f(x),炐x暿RRn. (1.2)
进而可定义f的近似割平面模型

暋暋̂fk(x)=max{fj(x),j=1,…,k}.
暋暋 记问题(0.1)的可行集F={x暿RRn:ci(x)曑0,

i暿I}.定义指标集I-(x)={i暿I:ci(x)曑0},

I+(x)={i暿I:ci(x)>0},约束违反函数氄(x)=
max{0,ci(x),i暿I}.引入改进函数[4]:

暋暋H(y;x)=max{f(y)-f(x)-毮(x);ci(y),i暿
I-(x);ci(y)-氄(x),i暿I+(x)},
其中毮(x):RRn 曻 [0,+曓)连续,并满足毮(x)=0当

且仅当x暿F.对于第k次迭代,缩写Ik
- =I-(xk),

Ik
+ =I+(xk),氄k=氄(xk),毮k=毮(xk).
暋暋 下面给出改进函数的性质.
暋暋 引理1.1[4]暋 若问题(0.1)满足Slater约束规

格,即存在一个向量x曚暿 RRn满足ci(x曚)<0,炐i暿
I,则以下3个命题等价:(i)煀x是问题(0.1)的最优解;
(ii)min{H(y;煀x):y 暿 RRn}= H(煀x;煀x)=0;(iii)

0暿灥H(煀x;煀x).
暋暋 基于引理1.1,并结合邻近点方法思想[5],选取

新的试探点如下:

暋暋yk+1=argmin{H(y;xk)+1
2氀

k暚y-xk暚2:y暿

RRn}, (1.3)
其中氀k >0是邻近参数,xk 暿 {yj}kj=1为邻近中心点.
然而,问题(1.3)的求解较困难.因此,基于非精确数

据,并结合文献[4]的思想,本文提出如下寻找搜索

方向子问题:

暋暋 min
d暿RRn,z暿RR

z+1
2氀

k暚d暚2,

暋暋s.t.暋-毩k
j + 锍gj,d锎 曑z+毮k,j暿Jk,

暋暋 -毩k
s + 锍sk-1,d锎 曑z+毮k,

暋暋 ci(xk)+ 锍煥ci(xk),d锎 曑z,i暿Ik
-,

暋暋 ci(xk)+锍煥ci(xk),d锎 曑z+氄k,i暿Ik
+,

(1.4)
其中z暿 RR 是一个辅助变量,Jk 灹 {1,…,k},毩k

j =
f毰(xk)-fk

j+毰,毩k
s=f毰(xk)-fk

s+毰,fk
j=fj(xk);sk-1

和fk
s 分别为过往的近似函数值和次梯度的聚集(具

体将在算法中明确),文献[6]中证明存在毸j 曒0,j=
1,…,k-1,使得

暋暋(sk-1,fk
s)=暺

k-1

j=1
毸j(gj,fk

j),暺
k-1

j=1
毸j=1. (1.5)

暋暋 设(dk,zk)是(1.4)式的最优解.由于(1.4)式是

一个带线性约束的凸规划,故(dk,zk)亦为(1.4)式

的 KKT点,即存在乘子毸k
j,j暿Jk,毸k

s,毺k
i,i暿I,使得

暋暋氀kdk+暺
j暿Jk

毸k
jgj+毸k

ssk-1+暺
i暿I

毺k
i煥ci(xk)=0,

暺
j暿Jk

毸k
j +毸k

s +暺
i暿I

毺k
i =1,

暋暋0曑毸k
j 曂 (-毩k

j + 锍gj,dk锎-zk-毮k)曑0,

j暿Jk,

暋暋0曑毸k
s 曂 (-毩k

s + 锍sk-1,dk锎-zk-毮k)曑0,

暋暋0曑毺k
i 曂 (ci(xk)+ 锍煥ci(xk),dk锎-zk)曑0,

i暿Ik
-,

暋暋0曑毺k
i 曂 (ci(xk)+锍煥ci(xk),dk锎-zk-氄k)曑

0,i暿Ik
+. (1.6)

暋暋 更新聚集次梯度如下:

暋暋(sk,暒fk
s)=1

毴k(暺
j暿Jk

毸k
j(gj,fk

j)+毸k
s(sk-1,fk

s)),

(1.7)

其中毴k=暺
j暿Jk

毸k
j +毸k

s(不失一般性假设毴k >0).

暋暋 记暒毩k
s=f毰(xk)-暒fk

s+毰,有暺
j暿Jk

毸k
j毩k

j+毸k
s毩k

s=毴k暒毩k
s.

暋暋 以下引理给出子问题(1.4)的解的性质.
暋暋 引理1.2暋 设(dk,zk)是问题(1.4)的最优解,
则

暋暋(i)zk=-(氀k暚dk暚2+暒毩k), (1.8)
其中,

暋暋暒毩k=毴k(暒毩k
s+毮k)-暺

i暿Ik-

毺k
ici(xk)-暺

i暿Ik+

毺k
i(ci(xk)-

氄k). (1.9)

暋暋(ii)gj 暿灥毢f(xk),毢=毩k
j,j=1,…,k,

暋暋 sk 暿灥毢f(xk),毢=暒毩k
s,

暋暋 -氀kdk 暿灥毢H(xk;xk),毢=暒毩k. (1.10)

暋暋(iii)如果zk=0,则dk=0,且xk 是问题(0.1)的

一个最优解.
暋暋 证明 暋(i)由 KKT条件(1.6)中的互补关系和

(1.7)式有

暋暋zk= -氀k暚dk暚2+ 暺
j暿Jk

毸k
j(-毩k

j -毮k)+

毸k
s(-毩k

s -毮k)+暺
i暿Ik-

毺k
ici(xk)+ 暺

i暿Ik+

毺k
i(ci(xk)-
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氄k)=-氀k暚dk暚2 -毴k(暒毩k
s +毮k)+ 暺

i暿Ik-

毺k
ici(xk)+

暺
i暿Ik+

毺k
i(ci(xk)-氄k)=-(氀k暚dk暚2+暒毩k).

故(1.8)式成立.
暋暋(ii)由(1.2)式知,

暋暋f(x)曒fj(x)=fk
j + 锍gj,x-xk锎 =f(xk)-

f(xk)+fk
j+ 锍gj,x-xk锎 曒f(xk)+ 锍gj,x-

xk锎+fk
j-(f毰(xk)+毰)=f(xk)+锍gj,x-xk锎-毩k

j,
(1.11)

从而(1.10)式的第一个式子成立.类似地,根据

(1灡5)式知

暋暋f(x)曒f(xk)+ 锍sk-1,x-xk锎-毩k
s. (1.12)

在(1.11)式和(1.12)式两边分别乘以毸k
j,j暿Jk 和

毸k
s 再进行求和,有

暋暋f(x)曒f(xk)+ 锍sk,x-xk锎-暒毩k
s, (1.13)

故(1.10)式的第二个式子成立.
暋暋 根据ci 的凸性,有

暋暋ci(x)曒ci(xk)+ 锍煥ci(xk),x-xk锎.
因此,

暋暋暺
i暿I

毺k
ici(x)曒 暺

i暿I
毺k

i(ci(xk)+ 锍煥ci(xk),x-

xk锎).
此式结合(1.6)式,(1.13)式,毴k 曑1及H(xk;xk)=
0可得

暋暋H(x;xk)=max{f(x)-f(xk)-毮k;ci(x),i暿
Ik

-;ci(x)-氄k,i暿Ik
+}曒毴k(f(x)-f(xk)-毮k)+

暺
i暿I

毺k
ici(x)-暺

i暿Ik+

毺k
i氄k 曒毴k(锍sk,x-xk锎-暒毩k

s-毮k)+

暺
i暿I

毺k
ici(xk)+暺

i暿I
毺k

i锍煥ci(xk),x-xk锎 -暺
i暿Ik+

毺k
i氄k =

H(xk;xk)+ 锍-氀kdk,x -xk锎 - (毴k(暒毩k
s +毮k)-

暺
i暿Ik-

毺k
ici(xk)-暺

i暿Ik+

毺k
i(ci(xk)-氄k))=H(xk;xk)+

锍-氀kdk,x-xk锎-暒毩k.
由此证明(1.10)式的第三个式子.
暋暋(iii)由于暒毩k 曒0,故由(1.8)式知,当zk=0时有

氀kdk=0和暒毩k=0,从而0暿灥H(xk;xk).故根据引理

1.1(iii)知xk 是问题(0.1)的一个最优解.
暋暋 算法1.1
暋暋 步骤0(初始化)暋 选取初始点x1 暿RRn,初始误

差限毰1 曒0,终止参数毰TOL 曒0,线搜索参数毬暿 (0,

1),邻近参数氀min >0,氀1 >氀min,步长下界t暿 (0,

0灡1].选择两个线搜索参数mL 和mR 满足0<mL <
mR <1.令y1 =x1,s0 =g1 暿灥毰1 f(x1),f1

s =f1
1 =

f毰1(x1),J1={1}.置k=1,l=0及k(0)=1.

暋暋 步骤1(寻找搜索方向)暋 令毰=毰k,求解子问题

(1.4)得到最优解(dk,zk)和乘子毸k
j,j暿Jk,毸k

s,毺k
i,

i暿I.根据(1.7)式计算sk,暒fk
s和毩k

s.
暋暋 步骤2(误差限更新)暋 如果毰k >-(mR -mL)

tzk/5,置毰k=毰k/2并返回步骤1;否则,转步骤3.
暋暋 步骤3(终止准则)暋 如果zk 曒-毰TOL,算法终

止;否则,转步骤4.
暋暋 步骤4(线搜索)暋 计算试探步长tk,它是序列

{1,毬,毬
2,…}中第一个满足下列不等式组的t值:

暋暋ci(xk+tdk)曑氄k+mLtzk,i暿Ik
+, (1.14)

暋暋ci(xk+tdk)曑0,i暿Ik
-. (1.15)

如果

暋暋f毰k(xk +tkdk)曑f毰k(xk)+mLtkzk+tk毮k-2毰k,
则令tk

L =tk(有 效 步)及 辅 助 步 长tk
R =tk,置

k(l+1)=k+1,l暶=l+1;否则令tk
L =0(无效步)及

tk
R =max{t,tk}.
暋暋 步骤5(更新)暋 令毰k+1 =毰k,xk+1 =xk +tk

Ldk,

yk+1=xk +tk
Rdk.选取Ĵk 灹Jk 并令Jk+1 =̂Jk 暼 {k+

1},计算gk+1 暿灥毰k+1f(yk+1)及fk+1
k+1=f毰k+1(yk+1)+锍

gk+1,xk+1-yk+1锎-2毰k+1,

暋暋fk+1
j =fk

j+ 锍gj,xk+1-xk锎,j暿Ĵk,

暋暋fk+1
s =暒fk

s + 锍sk,xk+1-xk锎. (1.16)

暋暋 步骤6(邻近参数选择)暋 如果xk+1 曎xk,取

氀k+1 暿[氀min,氀k];否则,氀k+1=氀k.
暋暋 步骤7暋 令k暶=k+1,返回步骤1.
暋暋 引理1.3[4]暋 算法 1.1 是适定的,即线搜索

(1灡14)和(1.15)能在有限次计算后终止.
暋暋 引理1.4暋 算法1.1必定出现以下两种情形

之一.
暋暋(i)存在一个指标k0 使得氄k0 =0,从而氄k 曉0,

毮k 曉0和f(xk+1)曑f(xk),对于所有的k曒k0 成立;

暋暋(ii)对任意的k,有氄k >0,氄k+1 曑氄k,Ik
-灹Ik+1

- .
暋暋 证明 暋(i)由步骤4可知,氄k 曉0及毮k 曉0对

k曒k0 成立.现证明f(xk+1)曑f(xk).根据步骤4,如
果是一个有效步,由zk <0可得

暋暋f(xk+1)曑f毰k(xk+1)+毰k 曑f毰k(xk)+mLtk
Lzk-

毰k 曑f(xk)+mLtk
Lzk 曑f(xk).

若是一个无效步,则有f(xk+1)=f(xk).
暋暋(ii)根据线搜索(1.14)和(1.15)易证.

2暋 算法的收敛性

暋暋 在以下收敛分析中取毰TOL =0.若算法有限步终

止于xk 点,则由步骤3可知zk =0,因此由引理

1灡2(iii)得xk 是问题(0.1)的一个最优解.假设算法
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产生一个无限迭代点列,以下将证明该序列的任一聚

点都是问题(0.1)的一个最优解.根据引理1.4,在下

面的分析中不妨假设Ik
-曉I-,Ik

+曉I+.
暋暋 引理2.1暋 邻近参数序列{氀k}单调不增,且有正

的下界.
暋暋 证明 暋 根据步骤6,显然{氀k}单调不增,且氀k 曒
氀min >0.
暋暋 引理2.2暋 假设存在无限指标集K 灹 {1,2,…}

和一个点煀x暿RRn 满足xk 曻
K 煀x 及zk 曻

K
0,则煀x是

问题(0.1)的一个最优解.

暋暋 证明 暋 由zk 曻
K

0和(1.8)式知氀kdk 曻0,暒毩k 曻

0,k暿K.故由xk 曻
K 煀x 及引理1.2知0暿灥H(煀x;

煀x),因此煀x是问题(0.1)的一个最优解.
暋暋 分两种情形证明.首先考虑有无限个有效步的

情形.类似文献[7],有如下引理.
暋暋 引理2.3暋 假设存在一个无限指标集L 灹 {1,

2,…}和一个点煀x暿RRn 使得xk(l)曻煀x,l曻 曓,l暿L,
则煀x是问题(0.1)的一个最优解.
暋暋 接下来考虑有效步有限的情形,即存在一个指

标焻k使得xk=x焻k,k曒焻k.下面证明x焻k 是问题(0.1)的

一个最优解.

暋暋 引理2.4暋 令氊k=1
2暚氀kdk暚2+氀k暒毩k,则氊k 是

以下问题的最优值

暋暋min暋 1
2暚暺

j暿Jk
毸jgj+毸ssk-1+

暺
i暿I

毺i煥ci(xk)暚2-氀k[暺
j暿Jk

毸j(-毩k
j-毮k)-毸s(-毩k

s-

毮k)-暺
i暿I-

毺ici(xk)-暺
i暿I+

毺i(ci(xk)-氄k)]

暋暋s.t.暋毸j 曒0,j暿Jk,毸s 曒0,毺i 曒0,i暿I,

暋暋 暺
j暿Jk

毸j+毸s+暺
i暿I

毺i=1. (2.1)

暋暋 证明 暋 由于问题(2.1)是问题(1.4)的对偶问

题,故问题(2.1)的最优解即为问题(1.4)的KKT乘

子.因此,由(1.6)式,(1.9)式及氊k 的定义可得结论

成立.
暋暋 引理2.5[6]暋 设n维向量d,g及数毲暿 (0,1),

氀>0,C,氊,z,暒毩和毩满足

暋暋氊=1
2暚氀d暚2+氀毩暒,z=-(氀暚d暚2+毩暒),

-毩+锍g,d锎 曒毲z,C曒 max{暚氀d暚,暚g暚,毩暒,1}.

令氊=min{Q(氃):氃暿 [0,1]},其中Q(氃)=1
2暚(1-

氃)(-氀d)+氃g暚2 +氀[(1-氃)毩暒 +氃毩],则氊曑氊-

氀2(1-毲)2氊2/8C2.

暋暋 基于引理2.5,得到以下一个重要的结论.
暋暋 引理2.6暋 假设对于某个k>1有tk

L =0及

毰k-1=毰k,则

暋暋(i)-(毩k
k+毮k-1)+ 锍gk,dk-1锎 曒mRz

k-1,

(2.2)
其中毰k

k=f毰k(xk)-fk
k+毰k;

暋暋(ii)氊k 曑氊k-1-(氀k-1)2(1-
mR

)2(氊k-1)2/8(Ck)2, (2.3)
其 中 Ck 满 足 Ck 曒 max{暚氀k-1 dk-1暚,暚gk暚,

毩暒k-1,1}.
暋暋 证明 暋(i)由算法1.1中步骤4知当tk-1

L =0,

毰k-1=毰k 时,xk=xk-1,yk=xk-1+tk-1
R dk-1,且有

暋暋f毰k(yk)>f毰k(xk-1)+mLtk-1
R zk-1 +tk-1

R 毮k-1 -
2毰k. (2.4)
因此,由(1.1)式和(2.4)式有

暋暋-(毩k
k+毮k-1)=-(f毰k(xk)-fk

k+毰k)-毮k-1=
-(f毰k(xk)-f毰k(yk)- 锍gk,xk-yk锎+3毰k)-
毮k-1=-(f毰k(xk-1)-f毰k(yk)- 锍gk,xk-1-yk锎+
3毰k)-毮k-1=f毰k(yk)-tk-1

R 锍gk,dk-1锎 -f毰k(xk-1)-
毮k-1 -3毰k 曒 mLt

k-1
R zk-1 -tk-1

R 锍 gk,dk-1锎 + (1-
tk-1

R )毮k-1-5毰k. (2.5)
由毰k

k=f毰k(xk)-fk
k+毰k 曒f(xk)-fk

k 曒0知毰k
k =

f毰k(xk-1)-f毰k(yk)+tk-1
R 锍gk,dk-1锎+3毰k 曒0,

因此根据(2.4)式可得

暋暋锍gk,dk-1锎 曒 mLz
k-1+毮k-1-5毰k/tk-1

R . (2.6)
结合(2.5)式,(2.6)式和tk-1

R 暿 [t,1]得

暋暋-(毩k
k+毮k-1)+锍gk,dk-1锎 曒mLtk-1

R zk-1+(1-
tk-1

R )(锍gk,dk-1锎-毮k-1)-5毰k 曒 mLtk-1
R zk-1 + (1-

tk-1
R )(mLz

k-1-3毰k/tk-1
R )-5毰k=mLzk-1-5毰k/tk-1

R 曒
mLzk-1-5毰k/t.
由步骤2知5毰k/t=5毰k-1/t>-(mR -mL

)zk-1,从而

得到

暋暋-(毩k
k+毮k-1)+ 锍gk,dk-1锎 曒mRzk-1.

暋暋(ii)对任意的氃暿 [0,1],定义问题(2.1)的可

行解

暋暋毸k(氃)=氃,毸j(氃)=0,j暿Jk\{k},

暋暋毸s(氃)=(1-氃)毴k-1,毺i(氃)=(1-氃)毺k-1
i ,i暿I.

由(1.16)式和xk-1=xk 可得

暋暋毩k
s =f毰k(xk)-fk

s +毰k=f毰k(xk-1)-暒fk-1
s +毰k=

毩暒k-1
s , (2.7)
因此

暋暋暺
j暿Jk

毸j(氃)gj +毸s(氃)sk-1 + 暺
i暿I

毺i(氃)煥ci(xk)=

氃gk+(1-氃)毴k-1sk-1+(1-氃)暺
i暿I

毺k-1
i 煥ci(xk-1)=
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氃gk+(1-氃)(-氀k-1dk-1).
此外,根据(2.7)式有

暋暋-暺
j暿Jk

毸j(-毩k
j-毮k)-毸s(-毩k

s -毮k)-

暺
i暿I-

毺ici(xk)-暺
i暿I+

毺i(ci(xk)-氄k)=-氃(-毩k
k-毮k)-

(1-氃)毴k-1(-毩k
s-毮k)-(1-氃)暺

i暿I-

毺i
k-1ci(xk)-(1-

氃)暺
i暿I+

毺i
k-1(ci(xk)-氄k)=氃(毩k

k +毮k-1)+ (1 -

氃)(毴k-1(毩暒k-1
s + 毮k-1) - 暺

i暿I-

毺i
k-1ci(xk-1) -

暺
i暿I+

毺i
k-1(ci(xk-1)-氄k-1))=氃(毩k

k +毮k-1)+ (1-氃)

毩暒k-1.
令氊是如下问题的最优值

暋暋min暋 1
2暚(1-氃)(-氀k-1dk-1)+氃gk暚2+

氀k-1[(1-氃)毩暒k-1+氃(毩k
k +毮k-1)],

暋暋s.t.暋氃暿 [0,1].
则由引理2.4知氊k 曑氊.在定理2.5中令d=dk-1,

g=gk,毲=mR
,氀=氀k-1,氊=氊k-1,z=zk-1,毩暒=毩暒k-1,毩=

毩k
k+毮k-1,并结合(2.2)式,我们有氊k 曑氊曑氊k-1 -
(氀k-1)2(1-mR

)2(氊k-1)2/8(Ck)2.
暋暋 定理2.1暋(i)如果算法1.1有限步终止于第k
次迭代,则xk 是问题(0.1)的一个最优解;(ii)如果

算法1.1在第k次迭代时无限次在步骤1与步骤2之

间循环,则xk 是问题(0.1)的一个最优解;(iii)如果

算法1.1产生一个无限迭代序列{xk},则其任一聚点

x* 都是问题(0.1)的一个最优解.
暋暋 证明 暋(i)如果算法1.1有限次终止于点xk,则

zk=0.根据引理1.2知xk 是问题(0.1)的一个最

优解.
暋暋(ii)如果算法在第k次迭代时于步骤1与步骤2
之间无限次循环,此时因为每次在步骤2中毰k减半,
(mR -mL)t>0,-zk =氀k暚dk暚2 +毰暒k 曒0,所以

毰k 曻0,zk 曻0.由引理2.2知xk 是问题(0.1)的一个

最优解.
暋暋(iii)现在假设算法1.1产生一个无限迭代序列

{xk},且x* 是其任一聚点.则分两种情况证明x* 是

问题(0.1)的一个最优解.
暋暋 情形1暋 有无限多个有效步.此时,必然存在无

限指标集L灹 {1,2,…}使得xk(l)曻x* ,l曻 曓,l暿
L.因此,根据引理2.3知x* 是问题(0.1)的一个最

优解.
暋暋 情形2暋 有效步有限.则存在一个指标焻k使得

xk 曉x焻k =x* 且有氀k 曉氀.如果毰k 曻0,类似与(ii)的

证明,知x* 是问题(0.1)的一个最优解.设对于任意

的k曒焻k有毰k 曉毰>0,此时存在一个常数C>0使

得C曒 max{暚氀dk-1暚,暚gk暚,毩暒k-1,1},炐k曒焻k.
结合(2.3)式,有

暋暋氊k 曑氊k-1-氀2(1-mR
)2(氊k-1)2/8C2,

由此可得氊k 曻0,k曻 曓,从而zk 曻0,k曻 曓.因此,
由引理2.2可知x* 是问题(0.1)的一个最优解.
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