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计及 CO2 排放机组组合问题的加速广义 Benders分
解法*

AcceleratingGeneralizedBendersDecompositionMethod
fortheUnitCommitmentProblemwithCO2飊Emission

郑海艳

ZHENGHaiyan

(广西大学数学与信息科学学院,广西南宁暋530004)
(Collegeof MathematicsandInformationScience,GuangxiUniversity,Nanning,Guangxi,

530004,China)

摘要:提出求解计及CO2 排放机组组合(unitcommitment,UC)问题的一个加速广义 Benders分解法:首先建立

相关问题的一个近似混合整数二次规划模型;然后根据 UC问题特点提出一类简单却非常有效的整数割平面,

并基于该割平面以及其他一些加速技术构造求解 UC问题相应模型的加速广义 Benders分解法;最后将所提方

法在10~100台机组24时段等6个系统上进行数值测试。与其他方法相比较,本文所提方法测试结果较优,说
明所提方法是有效的,从而为有效求解相关 UC问题提供了一条新的途径。

关键词:机组组合暋混合整数二次规划暋整数割平面暋加速广义Benders分解
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Abstract:AnacceleratinggeneralizedBendersdecompositionmethod(AGBDM)ispresentedfor
theunitcommitment(UC)problem withCO2飊emission:Anapproximatemixedintegerquad灢
raticprogrammingmodelfortherelatedproblemisestablishedbysomelinearizationtechnique
first;thenanintegercutisputforwardaccordingtothecharacteristicsoftheUCproblem,
whichissimplebuthighlyefficient,andAGBDMisproposedforsolvingthecorresponding
modeloftheUCproblem,whichisbasedontheintegercutandsomeotherstrengtheningtech灢
niques;theproposedAGBDMisusedtosolvethesixsystemswhichrangeinsizefrom10to
100unitswith24hfinally.Thesimulationresultsandthecomparisonresultswithothermeth灢
odsshowthattheproposedmethodisefficient,anditproposesanewapproachforsolvingthe
relevantunitcommitmentproblem.
Keywords:unitcommitment,mixedintegerquadraticprogramming,integercut,accelerating
generalizedBendersdecomposition

0暋引言

暋暋暰研究意义暱机组组合(unitcommitment,UC)是
电力系统运行调度一个非常重要的方面,同时也是一

个非常活跃的研究领域。经典的 UC问题是指在一

个调度周期内满足系统预测负荷需求和旋转备用等

约束条件下,确定机组的启停计划和机组出力情况,
从而使发电总费用最小[1]。UC问题在数学上常被

描述成一个大规模的混合整数组合优化问题,含有大
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量表示机组启停状态的0飊1变量和表示机组出力的

连续变量。暰前人研究进展暱迄今为止,几乎所有用于

求解混合整数规划问题的确定性方法[2飊7]以及源于对

一些生物和社会现象的模拟而产生的智能算法[8飊9]都

被尝试用于求解 UC问题,但由于其可行解集的组合

性质,该问题很难在多项式时间内有效求解。此外,
近年来由于大量温室气体排放所导致的全球变暖已

成为全世界共同关心的重点问题,而电力工业是温室

气体的排放大户,占全球二氧化碳(CO2)总排放的

40%,因此,考虑计及CO2排放的 UC问题并进行有

效求解具有非常重要的应用价值[10飊12]。暰本研究切入

点暱分解法是求解大规模复杂问题的一种常用技术,
其基本思想是先将复杂问题分解为相对容易求解的

主问题和子问题,然后通过逐次交替迭代求解这两个

问题来达到求解原复杂问题的目的。这类方法主要

包括 Benders分解法[13飊14]和外逼近法[15],并且已被

尝试 用 于 求 解 经 典 的 UC 问 题[16飊19]。然 而 当 前

Benders分解法在求解各类复杂问题时存在一个计

算方面的瓶颈———由于其在每次迭代中仅加入一个

相应的Benders割平面,所以该方法计算效率较低。
暰拟解决的关键问题暱本文提出能有效求解计及 CO2

排放 UC问题的一个加速广义Benders分解法,并将

其在10~100台机组24时段等6个系统上进行数值

测试,同时将测试结果与其他方法的结果进行比较。

1暋计及CO2排放UC问题的混合整数二次规

划模型

暋暋计及CO2排放 UC问题的目标函数是让发电机

组的运行成本Fc 与排放成本Ec 加权和求最小,即

暋暋min暋Tc=wfFc+weEc, (1)
式中wf,we 为各成本所占权重系数,Fc 与Ec 的具体

表达式如下:

暋暋Fc=暺
T

t=1
暺
N

i=1

[毩iui,t+毬iPi,t+毭i (Pi,t)2+ui,t(1-

ui,t-1)Ci,t], (2)

暋暋Ec=暺
T

t=1
暺
N

i=1

[毿i(ai+biPi,t+ci (Pi,t)2)]ui,t,

(3)
其中N 为机组总数,i=1,2,…,N 为机组标号;T 为

时段总数,t=1,2,…,T 为时段标号;毩i,毬i,毭i 为机组

i的发电费用参数;Ci,t 为机组启动费用;毿i 为机组i
的排放惩罚因子;ai,bi,ci为机组i的耗量特性参数。
此外,ui,t 为0飊1整数变量,表示机组i在第t时段的

状态,值为1时表示机组i处于运行状态,值为0时表

示机组i处于停机状态;Pi,t 为连续变量,表示机组i

在第t时段的出力。

暋暋 计及CO2 排放 UC问题的约束条件如下:

暋暋栙 功率平衡约束暺
N

i=1
Pi,t-PD,t=0, (4)

暋暋栚 机组出力约束ui,tPi 曑Pi,t 曑ui,tP
-

i, (5)

暋暋栛 爬坡约束

暋暋

Pi,t-Pi,t-1 曑ui,t-1Pup,i+(ui,t-

暋暋ui,t-1)Pstart,i+(1-ui,t)P
-

i,

Pi,t-1-Pi,t 曑ui,tPdown,i+(ui,t-1-

暋暋ui,t)Pshut,i+(1-ui,t-1)P
-

i

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(6)

暋暋栜 旋转备用约束暺
N

i=1
ui,tP

-

i 曒PD,t+Rt, (7)

暋暋栞 最小启停时间约束

暋暋
(ui,t-1-ui,t)(Ti,t-1-Ton,i)曒0,

(ui,t-ui,t-1)(-Ti,t-1-Toff,i)曒0{ 。
(8)

上述约束条件中参数PD,t 为系统第t时段的总负荷;

Pi,P
-

i 分别为机组i的最小和最大出力;Pup,i,Pstart,i,

Pdown,i,Pshut,i 分别为机组i的功率上升速度限制、启
动功率速度限制、功率下降速度限制及停机功率速度

限制;Rt 为系统第t时段的总备用;Ton,i、Toff,i 分别为

机组i的最小运行时间与最小停机时间;Ti,t 为机组i
在第t时段已连续运行时间(为正值)或连续停机时

间(为负值)。对于式(2)中的非线性启动费用项,借
助于文献[3]中的技术对其进行线性化处理,即首先

令Si,t=ui,t(1-ui,t-1)Ci,t,然后应用如下线性阶梯函

数把Si,t 进行近似转化:

暋暋
Si,t 曒Ki,氂[ui,t-暺

氂

j=1ui,t-j],

Si,t 曒0,i=1,…,N;t=1,…,T;氂=1,…,NDi
{ ,

式中NDi 是给定参数,系数 Ki,氂 则由下述分段函数

表示:

暋暋Ki,氂=
Chot,i:氂=1,…,Toff,i+Tcold,i,

Ccold,i:氂=Toff,i+Tcold,i+1,…,NDi
{ ,

其中Chot,i、Ccold,i 分别为机组i的热启动费用与冷启

动费用;Tcold,i 为机组i的冷启动时间。此外,对于时

间耦合且离散的非线性最小启停时间约束(8),则利

用文献[20]中方法进行线性化处理,具体表示如下:

暋暋

暺
t

焻氊max(t-Ton,i+1,1)
Wi,焻氊 曑ui,t,t暿 [Ui+1,…,T],

暺
t

焻氊max(t-Toff,i+1,1)
Wi,焻氊 曑1-ui,t-氂,

暋暋t暿 [Li+1,…,T],
1曒Wi,t 曒ui,t-ui,t-1,Wi,t 曒0,
暋暋t暿 [2,…,T],
ui,t=ui,0,t暿 [1,…,Ui+Li

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ]。
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式中Wi,t 是新引进的变量,其表示机组i在第t时段

的启动状态,其余参数定义如下:

暋暋

Ui=max{0,min[T,ui,0(Ton,i-Ti,0)]},

暋暋氂=min{Toff,i,t},

Li=max{0,min[T,(1-ui,0)(Toff,i+Ti,0

ì

î

í

ï
ï

ïï )]}。

暋暋 基于以上分析,计及CO2 排放UC问题可方便地

描述为如下近似混合整数二次规划(mixedinteger
quadraticprogramming,MIQP)模型:

暋暋min暋wf(暺
T

t=1
暺
N

i=1
毩iui,t+毬iPi,t+毭i(Pi,t)2+Si,t)

+we(暺
T

t=1
暺
N

i=1

[毿iui,t(ai+biPi,t+ci (Pi,t)2)])

暋暋s.t.暋Auu+APP+ASS+AWW 曑auc,

暋暋 u= (ui,t),P = (Pi,t),S = (Si,t),W =
(Wi,t),

暋暋 ui,t 暿 {0,1},Pi,t,Si,t 曒0,Wi,t 暿 [0,1],

i=1,…,N,t=1,…,T, (9)
式中u,P,S,W 为相应变量所组成的向量,Au,AP,

AS,AW 是相应变量所对应的系数矩阵,auc 则为右端

常数向量。

2暋计及CO2 排放UC问题的加速广义Bend灢
ers分解法

2.1暋广义Benders分解法

暋暋广义 Benders分解法(generalizedBendersde灢
compositionmethod,GBDM)[14]可直接用于求解混

合整数非线 性 规 划 (mixedintegernonlinearpro灢
gramming,MINLP)问题,下面结合 UC问题特点,
以如下形式的 MINLP问题为例简单介绍 GBDM:

暋暋min暋cTy+f(x)

暋暋s.t. h(x)=0,

暋暋 By+Cx 曑b,

暋暋 Dy 曑d,

暋暋 x暿Rn,y暿 {0,1}m, (10)
其中f(x)是光滑的非线性函数,h(x)是非线性向量

值函数,B,C,D 是相应系数矩阵,c,b,d 是常数向

量。对于当前给定的整数变量值yk,GBDM 形成如

下非线性子问题:

暋暋min暋cTyk+f(x)

暋暋s.t. h(x)=0,

暋暋 Byk+Cx 曑b。 (11)
如果子问题(11)有解,并记其解为xk,且毸k 为对应于

不等式约束Byk+Cx曑b的乘子向量,则根据这些数

据可得到下述最优性Benders割平面:

暋暋cTy+f(xk)+(毸k)T(Cxk+By-b)曑毺。
(12)

相反,若子问题(11)无解,则求解下述可行性子问题

暋暋min暋毲
暋暋s.t. h(x)=0,

暋暋 Byk+Cx-毲曑b。 (13)
注意到子问题(13)一定有解,并记其解为(xk

F,毲k
F)且

毸k
F 为对应于不等式约束Bk

y+Cx-毲曑b的乘子向量,
于是形成下述可行性Benders割平面:

暋暋(毸k
F)T(By+Cxk

F -b)曑0。 (14)
此外,GBDM 中的主问题形式如下:

暋暋min暋毺
暋暋 Dy 曑d
暋暋cTy+f(xk)+(毸k)T(By+Cxk-b)曑毺,

暋暋(毸k
F)T(By+Cxk

F -b)曑0,

暋暋毺暿R,y暿 {0,1}m。 (15)

暋暋 下面给出 GBDM 求解问题(10)的基本步骤。

暋暋 初始步 暋 取初始上界UB=曓,同时选取初始整

数变量值yk,并令k暶=0。

暋暋 步骤1暋 形成并求解子问题。

暋暋 若子问题(11)有最优解,则可得到相应最优性

Benders割平面,若进一步还有

暋暋UB >cTyk+f(xk),
则令UB=cTyk+f(xk),x* =xk,y* =yk;

暋暋 若子问题(11)无解,则求解可行性子问题(13),
并得到可行性Benders割平面或者直接计算如下组

合Benders割平面[21],

暋暋暺j暿Sone
yj-暺j暿Szero

yj 曑旤Sone旤-1, (16)

其中Sone={j:yk
j=1},Szero={j:yk

j=0},旤·旤表示集

合中元素个数。

暋暋 步骤2暋 求解主问题。

暋暋 将步骤1中所产生的割平面加入到上一次的主

问题(15)中,重新求解主问题,并记yk+1 为主问题最

优解中对应于整数变量的值,zmilp 为相应的最优值。
若zmilp 曒UB,则算法终止,当前(x* ,y* )就是原

MINLP问题(10)的最优解;否则,令k暶=k+1,返回

步骤1。

2.2暋UC问题的整数割平面

暋暋 UC问题整数割平面的导出是源于对其一种非

常自然的理解,即先去找每个时段必须投入运行机组

数的有效下界,因此对于每个时段先求解如下线性规

划问题:

暋暋min暋Ut

暋暋s.t.暋Ut=暺
N

i=1ui,t,
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暋暋Auu+APP+ASS+AWW 曑auc,

暋暋u=(ui,t),P=(Pi,t),S=(Si,t),W =(Wi,t),

暋暋ui,t 暿 [0,1],Pi,t,Si,t 曒0,Wi,t 暿 [0,1],

暋暋i=1,…,N,t=1,…,T。 (17)
注意到上述线性规划问题(17)一定有解,事实上除

将原整数变量进行连续松弛外,问题(17)的其余约

束与近似MIQP模型(9)完全一样。记Uopt
t 为线性规

划问题(17)的最优值,并且令Ulow
t =Uopt

t ,则下述整

数不等式(18)由于能够割除 MIQP模型(9)的连续

松弛问题在部分非整数ui,t 处的可行解,同时又不影

响原 MIQP的求解,故其为 MIQP模型(9)的有效割

平面,并称其为整数割平面:

暋暋暺
N

i=1
ui,t 曒Ulow

t (t=1,…,T)。 (18)

2.3暋求解计及CO2 排放UC问题的加速GBDM
暋暋首先根据前面所述内容可知计及 CO2 排放 UC
问题的近似 MIQP模型中仅在目标函数中出现非线

性项,若将该项除去,所求问题便变成一个混合整数

线 性 规 划 (mixedintegerlinear programming,

MILP),其与原 MIQP有相同的可行域,因此在不追

求精度的情况下,可调用著名商业软件CPLEX快速

得到 MILP的一个可行解,从而计算出原 MIQP目

标函数值的一个上界。其次,在应用 GBDM 求解

MIQP时,初始主问题是原 MIQP的一个松弛问题,
仅包含原问题的部分约束和变量,故其最优值是原

MIQP目标函数值的一个下界。而2.2节所提的整

数割平面仅含有0飊1整数变量,并且加入这些割平面

可以使得原 MIQP的连续松弛问题变紧,故在应用

GBDM 求解相关 UC问题时,相应的主问题也会变

紧,从而能够提供一个更好的下界。此外,为进一步

减少计算量,当相应的非线性子问题(11)不可行时,
不去计算相应的可行性子问题,而是直接利用显式公

式(16)计算相应的组合 Benders割平面。基于前述

技术,可得到求解计及CO2排放 UC问题的一个加速

广义Benders分解法,具体算法流程如图1所示。

3暋数值仿真

暋暋为方便起见,将本文所提出的加速广义Benders
分解法简记为 AGBDM,为验证其计算效率,下面就

不计CO2排放 UC问题情形在10~100台机组24时

段等6个系统上进行测试,并将测试结果与已有的

Berders分解法以及另外一些有效方法进行比较,同
时以10台机组24时段系统为例详细说明该方法求

图1暋算法流程图

Fig.1暋Flowchatofalgorithm
解计及 CO2排放 UC问题的有效性。10台机组24
时段系统的基本数据取自文献[2],20~100台机组

的相关数据是通过复制10台机组24时段系统的基

本数据得到,而 CO2排放数据则来源于文献[22]。
旋转备用取总负荷的10%。运行环境为 AMDAth灢
lonDualCoreProcessor4400+ 2.3 GHz,1 GB
RAM,并在 Matlab2010环境下调用 CPLEX11[23]

求解主问题与子问题以及相应线性规划问题。此外,
在调用CPLEX得到相应可行解时精度取为0灡05。

3.1暋不计CO2 排放UC问题情形

暋暋为验证本文所提AGBDM 在求解不计CO2排放

UC(此时wf =1,we=0)问题时的加速效果,对于不

计爬坡约束情形,将相同精度下的测试结果同时与广

义Benders分解法[18](简记为 GBDM)以及松弛型

Benders分解法[19](简记为RBDM)所得结果进行比

较(表1),其中 Niter表示迭代次数,CPU 表示计算

时间,Cost表示总费用,数据中的粗体部分表示最好

结果,后面表格中的记法类似。通过表1可以看出本

文所提 AGBDM 均能在合理的时间内经过一次迭代

后便收敛,说明该方法具有良好的稳定性。此外,除

10台机组与20台机组24时段两个较小的系统外,
其他系统的测试结果均优于另外两种方法,这也说明

整数割平面以及2.3节所介绍的加速技术能很好地

改进Benders分解法求解 UC问题的计算效果,也正

是因为 AGBDM 在求解相关问题时可得到更好的上

下界,所以整个算法的迭代次数要少。
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表1暋10~100台机组24时段系统3种算法结果比较

Table1暋 Theresultsofthreealgorithmsfor10~100unitsand
24hours

机组数
Number
ofunits

GBDM RBDM AGBDM

Niter Cost
($) Niter Cost

($) NiterCPU
(s)

Cost
($)

10 5 565,537 2 563,938 1 2.73 564,209
20 5 1,123,619 2 1,123,642 1 12.33 1,124,385
40 4 2,243,646 2 2,243,787 1 19.77 2,242,285
60 4 3,363,876 2 3,363,760 1 23.97 3,362,160
80 4 4,485,443 2 4,481,813 1 44.70 4,480,721
100 3 5,603,496 2 5,603,450 1 65.31 5,601,020

暋暋为进一步说明本文所提 AGBDM 求解相关 UC
问题的有效性,对于不计爬坡约束情形,将其测试结

果同当前一些数值表现良好的确定性方法如拉格朗

日松弛(LR)法[2]、混合整数线性规划(MILP)法[3]、
二阶锥规划(CONE)法[5]、外逼近法(OAM)[16]、内
外逼近法(OIAM)[17]等进行比较(表2),表中记号

“—暠表示原文中没有给出相应结果。通过表2可以

看出:对于40台机组与80台机组这两个系统,AGB灢
DM 的测试结果优于当前最好的内外逼近法,而其余

系统的计算结果稍稍逊于最好结果。此外,作为测试

效果优秀的外逼近与内外逼近,在求解相关 UC问题

时其迭代次数均为两次,而本文所提 AGBDM 由于

加入整数割平面,并利用2.3节所介绍的加速技术,
其迭代次数均为1次。

表2暋10~100台机组24时段系统不同算法结果比较($)

Table2暋Theresultsofdifferentalgorithmsfor10~100unitsand24hours($)

机组数
Number
ofunits

LR MILP CONE OAM OIAM AGBDM

10 563,977 — 564,531 564,627 563,938 564,209
20 1,123,297 — 1,124,713 1,123,744 1,123,297 1,124,385
40 2,244,237 — 2,244,369 2,243,959 2,242,981 2,242,285
60 3,363,491 — 3,363,758 3,362,797 3,360,820 3,362,160
80 4,485,633 — 4,484,357 4,485,212 4,481,611 4,480,721
100 5,605,678 5,602,253 5,603,728 5,603,289 5,600,210 5,601,020

暋暋将本文所提的 AGBDM 应用于计及爬坡约束

UC问 题 情 形。取 机 组 的 爬 坡 速 率 限 制 分 别 为

Pup,i=Pdown,i=20%煀Pi,Pstart,i=Pshut,i=2煀Pi,如表3所

示,本文所提 AGBDM 均能在合理的时间内获得相

关 UC问题较高质量的解,表明本文所提方法能有效

求解计及爬坡约束 UC问题,并且可用于有效求解其

他类型的 UC问题。
表3暋10~100台机组24时段系统(计及爬坡约束)

Table3暋Systemfor10~100unitsand24hours(withramp
rateconstraints)

机组数
Number
ofunits

CPU(s) Niter Cost($)

10 2.53 1 568,871
20 14.12 1 1,133,965
40 24.89 1 2,264,350
60 65.97 1 3,394,252
80 87.19 1 4,526,773
100 110.17 1 5,660,380

3.2暋计及CO2排放UC问题情形

暋暋类似于文献[22],下面仅以10台机组24时段系

统并计及爬坡约束为例,详细说明本文所提 AGBDM
求解计及CO2排放 UC问题的有效性。在数值测试

中取权重因子wf=we=1。 根据表4可以看出所考

察系统在24时段内所排放的 CO2总额为260067
(Ton),若取排放惩罚因子毿i =1$Ton(i=1,…,

N),则排放费用为260067$。由此可见,排放费用

不容忽视,特别是在大力倡导节能减排以及高科技发

展迅速的今天,很有必要在经典电力系统机组组合问

题中考虑一些清洁可再生能源,如结合太阳能发电、
风力发电以及可入网电动汽车等。

4暋结论

暋暋本文提出计及CO2 排放 UC问题的一个加速广

义Benders分解法,首先利用线性化技术建立一个近

似 MIQP模型,然后结合UC问题特点提出一个针对

机组组合问题而言非常简单却效果很明显的有效割

平面———整数割平面,同时基于该整数割平面以及文

中所介绍的加速技术提出求解相关 UC 问题近似

MIQP模型的加速广义Benders分解法,最后将所提

方法在不同系统上进行数值测试。不同情形下的测

试结果以及与当前其他一些有效方法的比较表明,本
文所提方法能有效求解相关 UC问题,并且具有良好

的稳定性和收敛性。
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表4暋10台机组24时段系统调度计划及CO2排放情况

Table4暋Unitschedulingandcorrespondingcostsforthe10unitsand24hourssystem

时段
Hour

机组 Unit

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

CO2 排放
CO2飊emission

(Ton)

1 455 250 0 0 0 0 0 0 0 0 6827
2 455 295 0 0 0 0 0 0 0 0 7547
3 455 265 0 130 0 0 0 0 0 0 7728
4 455 235 130 130 0 0 0 0 0 0 7965
5 455 285 130 130 0 0 0 0 0 0 8654
6 455 360 130 130 25 0 0 0 0 0 10226
7 455 410 130 130 25 0 0 0 0 0 11305
8 455 455 130 130 25 0 0 0 0 0 12410
9 455 455 130 130 85 20 25 0 0 0 12927
10 455 455 130 130 162 33 25 10 0 0 13558
11 455 455 130 130 162 73 25 10 10 0 13866
12 455 455 130 130 162 80 25 43 10 10 14154
13 455 455 130 130 162 33 25 10 0 0 13558
14 455 455 130 130 85 20 25 0 0 0 12927
15 455 455 130 130 25 0 0 0 0 0 12410
16 455 310 130 130 25 0 0 0 0 0 9302
17 455 260 130 130 25 0 0 0 0 0 8536
18 455 360 130 130 25 0 0 0 0 0 10226
19 455 455 130 130 25 0 0 0 0 0 12410
20 455 455 130 130 162 33 25 10 0 0 13558
21 455 455 130 130 85 20 25 0 0 0 12927
22 455 340 130 130 0 20 25 0 0 0 10113
23 455 315 130 0 0 0 0 0 0 0 8510
24 455 345 0 0 0 0 0 0 0 0 8423
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