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求解线性逆问题的谱共轭梯度法*

ASpectralConjugateGradientMethodforSolvingLine灢
arInverseProblems

王华军,王暋硕**,曹义超

WANGHuajun,WANGShuo,CAOYichao

(桂林电子科技大学数学与计算科学学院,广西桂林暋541004)
(SchoolofMathematicsandComputationalScience,GuilinUniversityofElectronicTechnolo灢
gy,Guilin,Guangxi,541004,China)

摘要:针对线性逆问题,把原问题的算子方程转化为带有 Tikhonov正则项的无约束优化问题,提出一个求解线

性逆问题的新谱共轭梯度法,并证明算法的全局收敛性.数值结果表明,新算法是有效的.
关键词:线性逆问题暋谱共轭梯度法暋Tikhonov正则项

中图分类号:O224暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005灢9164(2016)05灢0416灢06

Abstract:Inthisstudy,anewspectralconjugategradientmethodispresentedtosolvelinearin灢
verseproblems,whicharetransferredintothelinearunconstrainedoptimizationwithTikhonov
regularization.Theglobalconvergenceoftheproposedschemeisanalyzed.Thenewalgorithm
iscomparedwithLandweber,TSVDandTVmethods,andnumericalresultsillustratetheeffi灢
ciencyofthismethod.
Keywords:linearinverseproblems,spectralconjugategradientmethod,Tikhonovregularization

0暋引言

暋暋暰研究意义暱在理论研究和工程实践中,许多问题

的解决需要根据观测数据来恢复或重构物理介质的

结构信息,通常称这类问题为逆问题.逆问题分为线

性逆问题和非线性逆问题,其中线性逆问题广泛出现

在地球物理学、图像处理、地下水文学、全球海洋模

拟、肿瘤检测、非破坏性检测等领域中[1].暰前人研究

进展暱对于线性逆问题的研究,已有不少数值解法,文
献[2]提出迭代 Tikhonov正则化方法求解该问题,
取得了较好的数值效果.文献[3]提出了 Levenberg飊
Marquardt方法求解该问题,且在数值试验中,用偏

差原则作为停止准则,但该方法所需 CPU 时间较

长.文献[4]提出并讨论了一类 NCPs逆问题.暰本研

究切入点暱谱共轭梯度法是一类非常重要的优化方

法,他是将谱梯度法和共轭梯度法的思想相结合的一

种方法,具有迭代简单、易于编程以及存储要求低等

优点,所以一般适用于求解大规模无约束优化问题.
近年来,文献[5飊7]用谱共轭梯度法求解线性和非线

性优化问题,得到很好的数值效果.因此,本文希望把

谱共轭梯度法应用到线性逆问题中.暰拟解决的关键

问题暱针对线性逆问题,提出一个新的谱共轭梯度法,
在理论上证明新提共轭梯度法的下降性和全局收敛

性,并把该方法应用到卷积方程反演和图像处理的反

演中.
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1暋新的谱共轭梯度法

暋暋在许多科学研究和工程应用中,很多问题可以转

化为下面形式的算子方程

暋暋 Hx=u. (1)
我们研究的问题是已知 H 和u 反解x,这里 H 表示

线性算子,u为实验测得的数据,因而不可避免地带

有一定的噪声[1],即有

暋暋ue=u+毲, (2)
这里,毲表示与u 维数相同的噪声。即问题(1)转化

为求解

暋暋 Hx=ue. (3)
为了便于求解,将问题(3)等价转化为求解下面的最

小二乘问题:

暋暋 minf(x)=暚Hx-ue暚2. (4)
由于 H 是一个条件数很大的病态矩阵,所以问题(3)
是一个不适定问题,因此没有唯一解.为了克服问题

(3)的不适定性,本文在式(4)的基础上通过增加一个

Tikhonov正则项 暚x暚2,将不适定问题转化为适定

问题,即求解下面的无约束优化问题:

暋暋 minf(x)=暚Hx-u暚2+毩暚x暚2, (5)

暋暋 其中,毩为正则化参数,而且该参数的选取对问

题的求解发挥重要作用.
暋暋对于无约束优化问题:

暋暋 min{f(x)旤x暿Rn}, (6)
其中f(x)为式(5)的目标函数.共轭梯度法是求解

问题(5)的有效方法[8飊10],其标准迭代形式为

暋暋xk+1=xk+毩kdk, (7)
其中毩k 是 Wolfe搜索产生的步长,dk 为搜索方向.dk

定义为

暋暋dk=
-gk,k=1,

-gk+毬kdk-1,k曒2{ ,
(8)

其中gk=Ñf(xk),毬k 为方向调控参数.不同的毬k 对应

不同的共轭梯度法,其中著名的毬k计算公式[11飊12] 有

暋暋毬
CD
k =- gT

kgk

dT
k-1gk-1

,毬LS
k =-gT

k(gk-gk-1)
gT

k-1dk-1
. (9)

上述由参数毬k 构成的方法分别称为 CD 方法和 LS
方法.
暋暋Birgin等[13] 结合谱梯度的思想,提出了下面形

式的谱共轭梯度法:

暋暋dk=
-gk,k=1,
-毴kgk+毬kdk-1,k>1{ , (10)

并取

暋暋毬k=
(毴kyk-1-sk-1)Tgk

dT
k-1yk-1

, (11)

暋暋毴k=sT
k-1sk-1

sT
k-1yk-1

, (12)

其中yk-1 =gk -gk-1,sk-1 =xk -xk-1.基于迭代格
(10),本文给出新的毬k 和毴k(文献[14])分别为

暋暋毬k= 暚gk暚2+1
dT

k-1(gk-gk-1)
, (13)

暋暋毴k=
(1+ 1

暚gk暚2)gT
kdk-1-(1+ 2

暚gk暚2)gT
k-1dk-1

dT
k-1(gk-gk-1)

.(14)

称式(10),(13),(14)为新的谱共轭梯度法 (SCG).
以下结合 Wolfe线搜索建立新的谱共轭梯度算法,并
分析算法的收敛性质.
暋暋 算法1
暋暋 步骤1暋 给定初值x1 暿Rn,0<毮<1/2<氁<
1,d1暶=-g1,毰曒0.如果 暚g1暚 曑毰,则停止迭代.
暋暋 步骤2暋 由 Wolfe线搜索准则计算步长毩k,即毩k

满足:

暋暋f(xk+毩kdk)-fk 曑毮毩kgT
kdk, (15)

暋暋g(xk+毩kdk)Tdk 曒氁gT
kdk. (16)

暋暋 步骤3暋 计算xk+1=xk+毩kdk.若 暚gk+1暚 曑毰,
则停止迭代.
暋暋 步骤4暋由式(13)计算毬k+1,由式(14)计算毴k+1,
由dk+1=-毴k+1gk+1+毬k+1dk 计算dk+1.
暋暋 步骤5暋k暶=k+1,转步骤2.
暋暋以下均假设暚gk暚曎0,否则算法因已找到稳定

点而停止.
暋暋引理1暋 设{gk}和{dk}为算法1生成的序列,则

暋暋gT
kdk <0,炐k曒1. (17)

暋暋 证明 暋 用数学归纳法证明.当k=1时,gT
1d1=

gT
1(-g1)=-暚g1暚2 <0.现假设对于k-1的情形

有gT
k-1dk-1 <0成立,由式(16)可得

暋暋dT
k-1(gk-gk-1)曒 (氁-1)gT

k-1dk-1 >0. (18)
则对于k的情形就有

暋暋gT
kdk=gT

k(-毴kgk+毬kdk-1)=
-(1+暚gk暚2)gT

kdk-1+(暚gk暚2+2)gT
k-1dk-1

dT
k-1(gk-gk-1) +

(暚gk暚2+1)gT
kdk-1

dT
k-1(gk-gk-1) =

(暚gk暚2+2)gT
k-1dk-1

dT
k-1(gk-gk-1) <0.

(19)
从而由数学归纳法知引理1成立.
暋暋 引理1说明算法1产生的搜索方向是下降方向.
暋暋 引理2暋 如果步长因子毩k 满足 Wolfe线搜索条

件,则有

暋暋0<毬k < gT
kdk

gT
k-1dk-1

. (20)

暋暋 证明 暋 由式(13)可得

714广西科学暋2016年10月暋第23卷第5期



暋暋毬k= 暚gk暚2+1
dT

k-1(gk-gk-1)>0. (21)

对式(19)两边同时除以gT
k-1dk-1,可得

暋暋 gT
kdk

gT
k-1dk-1

= 暚gk暚2+2
dT

k-1(gk-gk-1)> (22)

暋暋 暚gk暚2+1
dT

k-1(gk-gk-1)=毬k <

暋暋 gT
kdk

gT
k-1dk-1

. (23)

所以,引理2得证.

2暋 算法的全局收敛性

暋暋 为 了 证 明 算 法 1 的 全 局 收 敛 性,作 如 下

假设[14飊16]:

暋暋(H1)目标函数f(x)在其水平集毟={x暿Rn旤
f(x)曑f(x1)}上有界.
暋暋(H2)设f(x)的梯度g(x)在 毟上Lipschitz连

续,即存在L>0,使
暋暋暚g(y)-g(x)暚 曑L暚y-x暚,炐x,y暿 毟.

(24)

暋暋 引理3暋 假设(H1),(H2)成立,{gk}和{dk}为

算法1生成的序列,则

暋暋暺
k曒1

(gT
kdk)2

暚dk暚2 <+ ¥. (25)

暋暋 证明 暋 由式(7)和式(16)及假设(H2),可得

暋暋L毩k 暚dk暚2 曒dT
k(gk+1-gk)曒 (氁-1)gT

kdk,
(26)

从而得到

暋暋毩k 曒
(氁-1)

L
gT

kdk

暚dk暚2. (27)

由 Wolfe搜索准则和dk 的下降性及假设(H1)知,
{fk}为单调递减的收敛数列,结合式(27)可得

暋暋fk-fk+1 曒-毮毩kgT
kdk 曒毮(1-氁)

L
(gT

kdk)2

暚dk暚2.

(28)
对式(28)左右两端分别从k=1,2,… 求和,再利用

{fk}的收敛性,可得式(25)成立,则引理3得证.
暋暋定理1暋 假设(H1),(H2)成立,{gk}为算法1生

成的序列,则
暋暋lim

k曻¥
inf暚gk暚=0. (29)

暋暋 证明暋若定理1不成立,则必存在常数r>0,使
得对任意的k曒1,有
暋暋暚gk暚 曒r. (30)
式(10)移项,得dk +毴kgk =毬kdk-1,等式两端取模平
方,移项并利用式(20),可得

暋暋 暚dk暚2=(毬k)2 暚dk-1暚2-2毴kgT
kdk-

毴2
k 暚gk暚2 <

(gT
kdk)2

(gT
k-1dk-1)2

暚dk-1暚2-2毴kgT
kdk-

毴2
k 暚gk暚2. (31)
式(31)两端同时除以(gT

kdk)2,可得

暋暋 暚dk暚2

(gT
kdk)2 < 暚dk-1暚2

(gT
k-1dk-1)2 - 2毴k

gT
kdk

-毴2
k 暚gk暚2

(gT
kdk)2 =

暚dk-1暚2

(gT
k-1dk-1)2 + 1

暚gk暚2 - 1
暚gk暚 +毴k暚gk暚

(gT
kdk

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

<

暚dk-1暚2

(gT
k-1dk-1)2 + 1

暚gk暚2. (32)

由式(32)的递推,并利用d1=-g1,可得

暋暋 暚dk暚2

(gT
kdk)2 < 暚d1暚2

暚g1d1暚2 +暺
k

i=2

1
暚gi暚2 =

暺
k

i=1

1
暚gi暚2. (33)

结合式(30),可得

暋暋
(gT

kdk)2

暚dk暚2 >r2

k. (34)

对式(34)两端分别求和可得

暋暋暺
k曒1

(gT
kdk)2

暚dk暚2 >r2暺
k曒1

1
k =+曓, (35)

显然,式(35)与式(25)矛盾,所以定理1成立.

3暋数值实验

暋暋算法测试的环境为 Matlab2013a,Windows7操

作系统,Intel(R)Core(TM)i3-2370MCPU @6灡40
GHz.用 Matlab的rand函数在真实解上添加一定水

平的噪声.参数毮=0.025,氁=0.9,毩=0.014.为了评

价不同方法的求解效果,引入真实解和数值解的均方

根误差(RMSE)的指标[17飊18]来衡量:

暋暋RMSE=暚x-xk暚2

暚x暚2
, (36)

其中,x和xk 分别是真实解和数值解,显然RMSE越

小,数值解对应的算法越好.停止准则是

暋暋暚gk暚 曑10-5. (37)
例1暋卷积方程的反演

暋暋考察在位势理论中有重要应用的卷积方程[1]:

暋暋 - 1
2毿曇

2毿

0
(1-ln(4sin2(t-t曚)/2))x(t曚)d(t曚)=

u(t),0曑t曑2毿, (38)
其中u(t)与位势方程边界条件有关,弱奇异性核

H(t,t曚)=1-ln(4sin2(t-t曚)/2).现将式(38)记为算

子形式:

暋暋曇
2毿

0
H(t,t曚)x(t曚)dt曚=u(t),0曑t曑2毿. (39)

用配置法离散式(39)得到离散的算子方程 H(t)

x(t)=u(t).
暋暋 假设观测数据是在真实数据上添加一定噪声水

平的高斯白噪声[19],则有

暋暋ue=u+e*rand(size(u)), (40)
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其中,e表示噪声水平,rand(·)表示维数与u相同的

高斯白噪声,即有

暋暋H(t)x(t)=ue(t). (41)
问题(41)等价于求解下列无约束优化问题:

暋暋minf(x(t))=暚H(t)x(t)-ue(t)暚2. (42)
为了克服问题(41)的不适定性,引入 Tikhonov正则

项,即该问题转化为求解下述问题:

暋暋minf(x(t))=暚H(t)x(t)-ue(t)暚2+
毭暚x(t)暚2, (43)
这里,毩表示正则化参数.
暋暋 选择核函数 H(t)和真实解xtrue(x):

暋暋xtrue=exp(3sint), (44)

暋暋H(t)= 1
0.05 毿

exp(-
(t-1/200)2

0.052 ). (45)

在实验中,离散点设置为256个单位,即矩阵H(t)暿
R256暳256,真实解xture(w,t)暿R256,观测数据ue(t)的

噪声水平设置为e=0.01,现用观测数据ue(t)来反演

x(t).
暋暋为了更公平的测试算法的速度,每个实验重复做

10次,结果的平均值见表1.从表1可以看出本文提

出的谱共轭梯度法(SCG)的 REMS值相对较小,且
求解过程所需的迭代次数和 CPU 时间也是最小的,
说明SCG方法所需更少的计算代价.
暋暋从图1~4可以看出SCG方法具有一定的优势.
从图5的效果图也可以得出SCG方法是有效的.
表1暋4种算法的数值结果

Table1暋Numericalresultsoffouralgorithms

方法
Method

迭代次数
Iterationtimes

时间
Time REMS

Landweber[20] 8 1.045 0.0044
TSVD[21] 12 1.2012 0.0141
TV[21] 6 2.004 0.0251
SCG 5 0.1436 0.0019

图1暋Landweber法求解例1的数值结果

暋暋Fig.1暋Numericalresultsofsample1obtainedfrom

Landwebermethod

图2暋TSVD法求解例1的数值结果

暋暋Fig.2暋Numericalresultsofsample1obtainedfromTS灢
VDmethod

图3暋TV法求解例1的数值结果

暋暋Fig.3暋Numericalresultsofsample1obtainedfrom TV
method

图4暋 SCG法求解例1的数值结果

暋暋Fig.4暋Numericalresultsofsample1obtainedfromSCG
method

图5暋例1效果图

Fig.5暋Effectsdiagramforsample1
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暋暋例2暋图像处理的反演问题

暋暋考察简单的一维情形图像识别问题,如方程:

暋暋曇
b

a
h(t-t曚)x(t曚)=u(t), (46)

其中x(t曚)代表光源强度,u(t)代表观测的图像,通
常是一个模糊核的连续图像;h(t-t曚)表示成像的过

程,通常是一个点扩展函数(PSF).问题给定光源函

数x(t曚)和点扩展函数h(t-t曚)来求观测图像u(t).
与此相关的反问题:给定点扩展函数h(t-t曚)和观测

图像u(t)来确定光源强度x(t曚).
暋暋 由有限差分法离散式(39)得到离散的算子方程

暋暋H(t)x(t)=u(t), (47)
假设观测数据为在真实数据上添加imnoise函数产

生的高斯噪声,则有

暋暋ue=u+e*imnoise(size(u)), (48)
其中,e表示噪声水平,imnoise(·)表示维数与u相同

的高斯噪声,即有

暋暋H(t)x(t)=ue(t). (49)
问题(49)等价于求解下列无约束优化问题:

暋暋minf(x(t))=暚H(t)x(t)-ue(t)暚2. (50)
为了克服问题(49)的不适定性,引入 Tikhonov正则

项,即转该问题化为求解下述问题:

暋暋minf(x(t))=暚H(t)x(t)-ue(t)暚2+
毭暚x(t)暚2, (51)
这里,毭表示正则化参数.
暋暋 选择核函数 H(t)和真实解xtrue(x):

暋暋xtrue=sin4(2毿t), (52)

暋暋H(t)= 1
1+100(t-0.5)2 . (53)

在实验中,离散点设置为512个单位,即矩阵H(t)暿
R512暳512,真实解xture(w,t)暿R512,观测数据ue(t)的

噪声水平设置为e=0.02,现用观测数据ue(t)来反演

x(t).
暋暋为了更公平的测试算法的速度,每个实验重复做

10次(表2).从表2可以看出,SCG方法的RMSE值

是0灡012,在4个算法中相对较小,而且求解过程所

需的迭代次数和CPU时间都相对较小,因此SCG方

法所需求解成本相对较低.
暋暋从图6~9可以看出SCG方法的数值解比较理

想的逼近真实解.从图10的效果图也可以得出,SCG
方法比其他3种算法更有效.

表2暋4种算法的数值结果

Table2暋Numericalresultsoffouralgorithms
方法

Method

迭代次数

Iterationtimes

时间

Time
REMS

Langweber[20] 9 1.44 0.066
TSVD[21] 19 3.95 0.121
TV[21] 18 3.63 0.152
SCG 6 0.53 0.012

图6暋Landweber法求解例2的数值结果

暋暋Fig.6暋Numericalresultsofsample2obtainedfrom
Landwebermethod

图7暋TSVD法求解例2的数值结果

暋暋Fig.7暋Numericalresultsofsample2obtainedfromTS灢
VDmethod

图8暋TV法求解例2的数值结果

暋暋Fig.8暋Numericalresultsofsample2obtainedfrom TV
method
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图9暋SCG法求解例2的数值结果

暋暋Fig.9暋Numericalresultsofsample2obtainedfromSCG
method

图10暋例2效果图

Fig.10暋Effectsdiagramforsample2

4暋结论

暋暋本文提出一个求解线性逆问题的新谱共轭梯度

法,证明了该算法的全局收敛性,并利用该方法对卷

积方程的反演问题和图像处理的反演问题进行数值

实验,发现该方法比 Landweber,TSVD 和 TV 方法

更有效.

参考文献:

[1]暋肖庭延,于慎根,王彦飞.反问题的数值解法[M].北京:

科学出版社,2003:166飊174.
XIAOTY,YUSG,WANGYF.NumericalSolutionof
InverseProblem[M].Beijing:SciencePress,2003:166飊
174.

[2]暋LIU W,WUCS.Apredictor飊correctoriteratedTik飊
honovregularizationforlinearill飊posedinverseproblems
[J].AppliedMathematicsandComputation,2013,221:

802飊818.
[3]暋JINQN.OnaregularizedLevenberg飊Marquardtmethod

forsolvingnonlinearinverseproblems[J].Numerische
Mathematik,2010,115(2):229飊259.

[4]暋ZHANGJZ,JIANJB,TANGC M.Inverseproblems

andsolution methodsforaclassofnonlinearcomple灢
mentarityproblems[J].ComputationalOptimizationand
Applications,2011,49(2):271飊297.

[5]暋江羡珍,马国栋,简金宝.Wolfe线搜索下一个新的全局

收敛共轭梯度法[J].工程数学学报,2011,28(6):779飊
786.
JIANGXZ,MAGD,JIANJB.Anewgloballyconver灢
gentconjugategradientmethodwith Wolfelinesearch
[J].ChineseJournalofEngineeringMathematics,2011,

28(6):779飊786.
[6]暋江羡珍,韩麟,简金宝.Wolfe线搜索下一个全局收敛的

混合共轭梯度法[J].计算数学,2012,34(1):103飊112.
JIANGXZ,HANL,JIANJB.Agloballyconvergent
mixedconjugategradientmethodwithWolfelinesearch
[J].MathematicaNumericaSinica,2012,34(1):103飊
112.

[7]暋JIANJB,HANL,JIANGXZ.Ahybridconjugategra灢
dientmethod withdescentpropertyforunconstrained
optimization[J].AppliedMathematicalModelling,2015,

39(3/4):1281飊1290.
[8]暋简金宝,尹江华,江羡珍.一个充分下降的有效共轭梯度

法[J].计算数学,2015,37(4):415飊424.
JIANJB,YINJH,JIANGXZ.Anefficientconjugate

gradientmethod withsufficientdescentproperty[J].
MathematicaNumericaSinica,2015,37(4):415飊424.

[9]暋韩麟,简金宝,江羡珍.Armijo线搜索下一个杂交共轭

梯度法及其强收敛性[J].玉林师范学院学报:自然科

学,2013,34(2):17飊21.
HANL,JIANJB,JIANGXZ.Amixedconjugategra灢
dientmethodwithArmijolinearsearchanditsstrong
convergence[J].JournalofYulin NormalUniversity:

NaturalScience,2013,34(2):17飊21.
[10]暋JIANGXZ,JIANJB.Twomodifiednonlinearconju灢

gategradientmethodswithdisturbancefactorsforun灢
constrained optimization [J].Nonlinear Dynamics,

2014,77(1/2):387飊397.
[11]暋POLAKE,RIBI痫REG.Notesurlaconvergencede

m湨thodesdedirectionsconjugu湨es[J].RevueFran晄aise
D'informatiqueetdeRechercheOp湨rationnelle,1969,

16:35飊43.
[12]暋POLYAKBT.Theconjugategradientmethodinex灢

tremeproblems[J].UssrComputationalMathematics
andMathematicalPhysics,1969,9(4):94飊112.

[13]暋BIRGINEG,MART痿NEZJM.Aspectralconjugate

gradientmethodforunconstrainedoptimization[J].
AppliedMathematicsandOptimization,2001,43(2):

117飊128.
(下转第427页Continueonpage427)暋暋

124广西科学暋2016年10月暋第23卷第5期



parelementsfinisd暞ordreun,etlaresolution,parpenal灢
isation飊dualit湨,d暞uneclassedeprobl湪msdeDirichlet
nonlineares[J].RevueFrancaised暞Automatique,Infor灢
matiqueetRechercheOp湨rationelle,SeriesR,1975,31
(5/6):41飊76.

[2]暋GABAYD,MERCIERB.Adualalgorithmforthesolu灢
tionofnonlinearvariationalproblemsviafiniteelement
approximation[J].Computers&MathematicswithAp灢
plications,1976,2(1):17飊40.

[3]暋BOYDS,PARIKHN,CHUE,etal.Distributedoptimi灢
zationandstatisticallearningviathealternatingdirec灢
tionmethodofmultipliers[J].FoundationsandTrends
inMachineLearning,2011,3(1):1飊122.

[4]暋YANGL,PONGTK,CHENXJ.Alternatingdirection
methodofmultipliersforaclassofnonconvexandnons灢
moothproblemswithapplicationstobackground/fore灢
groundextraction[J].Mathematics,2016.

[5]暋HONG MY,LUOZQ,RAZAVIYAYN M.Convergen飊
ceanalysisofalternatingdirectionmethodofmultipliers
forafamilyofnonconvexproblems[J].SIAMJournal
onOptimization,2014,26(1):337飊364.

[6]暋WANGY,YIN W T,ZENGJS.GlobalConvergenceof
ADMMin Nonconvex Nonsmooth Optimization[R].
UCLACAM Report15飊62,2015.

[7]暋LIGY,PONGTK.Douglas飊Rachfordsplittingfornon灢

convexoptimizationwithapplicationtononconvexfeasi灢
bilityproblems[J].MathematicalProgramming,2016,

159(1/2):374飊401.
[8]暋WANGFH,XUZB,XU H K.Convergenceofmulti飊

blockBregmanADMMfornonconvexcompositeprob灢
lems[J].Mathematics,2015,arXiv:1505.03063vl:1飊25.

[9]暋GUOK,HANDR,WUTT.Convergenceofalternating
directionmethodforminimizingsumoftwononconvex
functionswithlinearconstraints[J].InternationalJour灢
nalofComputerMathematics,2016:1飊17.

[10]暋BOLTEJ,DANIILIDISA,LEYO,etal.Characteriza灢
tionsofLojasiewiczinequalitiesandapplications[J].
arXiv:0802.0826vl,2008:1飊48.

[11]暋ATTOUCH H,BOLTEJ,REDONTP,etal.AProxi灢
malalternating minimizationandprojection methods
fornonconvexproblems:Anapproachbasedonthe
Kurdyka飊Lojasiewiczinequality[J].Mathematicsof
OperationsResearch,2010,35(2):438飊457.

[12]暋BOLTEJ,SABACH S,TEBOULLE M.Proximalal灢
ternatinglinearized minimizationfornonconvexand
nonsmoothproblem[J].MathematicalProgramming,

2013,146(1/2):459飊494.

(责任编辑:米慧芝)暋暋

(上接第421页Continuefrompage421)
[14]暋JIANG XZ,JIANJB.AsufficientdescentDai飊Yuan

typenonlinearconjugategradient methodforuncon灢
strainedoptimizationproblems[J].NonlinearDynam灢
ics,2013,72(1/2):101飊112.

[15]暋江羡珍,简金宝,马国栋.具有充分下降性的两个共轭

梯度法[J].数学学报,2014,57(2):365飊372.
JIANGXZ,JIANJB,MAGD.Twoconjugategradi灢
entmethodswithsufficientdescentproperty[J].Acta
MathematicaSinica,2014,57(2):365飊372.

[16]暋马国栋,简金宝,江羡珍.一个具有下降性的改进

Fletcher飊Reeves共轭梯度法[J].应用数学学报,2015,

38(1):89飊97.
MAGD,JIANJB,JIANGXZ.AnimprovedFletcher飊
Reevesconjugategradientmethodwithdescentproper灢
ty[J].Acta MathematicaeApplicataeSinica,2015,38
(1):89飊97.

[17]暋ZHANGBX,ZHUZB,LISA.A modifiedspectral
conjugategradientprojectionalgorithmfortotalvaria灢
tionimagerestoration[J].Applied MathematicsLet灢
ters,2014,27:26飊35.

[18]暋ZHANGBX,ZHUZB,WANGS.Asimpleprimal飊

dualmethodfortotalvariationimagerestoration[J].
JournalofVisualCommunicationandImageRepresen灢
tation,2016,38:814飊823.

[19]暋ZHANGBX,ZHUZB.A modifiedquasi飊Newtondi灢
agonalupdatealgorithm fortotalvariationdenoising
problemsandnonlinearmonotoneequationswithappli灢
cationsincompressivesensing[J].NumericalLinear
AlgebrawithApplications,2015,22(3):500飊522.

[20]暋曹莉,王伟.求解非线性不适定问题的连续 Landweber
型正则化方法[J].黑龙江大学自然科学学报,2014,31
(2):165飊170.
CAOL,WANG W.ContinuousLandwebertyperegu灢
larizationmethodforsolvingnonlinearill飊posedprob灢
lem[J].JournalofNaturalScienceofHeilongjiangUni灢
versity,2014,31(2):165飊170.

[21]暋VOGELCR.ComputationalMethodsforInversePro飊
blems[M].Philadelphia:SocietyforIndustrialandAp灢
pliedMathematics,2011:1飊11.

(责任编辑:尹暋闯)暋暋

724广西科学暋2016年10月暋第23卷第5期


