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线性随机系统基于观测器的反馈镇定*

Observer飊basedFeedbackStabilizationforLinearSto灢
chasticSystems

程良萍,黄敢基**,罗世贤

CHENGLiangping,HUANGGanji,LUOShixian

(广西大学数学与信息科学学院,广西南宁暋530004)
(Collegeof MathematicandInformation Science,Guangxi University,Nanning,Guangxi,

530004,China))

摘要:针对控制系统测量输出产生的乘性噪声问题,提出基于观测器的反馈控制设计算法.首先,引入状态误差

变量,导出反馈控制下It昲型随机微分方程描述的闭环系统.其次,运用复合 Lyapunov函数方法并结合随机分

析技术,分析闭环系统的均方指数稳定性和几乎必然稳定性,并建立输出反馈控制器存在的充分条件.基于此条

件给出了控制增益矩阵和观测器增益矩阵的参数化设计算法.最后,通过倒立摆模型的数值仿真,验证所提出控

制策略的有效性.
关键词:观测器设计暋复合Lyapunov函数暋几乎必然稳定性暋乘性噪声

中图分类号:TP273暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005灢9164(2017)06灢0609灢05

Abstract:Anobserver飊basedfeedbackcontrollerwasdesignedforlinearsystemswithmultiplic灢
ativemeasurementnoise.Firstly,theobserver飊basedfeedbackcontrolledsystemdescribedby
anIt昲stochasticsystem wasdeducedbyintroducingthestateestimationerror.Next,byap灢
plyingcompositeLyapunovfunctionapproachcombinedwithstochasticanalysistechniques,
meansquarestabilityandalmostsurestabilitycriteriaoftheclosed飊loopsystemswereana灢
lyzed,andthesufficientconditionsfortheexistenceoftheoutputfeedbackcontrollerwerees灢
tablished.Basedonthiscondition,aparametricdesignalgorithmofcontrolgainmatrixandob灢
servergainmatrixwasgiven.Finally,thenumericalsimulationofaninvertedpendulum model
wasusedtoverifytheeffectivenessoftheproposedcontrolstrategy.
Keywords:observerdesign,compositeLyapunovfunction,almostsurestability,multiplicative
noise

0暋引言

暋暋暰研究意义暱在状态反馈控制策略的设计中,受控

系统的状态是其重要的组成部分.许多控制系统的全

部状态信息往往无法测量或者需要较大的测量成本.
而状态观测器是基于部分量测信息重构原动态系统

的状态的装置,在反馈控制、故障诊断及系统监控等

方面具有重要的应用[1飊6].暰前人研究进展暱基于观测

器的控制策略更适用于解决这类系统的控制问题.而
基于观测器的反馈控制的基本框架是先设计相应的

状态观测器重构原系统的状态,然后利用观测器的状
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态设计控制器以实现反馈控制.近年来,基于观测器

的控制设计问题已成为现代控制理论的研究热点之

一.Yang[7]和Lin等[8]研究范数有界的不确定系统

基于观测器的反馈镇定问题,并以矩阵不等式给出了

闭环系统的稳定性判据.Lien[9]采用线性矩阵不等式

(LMI)方法,研究了参数不确定性的线性系统基于观

测器的反馈控制问题,并给出基于 LMI的控制器设

计算法.Abolmasoumi等[10]基于模式相关的 Lya灢
punov泛函研究 Markov跳变系统基于观测器的 H曓

控制问题.Chen等[11飊12]提出脉冲观测器和自适应脉

冲观测器,研究了不确定系统的输出反馈控制问题,
并给出控制器的参数化设计算法.暰本研究切入点暱在
实际系统中,受控系统的量测输出总会受到随机噪声

的干扰[13].随机噪声的存在,可能会导致观测器无法

重构原系统的状态,进而无法设计有效的控制器.上
述文献中,量测输出存在的不确定性均要求满足范数

有界条件.在分析与设计中,不确定性与随机扰动不

同,前者直接采用标准的鲁棒控制技术处理,后者的

研究方法较为复杂,有卡尔曼滤波理论、高斯滤波算

法、最小方差滤波算法及多项式滤波方法等.然而,这
些方法一般只考虑离散系统.而且卡尔曼滤波和高斯

滤波通常将随机干扰作为加性噪声处理.实际控制系

统中,乘性量测噪声也是不容忽视的.如吴骁航等[14]

指出,由于受到闪烁效应的影响,机动目标跟踪系统

的测量输出会产生乘性噪声.暰拟解决的关键问题暱本
文针对具有乘性噪声测量输出的线性时不变系统,讨
论基于观测器的反馈控制器设计问题.首先,对具有

白噪声测量输出的线性系统,设计相应的观测器.其
次,构造误差系统与受控系统复合的闭环系统,并将

其建模为It昲型随机微分方程.引入幂次复合型Lya灢
punov函数,建立了该随机系统的均方稳定性和几乎

必然稳定性的判别准则.同时给出了观测器增益矩阵

与控制器增益矩阵的设计算法.最后,通过小车上的

倒立摆验证了本文所提出方法的有效性.
暋暋符号说明:矩阵P >0(曒0,<0,曑0)表示P
为正定(半正定、负定、半负定)矩阵;E 表示数学期

望;Prob{ }A 表 示 事 件 A 发 生 的 概 率;毸max(P),

毸min(P)分 别 表 示 矩 阵 P 的 最 大 和 最 小 特 征 值;

暚·暚 表示为欧几里德范数.

1暋问题描述

暋暋考虑线性时不变系统:

暋暋
晍x(t)=Ax(t)+Bu(t),

x(t0)=x0
{ ,

(1)

其中,x(t)暿 n 为系统的状态向量;A暿 n暳n 为已

知的常系数矩阵;B暿 n暳m,m <n为系统的控制输

入矩阵;u(t)暿 m暳n 为系统的控制输入;x0 暿 n

为系统的初值.本文考虑该系统的状态测量输出受到

随机噪声干扰,并具有如下形式:

暋暋y(t)=Cx(t)+Dx(t)毼(t), (2)
其中C,D 暿 mo暳n 为常数矩阵;毼(t)暿  为状态测

量中产生的白噪声,满足如下假设:

暋暋(H)噪声过程 {毼(t)}t曒t0
满足曇

t

t0
毼(s)ds=w(t),

t曒t0,其中w(t)为维纳过程.
暋暋针对系统(1)及测量输出(2),设计基于观测器的

控制器如下:

暋暋

x̂
·
(t)=Âx(t)+Bu(t)+L(̂y(t)-y(t)),

ŷ(t)=Ĉx(t),

u(t)=K̂x(t),

x̂(t0)=̂x0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(3)
其中,̂x(t)暿 n 为观测器的状态向量;̂y(t)暿 mo

为观测器的输出;K 暿 m暳n 为控制增益矩阵;L 暿
n暳mo 为观测器增益矩阵;̂x0 暿 n 为观测器的

初值.
暋暋定义误差系统e(t)=̂x(t)-x(t),结合(1)和(3)
得到如下闭环系统:

暋暋

晍e(t)
晍x(t
é

ë
êê

ù

û
úú)=

A+LC 0
BK A+

é

ë
êê

ù

û
úúBK
e(t)
x(t
é

ë
êê

ù

û
úú)+

暋暋暋暋 0 -LDé

ë
êê

ù

û
úú0 0
e(t)
x(t
é

ë
êê

ù

û
úú)毼(t),

e(t0)
x(t0

é

ë
êê

ù

û
úú)=

e0

x
é

ë
êê

ù

û
úú

0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

其中e0 =̂x0-x0.令z(t)=
e(t)
x(t
é

ë
êê

ù

û
úú) ,z0=

e0

x
é

ë
êê

ù

û
úú

0
,

A
-

=
A+LC 0
BK A+

é

ë
êê

ù

û
úúBK
,D

-

=
0 -LDé

ë
êê

ù

û
úú0 0 .根据假

设(H),上述系统可以改写为如下It昲型随机微分
方程:

暋暋 dz(t)=A
-

z(t)dt+D
-

z(t)dw(t),
z(t0)=z0
{ .

(4)

暋暋至此,系统(1)的控制问题归结为寻找合适的控

制增益矩阵K 和观测器矩阵L,使得闭环随机系统

(4)为全局渐近稳定性问题.注意到,源于量测噪声驱

动因素,观测器(3)为随机系统,其解为随机过程,进
而诱导受控系统(1)也是随机系统.因此,不能单纯地

从确定系统的角度分析系统(1)的稳定性问题,相应

的稳定性需要采用数学期望或者概率对其解的数字

特征进行刻画.本文主要关注均方稳定性和几乎必然

稳定性.为此,根据文献[13],给出随机系统的均方指
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数稳定性和几乎必然指数稳定性的定义.
暋暋定义1暋称随机系统(4)是均方指数稳定的,如
果存在正标量M 和毭 ,使得

暋暋E 暚z(t)暚2 曑M 暚z0暚2e-毭(t-t0),炐t曒t0.
暋暋定义2暋称随机系统(4)是几乎必然指数稳定

的,如果存在正标毭,使得对任意z0 暿 n ,都有

暋暋limsup
t曻+曓

1
tln暚z(t)暚 曑毭,a.s..

2暋主要结果

暋暋引入复合 Lyapunov函数方法,分析系统(4)的
均方指数稳定性和几乎必然稳定性问题,并在稳定性

条件的基础上探索控制器的参数化设计方法.
暋暋定理1暋考虑闭环系统(4).对给定的标量q暿
(0,1]及增益矩阵 K 和L ,若存在正定矩阵 P 暿
2n暳2n ,及标量c,使得如下线性矩阵不等式成立:

暋暋0.5c2(1-q)P+PA
-

+A
-

TP+D
-

TPD
-

-c(1-

q)(PD
-

+D
-

TP)<0, (5)
则闭环系统(4)是几乎必然指数稳定的.特别地,当

q=1时,闭环系统(4)是均方指数稳定的.
暋暋为了证明定理1,需要引入一个引理.
暋暋引理1暋若随机微分方程(4)的初值满足z0 曎
0,则它的解满足Probz(t;t0,z0)曎0,t曒t{ }0 =1.
暋暋该引理可直接由文献[13]引理3灡2得出.下面给

出定理1的详细证明.
暋暋证明暋一方面,线性矩阵不等式(5)蕴含着,存在

充分小的毭>0使得

暋暋毊(毭)=[毭+0.5c2(1-q)]P+PA
-

+A
-

TP+

D
-

TPD
-

-c(1-q)(PD
-

+D
-

TP)<0. (6)

暋暋另一方面,若z0=0,则z(t)=0.因此我们只需证

明当z0 曎0,z(t)曻0.由引理1得,对任意的非零初

值,系统(4)中几乎所有的样本解都满足非零性.所
以,针 对 闭 环 系 统 (4),引 入 复 合 Lyapunov 函 数

W(t)=eq毭(t-t0) V(t[ ])q ,其 中V(t)灻V(z(t))=
zT(t)Pz(t),毭>0.对V(t)沿着系统(4)的轨线利

用It昲公式,则有

dV(t)=LV(z(t))dt+HV(z(t))dw(t), (7)

其 中 LV(z) = zT PA
-

+A
-

TP+D
-

TPD[ ]
-

z 及

HV(z)=zT PD
-

+D
-

T[ ]P z.对 W(t)沿着随机微分

方程(7)的轨线利用It昲公式,得到

暋暋dW(t)=qeq毭(t-t0)Vq-1(t)[毭V(t)+LV(t)+
1
2

(q-1)[HV(z(t))]2
V(t) ]dt+

qeq毭(t-t0)Vq-1(t)HV(z(t))dw(t)=

qeq毭(t-t0)Vq-1(t)[毭V(t)+LV(t)+1
2c

2(1-q)V(t)-

c(1-q)HV(z(t))-1
2

(1-

q)[HV(z(t))-cV(t)]2
V(t) ]dt+

qeq毭(t-t0)Vq-1(t)HV(z(t))dw(t).
暋暋再利用线性矩阵不等式(6)及上述不等式,可以

推出

暋 暋dW(t)曑 qeq毭(t-t0)Vq-1(t)zT(t)毊(毭)z(t)dt+
qeq毭(t-t0)Vq-1(t)HV(z(t))dw(t)曑
qeq毭(t-t0)Vq-1(t)HV(z(t))dw(t). (8)
对不等式(8)两边从t0 到t积分并取数学期望,则有

EW(t)曑W(t0),从而有

暋 暋E暚z(t)暚2q 曑 毸max ( )P /毸min ( )[ ]P q暚
z0暚e-q毭(t-t0). (9)
所以闭环系统(4)是全局2q阶矩指数稳定.由文献

[13]定理4.2知,闭环系统(4)为全局几乎必然指数

稳定.显然,当q=1时,闭环系统(4)是全局均方指数

稳定.
暋暋 注 1暋 从 定 理 1 的 条 件 可 以 看 出,当 p 暿
0,( )1 时,扩散项可能对系统的稳定性起镇定作用.
这反映了信道中的测量噪声不完全对系统起破坏作

用的现象.
暋暋定理2暋考虑具有测量输出(2)的线性系统(1)
以及基于观测器的反馈控制器(3).对给定的标量

q暿(0,1],若存在n暳n阶矩阵P1 >0,P2 >0,n暳

m0 阶矩阵L
-

及标量c,使得如下矩阵不等式成立:

暋暋

毞1+L
-
C+CTL

-
T KTBTP2+c(1-q)L

-
D 0

* 毞2+P2BK +KTBTP2 DTL
-

T

* * -P

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1

<0,

(10)

其中毞i=0.5c2(1-q)Pi+PiA+ATPi,i=1,2,则
基于观测器的反馈控制器(3)能够几乎必然指数镇定

系统(1).特别地,当q=1时,基于观测器的反馈控制

器(3)能够均方指数镇定系统(1).相应的控制增益矩

阵和观测器增益矩阵分别为K 和L=P-1
1 L

-

.

暋暋证明暋令P=diagP1,P( )2 及L
-

=P1L,利用

Schur补 引 理 即 可 证 明 矩 阵 不 等 式 (10)等 价 于

(5)式.
暋暋定理2的条件是关于矩阵变量P2 和 K 的双线

性矩阵不等式.因此,不能直接用 MatlabLMI工具

箱求解.注意到矩阵不等式(10)中,如果固定P2 或

K,则它为LMI.利用这一点,引入松弛变量设计交

替优化算法[15]求解.即
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暋暋Step1:初始化q,c,l=0,P2=P0
2,最大迭代次数

N 及足够大的正数氃max.
暋暋Step2:求解如下优化问题

暋暋 min氃=暺
m

i=1
暺
n

j=1
毻ij,

暋暋subjectto

LMI(10),

-毻ij 曑kij 曑毻ij,

毻ij 曒0,

暋暋i=1,2,…,m,j=1,2,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(11)
其中K= ki( )j m暳n .如果优化问题有可行解,则记为

氃l,Pl
1,Kl,L

-
( )l .否则返回Step1.
暋暋Step3:如果氃l 曒氃max 或者l曑N ,则停止,输出

K=Kl-1,L=(Pl-1
1 )-1L

-
l-1 .否则记氃max=氃,并执行

Step4.
暋暋Step4:令 K =Kl ,求解 LMI,并记可行解为

Pl
1,Pl

2,L
-

( )l ,令P2=Pl
2,l=l+1,返回 Step2.

暋暋注2暋上述算法给出了控制增益矩阵和观测器

增益矩阵的一种设计方法.然而该算法依赖于初值的

选取.如果初值选取不合适,可能导致优化问题(11)
无可行解.为了避免这种情况,可以采用非线性半定

优化求解器PENLAB[16]求解.

3暋数值实例

暋暋考虑倒立摆的线性化模型:

暋暋A=

0 1 0 0

0 -
(I+ml2)b

p
m2gl2

p
0

0 0 0 1

0 -mlb
p

mgl(M+m)
p

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0

,

B=

0
I+ml2

p
0
ml

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úp

,

其中p=I(M+m)+Mml2,M=0.5kg为小车的质

量,m=0.5kg为摆杆的质量,b=0.1N/m/s为小车

的摩察系数,I=0.006kg·m2为摆杆惯量,l=0.3
m 为摆杆转动轴心到质心长度,g=9.8m/s2为重力

加速度,x1 表示小车的位置,x2 表示小车的速度,x3

表示摆动角度,x4 表示其角速度.假设该倒立摆模

型的测量输出满足(2),其中C= [ ]1 0 0 0 ,D=
1 1 0.6 0.[ ]1 暳10-3.应用定理2并结合双线

性矩阵不等式的求解算法,可求解得到控制增益矩阵

和观测器增益矩阵分别为

暋 暋K = 0.88 1.25 -17.17 -1.[ ]15 ,L =
-14.33 -103.26 -97.73 -698.[ ]08 T.

暋 暋 数 值 仿 真 中,选 取 初 始 条 件 x0 =
0.3 -0.1 0 -0.[ ]5 T 及̂x0=0,利用Euler飊Ma灢

ruyama数值计算方法,闭环系统的测量输出及状态

响应曲线分别如图1和图2所示.图3表示误差系统

的状态响应曲线.从仿真图中可以看出,闭环系统与

误差系统的轨线均收敛于零.这验证了本文所提出基

于观测器的控制设计方法的有效性.

图1暋闭环系统的测量输出

Fig.1暋Themeasuredoutputoftheclosed飊loopsystem

图2暋闭环系统的样本轨线

Fig.2暋Samplepathtrajectoriesoftheclosed飊loopsystem

图3暋误差系统的样本轨线

Fig.3暋Samplepathtrajectoriesoftheerrorsystem

216 GuangxiSciences,Vol灡24No灡6,December2017



4暋结论

暋暋本文研究了具有乘性量测噪声的线性系统基于

观测器的输出反馈控制问题.利用复合 Lyapunov函

数方法,建立了闭环系统的均方指数稳定性与几乎必

然指数稳定性判据,并给出了控制增益矩阵与观测器

增益矩阵的设计算法.该稳定性判据揭示了量测噪声

并不总是有害于系统的稳定性,在几乎必然稳定意义

下,乘性量测噪声对系统稳定性起积极作用的客观

规律.
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