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♦特邀栏目♦

考虑下游平均优化车流量的延迟反馈控制方法*

文岐云1,薛 郁1**,岑炳玲1,唐 媛1,盘 薇2

(1.广西大学物理科学与工程技术学院,广西南宁 530004;2.广西医科大学,广西南宁 530021)

摘要:为实现对交通流拥堵的抑制,基于格子流体力学模型引入下游平均优化车流量与当前延迟车流量的差作

为反馈控制。首先,通过对控制方程的稳定性分析,利用 Hurwitz准则判断特征多项式ds的稳定性,得到控

制方程满足交通控制理论定义的第一个条件。再根据传递函数的 H ∞ 范数的条件,得出控制方程的稳定性条

件。采用非线性分析的约化摄动方法推导出 mKdV方程,得到描述交通拥堵的扭结反扭结密度波解。结果

表明,增加反馈增益λ和反应时间td 可以提高交通控制系统的稳定性。通过数值模拟,其仿真结果与理论结

果吻合较好。基于格子流体力学模型,考虑把下游平均优化车流量与当前延迟车流量之差作为一种延迟反馈

控制方案,可以有效抑制交通拥堵,有利于交通系统的稳定。
关键词:格子流体力学模型 反馈控制 稳定性分析 非线性分析 扭结反扭结波
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  当前社会经济有了巨大的发展,但人们出行时遇

到的交通拥堵问题却日益严峻。政府、社会投入了大

量资金,期望缓解交通拥堵,然而社会汽车保有量的

增长速度远远快于道路建设速度,如何采用有效、科
学的方案缓解交通拥堵,是当前人们面临的一个迫切

问题[1]。在过去几十年里,研究者们从不同的角度提

出了各种交通模型,如格子流体力学模型、元胞自动

机模型、跟驰模型和耦合映射模型等[214]。在这些交

通模型中,格子流体力学模型由于具有宏观离散性和

计算的高效性,被人们 广 泛 研 究。1995 年 Bando

等[15]提出了最优速度模型(OV模型),此后,许多学

者对OV模型进行了改进研究,在原有模型中加入一

些物理效应或交通因素等[3,16]。Nagatani[17]在1998
年首次提出了格子流体力学模型,该模型基于交通流

流体动力学模型,从宏观上描述了连续车流之间的相

互作用。运用非线性分析,得到在临界点附近的用

mKdV方程描述的交通流拥堵和交通密度波的传

播。1999年,Konishi等[18]在离散时间的 OV模型

的基础上,首次提出了耦合映射(CM)模型中的延迟

反馈控制(DFC)方法,通过理论分析和数值模拟,说
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明上述方法对控制交通拥堵有抑制作用。基于 Na-
gatani和Konishi等的工作,许多研究者考虑不同的

重要 交 通 情 况 和 控 制 参 数,提 出 了 各 种 控 制 模

型[1925],如 考 虑 向 后 看 效 应[26]、司 机 的 延 迟 反

应[27,28]、密度差效应[29]、中断概率影响[11]、上坡和下

坡道路[30]、基于非车道格子流体力学模型[31]等。此

外,唐铁桥等[32]提出了改进的双车道格子流体力学

模型。Ge等[27]考虑驾驶员的反应延迟,得到了格子

流体力学模型中的依赖于时间的 GinzburgLandau
 

(TDGL)方程,揭示了交通拥挤与交通流相变之间的

关系。Jin等[33]考虑延迟反馈控制,研究了OV模型

中交通流的稳定性。此外,由于行人流和交通流具有

许多共同的特征,Tian等[34]在Nagatani的二维交通

流模型的基础上提出了一种二维双向行人流。Cen
等[35]提出了考虑延迟时间连续累积效应的双向行人

流的二维格子流体力学模型。2015年,Ge等[36]在格

子流体力学模型中引入了t时刻格子位置j 与j+1
的流量差作为反馈增益。Redhu等[37]考虑向前看效

应,提出了多相的格子流体力学模型。魏麒等[38]研

究了斜坡道路考虑平均流量差预期效应的格子流体

力学模型。本研究根据Nagatani的格子流体力学模

型,考虑把下游平均优化车流量与当前延迟车流量之

间的差作为抑制交通阻塞的反馈控制项,建立控制方

程。利用线性稳定性分析和非线性分析,推导出稳定

条件以及描述密度波的 mKdV方程的解,通过数值

模拟验证理论分析结果。通过加入反馈控制项,研究

反馈增益大小与反应时间长短对交通流拥堵的抑制

作用。

1 模型建立

  1998年 Nagatani[17]首次提出了格子流体力学

模型,方程描述如下。

  连续性方程:

  ∂tρj +ρ0(qj -qj-1)=0, (1)
动力学方程:

  ∂tqj =aρ0V(ρj+1(t))-aqj , (2)
其中,下标j表示格子位置;qj =ρjvj 代表j格子位

置时的交通流量;ρj 和vj 分别表示t时刻在j 格子

位置处的交通密度和瞬时速度;ρ0 为总的平均密度;
参量a 表示交通流敏感系数,是延迟时间τ的倒数;
取交通流优化速度函数V(ρ)如下:

  V(ρ)=
Vmax

2
[tanh(2

ρ0
-ρ
ρ20

-
1
ρc
)+

tanh
 

(1
ρc
)], (3)

其中,Vmax和ρc 分别表示最大速度和安全临界密度。
该函数在ρ=ρc =ρ0 处有一个上界和一个拐点。

  在方程(2)中,j+1位置的最优流量与j位置的

瞬时流量之差决定了j位置处交通流量的变化,表明

交通流的流动变化由下游交通流量与当前位置流量

来决定。所以,为了揭示下游车流对当前位置交通流

演化的影响,在格子流体力学方程的基础上,把在反

应时间内下游平均优化车流量与当前延迟车流量的

差作为延迟反馈控制项,得到以下控制方程:

  ∂tρj +ρ0(qj -qj-1)=0, (4)

  ∂tqj(t)=aρ0V(ρj+1(t))-aqj(t)+

aλ[1td∫tt-tdρ0V(ρj+1(t))dt-qj(t-td)], (5)

其中,td 为反应时间,参数λ 为延迟反馈增益。为了

抑制交通拥堵的产生,在式(5)中考虑把下游最优车

流量的平均累积效应与当前延迟车流量的差作为延

迟反馈控制。当λ=0时,该模型与Nagatani的模型

一致。

  利用梯度积分公式对式(5)中的积分进行简化,
并结合式(4)和式(5)消去瞬时速度,得到密度方程:

  ∂2tρj(t)+a∂tρj(t)+aλ∂tρj(t-td)+

aρ20V[ρj+1(t)-ρj(t)]+
1
2aλ

 

ρ20V[ρj+1(t)-ρj(t)+

ρj+1(t-td)-ρj(t-td)]=0。 (6)

2 线性稳定性分析

  应用线性稳定性分析方法来研究稳态交通流在

小扰动作用下的演化情况。在稳态时,交通流处于均

匀的密度和流量,在小扰动 [ρ*,q*]作用下,在均匀

稳态附近增加一个微扰,即ρj =ρ* +ρ0j;qj =q* +
q0j,因此,方程(4)和(5)分别可改写为

  ∂tρ0j+1+ρ0(q0j+1-q0j)=0, (7)

  ∂tq0j(t)=aρ0V'ρ0j+1(t)-aq0j(t)+
1
2aλ

 

ρ0V'[ρ0j+1(t)-ρ0j+1(t-td)]-aλq0j(t-td),

(8)

其中,V'=(
∂V(ρ)
∂ρ

)|ρ=ρ* 是优化速度函数的一阶导

数,且小于零。对方程(7)和(8)进行拉普拉斯变换,
可得:

  sPj+1(s)-ρj+1(0)+ρ0(Qj+1(s)-Qj(s))=0,
(9)
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  sQj+1(s)-qj(s)=aρ0V'Pj+1(s)-aQj(s)+
1
2aλ

 

ρ0V'Pj+1(s)(1+e
-std)-aλQj(s)e

-std, (10)

其中,L(ρ0j)=P(s),L(q0j)=Q(s),L(∂tρ0j)=
sPj(s)-pj(0),L(∂tq0j)=s

 

Qj(s)-qj(0)。L 和s
分别表示拉普拉斯变换和复数频率。消去方程(9)和
(10)中的Pj+1(s)得到方程如下:

  Qj(s) = (
-aρ20V'-λa

 

ρ20V'+
λa

 

ρ20V'std

2

s2-aρ20V'+as-
aλ

 

ρ20V'
2 -

λaρ20V'e
-std

2 +aλse
-std

)×

Qj+1(s)+
aρ20V'+

aλρ0V'(2-std)

2
ds ρj+1(0)+

s
dsqj(0)。 (11)

因此,传递函数为

  G(s)=
-aρ20V'-λaρ20V'+λaρ20V'std/2

ds
,

(12)
其中ds是特征多项式,

  ds=s2-aρ20V'+as-aλρ20V'/2-

λaρ20V'e
-std/2+aλse

-std 。 (13)

  Konishi等[18,39]基于控制理论得出关于交通拥

堵的结论:如果满足以下两个条件,交通系统则不会

发生拥堵,①特征多项式ds是稳定的;②传递函数的

H ∞ 范 数 小 于 或 等 于 1, 即 G(s) � =
supG(jw)≤1。

  根据 Hurwitz稳定性准则,当ds 大于零,特征

多项式ds是稳定的[37]。对于方程(13),式中的每个

系数都为正[V'=(
∂V(ρ)
∂ρ

)≤0],所以ds大于零,满

足交通控制理论的第一个条件。对于第二个条件,分

析 G(s) ∞=supG(jw)≤1。指数项e
-std ≈1-

std ,化简后得到以下方程:
  G(jw) =
 (aρ20V'+aλρ20V')

2+(aλρ20V'tdw/2)
2

(w2-aλtdw
2+aρ20V'+aλρ20V')

2+(aw+aλw+aλρ20V'tdw/2)
2 ≤ 1,

w ∈ [0,�]。 (14)

  通过解方程(14),得稳定条件:

  a≥-
2ρ20V'

1+λ-λρ20V'td

。 (15)

  显然,当λ=0,td=0,稳定条件与Nagatani模型

的稳定条件(a≥-2ρ20V')一致。

  图1反映了传递函数在不同反馈增益λ 和反应

时间td 值的振幅变化。在图1(a)中,反应时间td 的

值保持不变,改变反馈增益λ 的值;而在图1(b)中,

反馈增益λ 的值保持不变,改变反应时间td 的值。
从图1可以看出,传递函数的幅值基本都小于1,说
明增加反馈增益λ和反应时间td 可以有效提高交通

系统的稳定性。

图1 不同反馈增益λ和反应时间td 值的伯德图

  Fig.1 Bodeplot
 

for
 

different
 

values
 

of
 

feedback
 

gain
 

λ
 

and
 

reaction
 

time
 

td

3 非线性分析

  为了研究在有限扰动作用下产生交通拥堵形成

的密度波,采用非线性分析的约化摄动法研究在临界

点附近交通密度波所满足的方程,并对方程进行求

解。在临界点(ρc,ac )附近,对空间慢变量 X 和时

间慢变量T 作变换如下:

  X =ε(j+bt),T=ε3t, (16)
其中,j和t分别表示空间变量和时间变量;参数ε的

取值范围为0<ε≪1;b是待定系数;在j位置处的

密度为

  
 

ρj(t)=ρc +εR(X,T)。 (17)
将方程(16)和(17)代入密度方程(6)中,利用泰勒级

数展开,展开到ε 的五阶,得到非线性偏微分方程

如下:
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  ε2{ab(1+λ)+aρ2cV'(1+λ)}∂XR +ε3{b2+
1
2aρ

2
cV'+

1
2aλρ

2
cV'(1-btd)-ab2λtd}∂2XR+

ε4{a(1+λ)∂TR+
1
6a
(1+λ)ρ2cV‴∂XR3+[

1
6a
(1+

λ)ρ2cV'-
1
4aλρ

2
cV'btd]∂3XR}+ε5{[2b-2aλbtd -

1
2aλρ

2
cV'td]∂X∂TR+[

1
12a

(1+λ)ρ2cV‴-

1
12aλρ

2
cV‴btd]∂2XR3+[

1
24a

(1+λ)ρ2cV'-

1
12aλρ

2
cV'btd]∂4XR}=0, (18)

其中,V'=
∂V(ρ)
∂ρ

|ρ=ρc
,V‴=

∂3V(ρ)
∂ρ3

|ρ=ρc
。在临界点

(ρc,ac)附近,a=
 

ac(1-ε2)。令b=-ρ2cV',消去方

程(18)式中ε 的二阶项以及三阶项,化简得以下

形式:

  ε4(∂TR-g1∂3XR+g2∂XR3)+ε5(g3∂2XR+

g4∂4XR+g5∂2XR3)=0, (19)

其中,g1=-
1
1+λ

[1
6
(1+λ)ρ2cV'-

1
4λρ

2
cV'btd],

  g2=
1
6ρ

2
cV‴,g3=

1
ac(1+λ)

(ρ2cV')2,

  
 

g4=
1
1+λ

[1
24
(1+λ)ρ2cV'-

1
12λρ

2
cV'btd],

  
 

g5=
1
1+λ

[1
12
(1+λ)ρ2cV-

1
12λρ

2
cV‴btd]。

为了得到标准的mKdV方程,采用以下变换:

  T'=g1T,R=
 
g1

g2
R'。 (20)

因此,方程(19)可写为

  ∂T'R'-∂3XR'+∂XR'3+εM[R']=0, (21)

其中,M[R']=
 
1
g1
[g3∂2XR'+

g1g5

g2
∂2XR'3+

g4∂4XR'];εM[R']=O(ε)为校正项。忽略O(ε)项 ,
得到扭结反扭结波的解为

  R'0(X,T')=
 
ctanh

 
c
2
(X -cT'), (22)

其中R'0(X,T')满足可解性条件:

  (R'0,M[R'])=∫
+�

-�
dXR'0(X,T')M[(X,

T')]。 (23)
通过积分化简,可得传播速度c的值:

  c=
5g2g3

2g2g4-3g1g5
。 (24)

  因此,得到mKdV方程(20)的扭结反扭结波的

解为

  ρj =ρc +ε
 
g1c
g2
tanh(

 
c
2
(X -cg1T))。

(25)
扭结反扭结波的振幅A 为

  A=
 
g1c
g2
(ac

a -1)。 (26)

扭结反扭结波的解代表低密度下的自由流和高密度

下的堵塞相组成的共存相,其共存曲线可表示为

  ρj =ρc ±A , (27)
其中,ρj =ρc -A 表示交通阶段中的自由流;ρj =

ρc +A 表示交通阶段中的堵塞相。

  图2为交通控制方程中密度敏感度(ρ,a)相图。
每个图中都有3对曲线,实线为中性稳定线,虚线为

共存曲线。根据交通流稳定性条件,将相图划分为3
个区域:共存曲线以上的稳定区,中性稳定线以下的

不稳定区,以及共存曲线与中性稳定线之间的亚稳定

区。由图2可以看出,中性稳定线和共存曲线随着反

馈增益λ和反应时间td 值的增加而下降,表明增加

图2 密度敏感度(ρ,a)相图

Fig.2 Phase
 

diagrams
 

of
 

density
 

sensitivity
 

(ρ,a)
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反馈增益λ和反应时间td 可以有效地抑制交通拥堵

产生。

4 数值模拟

  采用周期边界条件进行数值模拟,验证线性稳定

性分析和非线性分析的结论。为了便于模拟,对方程

(6)应用差分方法进行离散,得到差分方程如下:

  ρj(t+2Δt)=2ρj(t+Δt)-ρj(t)-
aΔt[ρj(t+Δt)-ρj(t)]-aρ20(Δt)2[V(ρj+1(t))-
V(ρj(t))]-aλΔt[ρj(t-td +Δt)-ρj(t-td)]-
1
2aλρ

2
0(Δt)2[V(ρj+1(t))-V(ρj(t))+V(ρj+1(t-

td))-V(ρj(t-td))]。 (28)

  数值模拟考虑道路离散格子单元数 N=100,交
通流初始状态均匀,密度为ρ0=ρc =0.25,敏感度系

数a=1.65,最大速度Vmax=2,模拟的时间步长Δt=
0.1,交通流的初始扰动设置为

  ρj(w)=
ρ0;j≠50,51

ρ0+0.1;j=50

ρ0-0.1;j=51







 ,

其中,w=1,2,…,5表示初始的5个时间步长。

  数值模拟结果如图3、图4和图5所示。图3显

示了密度随时间变化的情况,从图中可以清楚地观察

到扭结反扭结密度波。在图3(a)中,当反馈增益

λ=0.0和反应时间td =0.0时,密度波的振幅急剧

振荡。对比图3(b)、(c)和对比图3(c)、(d)、(e)可
知,密度波振幅波动随反馈增益λ 和反应时间td 的

增加而减小,有利于交通流的稳定。

  图4为密度波的时空演化图。当不考虑反馈增

益λ和反应时间td 时,出现了扭结反扭结的交通波

现象,且波动幅度较大。当引入反馈增益λ和反应时

间td 时,密度波的波动减小。由于交通振荡的幅度

与车辆系统的稳定性成正比,因此可知反馈增益λ和

反应时间td 的增加有利于车辆交通系统的稳定。

  

 
图3 不同反馈增益λ和反应时间td 下的3个格点处的密度时间图

Fig.3 Densitytime
 

diagram
 

at
 

three
 

lattice
 

points
 

under
 

three
   

feedback
 

gain
 

λ
 

and
 

reaction
 

time
 

td

  在不同反馈增益λ 和反应时间td 下,纵坐标为

ρ25(t)-ρ25(t-1)与横坐标为ρ25(t)相空间密度差

的散点图如图5所示。在不考虑反馈增益λ 和反应

时间td 的情况下,图5(a)表现出明显的滞后现象和

混沌行为,可以看出交通系统趋于不稳定。对比图5
(b)、(c)、(d)和(e)可知,随着反馈增益λ和反应时间

td 的增加,滞后曲线逐渐缩小。在图5(e)中,滞后曲

线缩小成一个点,说明交通拥堵得到了有效缓解。
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图4 不同反馈增益λ和反应时间td 下密度波的时空演化图

Fig.4 Spatiotemporal
 

evolution
 

diagram
 

of
 

density
 

wave
 

under
 

different
 

feedback
 

gain
 

λ
 

and
 

reaction
 

time
 

td

  

 
图5 不同反馈增益λ和反应时间td 在site25处的散点图

Fig.5 Scatter
 

plot
 

at
 

site25
 

under
 

different
 

feedback
 

gain
 

λ
 

and
 

reaction
 

time
 

td

5 结论

  本研究引入下游平均优化车流量与当前延迟车

流量的差作为延迟反馈控制,提出了具有延迟反馈控

制的交通流格子流体力学模型。通过线性稳定性分

析,得到了传递函数和稳定条件;通过非线性分析得

到了mKdV方程的扭结反扭结密度波解。结果表

明,反馈增益λ和反应时间td 能有效缓解交通拥堵。
为了验证理论分析,进行数值模拟,详细研究了在反

馈控制作用下的密度时间图和密度波的时空演化

图。交通密度波的振荡减小表明反馈控制实现了抑

制交通堵塞的控制策略。通过分析瞬时的交通密度

差变化的散点图,发现在反馈增益λ=0时存在交通

滞后和混沌现象。当加入反馈控制时,密度与密度差

的空间散点图缩小为一个狭窄的有限区域,形成一个

具有一定周期的极限环的稳态。交通滞后曲线的收

缩表明交通系统的稳定性得到增强,有效地抑制了交

通拥堵。仿真结果与理论分析结果一致,说明考虑下

游平均优化车流量与当前延迟车流量的差作为反馈

控制,有助于提高对交通系统的控制。
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A
 

Feedback
 

Control
 

Scheme
 

with
 

Consideration
 

of
 

the
 

Down-
stream

 

Average
 

Optimal
 

Traffic
 

Flow

WEN
 

Qiyun1,XUE
 

Yu1**,CEN
 

Bingling1,TANG
 

Yuan1,PAN
 

Wei2
(1.School

 

of
 

Physical
 

Science
 

and
 

Technology,Guangxi
 

University,Nanning,Guangxi,530004,China;2.Guangxi
 

Medical
 

Univer-
sity,Nanning,Guangxi,530021,China)

Abstract:In
 

order
 

to
 

achieve
 

the
 

suppression
 

of
 

traffic
 

congestion,the
 

difference
 

between
 

the
 

downstream
 

av-
erage

 

optimized
 

traffic
 

flow
 

and
 

the
 

current
 

delayed
 

traffic
 

flow
 

is
 

introduced
 

as
 

feedback
 

control
 

based
 

on
 

the
 

lattice
 

hydrodynamic
 

model.Firstly,through
 

the
 

stability
 

analysis
 

of
 

the
 

control
 

equation,the
 

stability
 

of
 

the
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characteristic
 

polynomial
 

ds
 

is
 

judged
 

by
 

Hurwitz
 

criterion,and
 

the
 

first
 

condition
 

that
 

the
 

control
 

equation
 

satisfies
 

the
 

definition
 

of
 

traffic
 

control
 

theory
 

is
 

obtained.According
 

to
 

the
 

H ∞
 norm

 

condition
 

of
 

the
 

trans-
fer

 

function,the
 

stability
 

condition
 

of
 

the
 

control
 

equation
 

is
 

obtained.The
 

mKdV
 

equation
 

is
 

derived
 

by
 

the
 

reduced
 

perturbation
 

method
 

of
 

nonlinear
 

analysis,and
 

the
 

kinkantikink
 

density
 

wave
 

solution
 

describing
 

traffic
 

congestion
 

is
 

obtained.The
 

results
 

show
 

that
 

increasing
 

the
 

feedback
 

gain
 

λ
 

and
 

the
 

retarded
 

reaction
 

time
 

td
 can

 

improve
 

the
 

stability
 

of
 

traffic
 

control
 

system.Through
 

numerical
 

simulation,the
 

simulation
 

re-
sults

 

are
 

in
 

good
 

agreement
 

with
 

the
 

theoretical
 

results.Based
 

on
 

the
 

lattice
 

hydrodynamic
 

model,the
 

differ-
ence

 

between
 

the
 

downstream
 

average
 

optimization
 

rate
 

flow
 

and
 

the
 

current
 

delayed
 

flow
 

is
 

considered
 

as
 

a
 

delayed
 

feedback
 

control
 

scheme,which
 

can
 

effectively
 

suppress
 

traffic
 

congestion
 

and
 

is
 

conducive
 

to
 

the
 

sta-
bility

 

of
 

the
 

transportation
 

system.
Key

 

words:lattice
 

hydrodynamic
 

model;feedback
 

control;stability
 

analysis;nonlinear
 

analysis;kinkantikink
 

wave
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