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融合疯狂秃鹰搜索的混沌正余弦算法*

周 甜,麦雄发,刘利斌**,郑贵林
(南宁师范大学广西应用数学中心,广西南宁 530100)

摘要:针对正余弦算法(Sine
 

Cosine
 

Algorithm,SCA)在解决优化问题时存在收敛速度慢、计算精度低等缺陷,
本文提出一种融合疯狂秃鹰搜索算法的混沌正余弦算法(Chaotic

 

Sine
 

Cosine
 

Algorithm
 

based
 

on
 

Crazy
 

Bald
eagle

 

Search,CSCACBS)。CSCACBS采用结合Logistic与Tent的混合混沌映射进行种群初始化,从而获得

更加均匀和多样的初始种群;受秃鹰搜索算法所启发,CSCACBS采用带有疯狂算子的秃鹰搜索策略,该策略

能够提升CSCACBS的全局探索能力;为了在迭代后期避免陷入局部最优区域,CSCACBS使用逐维反向柯

西变异策略对种群进行有规律的扰动,极大地集成了反向学习和柯西变异的优势。在15个基准函数上进行的

仿真实验结果表明,CSCACBS在计算代价和可靠性、解的质量分析以及收敛性能等方面优于多种先进的

SCA变体和非SCA基准算法。此外,土壤水分特征曲线的参数反演实验进一步验证了CSCACBS的实用性

和有效性。
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  在数学领域中,优化是指在给定问题的解集合中

依据合适的方法(如牛顿法、单纯形法等)来搜寻全局

最优解或近似最优解。然而,由于在实际工程问题中

普遍存在测量误差、外部干扰等不规律性因素,以及

系统的复杂性,这些因素导致理论模型与实际之间存

在较大误差,从而使得传统基于梯度的优化算法[1]难

以准确地找到全局最优解。因此,基于群体智能的元

启发式优化算法开始被人们所关注,其通过模拟自然

界中各类生物的复杂行为进行迭代寻优。近些年已

被成功应用于图像处理[2]、电力系统[3]、机器学习[4]、
工程设计[5]等领域。

  正余弦算法(Sine
 

Cosine
 

Algorithm,SCA)是一

种模拟正余弦函数来回振荡行为的群体智能优化算

法[6]。和其他群体智能优化算法一样,SCA在搜索

全局最优时经过两个阶段:全局探测和局部挖掘。因

为SCA具有结构简单、实现方便等优点,同时其随机
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参数可以很好地平衡算法的探索和开发能力,所以被

广泛应用于解决各类工程应用问题,例如经济排放调

度[7]、路径规划[8]、文本特征选择[9]、光纤放大器的设

计[10]等。RizkAllah等[11]对SCA的最新研究进展

进行了全面综述,并将SCA变体算法的改进思路大

致分为以下3类。①种群多样性的加强。一般来说,

SCA的随机初始化方式会因群体分布不均,从而降

低种群多样性,最终导致局部收敛甚至搜索停滞。为

算法迭代提供一个较优的初始种群位置,可以显著提

高算法的搜索能力,因此各种混沌学理论被用于替代

随机方法,如Singer映射[12]和Logistic映射[13]。此

外,Feng等[14]通过对立学习生成对立解来扩大搜索

范围,避免算法陷入局部最优。王华秋等[15]在初始

化阶段引入拉丁超立方体,通过均匀划分搜索空间并

采样,使初始种群分布更均匀。Chen等[16]在SCA
中引入正交学习,扩大了算法的邻域搜索能力。②位

置更新方程的设计。在SCA中,种群位置的更新机

制主要依赖正弦和余弦函数,通过二者在进化过程中

平衡探索与开发,从而提升算法收敛性能。但近年来

随着人工智能、大数据、物联网、5G、元宇宙的发展,
优化问题正在向大规模、多任务、多目标、多参数等方

向演化,给SCA带来了巨大挑战。如何避免算法在

面对复杂优化问题时陷入局部最优成为了该领域重

点关注的研究热点。Sindhu等[17]提出一种具有精英

策略引导最佳解机制的正余弦算法用于特征选择,成
功提升了算法的全局搜索能力。Raut等[18]为了最

大限度提高种群的搜索效率,在更新机制中充分结合

莱维飞行策略并将其用于解决网络配置和分布式发

电机同时分配的问题。但是,这种单一改进策略在许

多问题中依然很难发挥算法的全部性能。因此,Liu
等[19]分别设计了增强的精英领导力、交叉和最优选

择结合以及逐维更新这3种新颖策略来修正SCA。

③与先进算法的混合。两种或两种以上算法的更新

机制组合可以有效增强原始SCA的搜索能力,Issa
等[20]提出粒子群优化与SCA的混合算法,通过共享

两种算法的进化机制,在生物局部序列对比上得到成

功应用。Gupta等[21]结合差分进化与SCA来解决

多维背包问题。Ansari等[22]提出将海豚群优化算法

与SCA混合来研究视频内容自动检测。

  尽管SCA已经在各个方面取得了巨大进展,但
是仍需要进一步提升其性能。因此,本文提出一种融

合疯狂秃鹰搜索的混沌正余弦算法(Chaotic
 

Sine
 

Cosine
 

Algorithm
 

based
 

on
 

Crazy
 

Baldeagle
 

Search,CSCACBS)。为了验证CSCACBS的优化

能力,在15个基准函数上进行测试,并使用非参数检

验方法进行统计学分析,然后通过求解土壤水分特征

曲线参数反演问题,进一步验证CSCACBS的实用

性和有效性。

  为了优化SCA,本文提出3种改进策略:①引入

LogisticTent映射策略初始化种群,融合Tent映射

的均匀分布特性和Logistic映射的非线性特征,提高

初始种群多样性;②采用“疯狂算子”扰动种群,增强

全局探索能力并避免陷入局部最优,同时将秃鹰搜索

策略与“疯狂算子”相融合,进一步提升全局探索性能

和效率;③提出逐维反向变异策略,通过反向扩大搜

索空间,允许种群在陷入局部最优时接受部分较差解

以跳出局部最优,并增强变异策略效率,减少维度间

干扰,从而提升算法寻优能力。

1 基本正余弦算法

  考虑一个n 维最小化问题:

  min
xi∈Ω

f(x1,x2,…,xn), (1)

其中,xi 为决策变量,Ω={lbi ≤xi ≤ubi,i=1,

2,…,n}是解空间。ubi 和lbi 分别为xi 在解空间中

的上、下边界。

  SCA利用正余弦函数构建描述全局探索与局部

开发的数学模型:

  xiter+1
i,j =

xiter
i,j +r1×sin(r2)×|r3×piter

best,j -xiter
i,j|,

  r4 <0.5

xiter
i,j +r1×cos(r2)×|r3×piter

best,j -xiter
i,j|,else








 ,

(2)

  r1=a-a×
iter

Max_iter
, (3)

式中,xiter
i,j 和piter

best,j 分别表示个体i和最优个体在第j
维经过第iter次迭代后的种群位置。r1 为探索(r1>
1)与挖掘(r1<1)的控制参数,r2、r3和r4分别是[0,

2π]、[0,2]和 [0,1]间 的 随 机 数,常 数 a =2,

Max_iter为最大迭代次数。

  令 个 体 上 一 代 的 最 佳 位 置 xiter
* =

argminf(xiter
i,j),且yiter+1

* =argminf(xiter+1
i,j ),通过贪

心选择策略来获取当前全局最优位置xiter+1
* ,即:

  xiter+1
* =

yiter+1
* ,f(yiter+1

* )<f(xiter
* )

xiter
* ,otherwise 。 (4)

701



广西科学,2025年,32卷,第1期
 

Guangxi
  

Sciences,2025,Vol.32
 

No.1

2 融合疯狂秃鹰搜索的混沌正余弦算法

2.1 LogisticTent映射初始化种群

  SCA中的随机初始解方式会导致种群分布不均

匀,多样性降低,进而限制算法的优化能力。混沌学

理论凭借其独特的遍历性和规律性,与SCA的初始

化需求高度契合,有助于种群更充分地探索整个搜索

空间。目前使用广泛的混沌映射主要是Logistic映

射[23]和 Tent映射[24],且大量文献已证明这两种方

法在种群分布上优于随机函数[2526]。Logistic映射

[图1(a)]和Tent映射[图1(b)]的直方图均反映了

两种映射不同的局限性,因此它们难以很好地指导种

群的 高 效 探 索。值 得 注 意 的 是,Logistic映 射 使

[0.0,0.1]和[0.9,1.0]的种群分布密集,而Tent映

射可以大致认为是在整个搜索空间具有分布,但分布

均匀度稍差。

  Logistic映射和Tent映射的公式分别如式(5)
和式(6)所示:

  zn+1=μzn(1-zn), (5)

  zn+1=
kzn/2,zn <0.5
k(1-zn)/2,zn ≥0.5 , (6)

其中,μ 和k 均为控制参数,μ ∈ [3.57,4.00]
[27],

k∈ [2,4],zn 为状态值。

  基于此,本文将两种映射结合,提出一种Logis-
ticTent映射策略用于初始化种群,LogisticTent映

射直方图[图1(c)]既整体均匀,又在某些区域有起

伏,能更好地兼顾全局和局部搜索,从而提升算法的

综合性能。具体公式如下:

  zn+1=
(rzn(1-zn)+(4-r)zn/2)

 

mod
 

1,zn <0.5
(rzn(1-zn)+(4-r)(1-zn)/2)

 

mod
 

1,else ,

(7)
其中,r为混沌参数,r∈(0,4][27]。接着,将产生的

混沌序列值映射到搜索空间:

  xi,j =lbj +zi,j·(ubj -lbj), (8)
其中,xi,j 表示第i个个体在第j维的位置,zi,j 是第

i个个体的状态,ubj 和lbj 为xi 取值的上、下边界。

2.2 疯狂秃鹰搜索策略

  SCA由于缺乏对历史信息与当前信息的整合,
仅依赖正余弦函数进行交替迭代寻优难以平衡收敛

速度与寻优精度,在诸多复杂优化问题中表现乏力。
作为一种新型的全局优化算法,秃鹰搜索算法[28]会

充分根据历史迭代中的最佳信息和平均化信息来选

图1 混沌映射的分布情况对比图

Fig.1 Comparison
 

of
 

chaotic
 

mapping

择当前最佳搜索区域,其搜索行为如式(9)所示:

  xiter+1
i,j =xiter

best,j +α×r×(xiter
mean-xiter

i,j), (9)
其中,xiter

best,j 是秃鹰搜索当前的最佳位置,xiter
mean 是搜

索前后的平均位置,α∈ [1.5,2.0]表示控制秃鹰搜

索范围的参数[28],r∈ (0,1)是伪随机数。

  虽然加入秃鹰搜索策略能够有效弥补SCA的不

足,并使得种群一直朝着最优区域的方向进行移动,
但难免会出现种群的聚集现象,从而大大降低种群多

样性,增加陷入局部最优的概率。于是,本文引入疯

狂算子对种群进行微小扰动,使得种群可以在充分搜

索的过程中维持其多样性。综上,融合疯狂秃鹰搜索

策略的SCA更新公式如下:
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  xiter+1
i,j =

xiter
best,j +r1×sin(r2)×|r3×xiter

mean-xiter
i,j|,

  r4 <0.5
xiter
best,j +r1×cos(r2)×|r3×xiter

mean-xiter
i,j|,else











,

(10)

  xiter
best,j =xiter

best,j × (1+P(c4)×sign(c4)×
xcraziness), (11)

其中,xiter
best,j 表示通过疯狂算子进行微小扰动后的种

群最佳位置,xcraziness 是疯狂因子。P(c4)和sign(c4)
的表达式如下:

  P(c4)=
1,c4 ≤Pc

0,otherwise , (12)

  sign(c4)=
-1,c4 ≥0.5
1,otherwise , (13)

其中,Pc 表示疯狂概率,c4 为一个随机数。

2.3 逐维反向柯西变异

  与高斯函数相比,柯西函数能够在短时间内对种

群进行大幅度扰动,使算法在陷入局部最优区域时快

速逃离[29]。然而,柯西变异缺乏明确的逃离方向,导
致种群逃离行为杂乱无章,甚至可能抛弃处于较优区

域的个体。针对这个问题,本文引入透镜成像反向学

习策略将搜索空间范围进行反向扩大,一是使得种群

在陷入局部最优时能够适当接受个别较差的解作为

踏板跳出局部最优区域;二是能够在柯西扰动时指明

一条明确的逃离方向。另外,为了进一步提高变异策

略的效率以及维度之间的相互干扰,通过逐维变异可

以更好地得到变异解。整个变异过程的数学表达式

如下:

  xiter
best,j =

lbj +ubj

2 +
lbj +ubj

2k' -
xiter
best,j

k'
, (14)

  xiter+1
best,j =xiter

best,j +xiter
best,j cauchy(0,1), (15)

其中,k'为缩放因子,表示逐维乘积操作。

  综上,CSCACBS的算法实现步骤如下:
算法1 CSCACBS算法

初始化:LogisticTent混沌序列初始化种群。

①评估种群位置并排序,并记录个体最优和全局

最优。

②iter=1
③while

 

(iter<Max_iter)

④ for
 

i=1∶N
⑤  for

 

j=1∶D

⑥  根据公式(3),(12),(13)计算r1,P(c4),

sign(c4);

⑦  产生 [0,2π],[0,2],[0,1]之间的随机数r2,

r3,r4;

⑧  根据公式(10)更新个体位置;

⑨ end
 

for
 更新个体最优和全局最优;

 根据公式(14)产生种群的反向解;

 根据公式(15)对种群进行扰动,确定全局最

优解;


 

 end
 

for
 iter=iter+1
end

 

while
输出全局最优解和最优适应度。

3 实验与结果分析

3.1 实验设置

  为了合理评估
 

CSCACBS
 

的优化性能,选取15
个常用的基准测试函数[30](表1),并设置种群规模

N 为50,最大迭代次数Max_iter为1
 

000,维度分别

为30和100,以确保实验的可靠性和公平性。其中,

CSCACBS中的控制参数α=2,疯狂因子xcraziness=
0.000

 

1,缩放因子k'=10
 

000。为了全面评估算法

性能,本文采用“平均值±标准差”的形式呈现结果,
并记录各函数收敛的平均迭代次数(AI)和优化成功

率(SR),以衡量算法的计算代价和可靠性,保障数值

结果的可靠性。

  当求解最优值fmin(x)与理论最优值f* 之间的

距离|fmin(x)-f*|≤θ时,即代表优化成功,并记

录此时的迭代次数。其中,θ表示精度阈值,根据文

献[3132],设置见表1所示。整个数值仿真实验的

工作硬件环境:操作系统为 Windows
 

11,CPU为In-
tel

 

(R)
 

Core(TM)
 

i51155G7,主频为2.50
 

GHz,内
存为8

 

GB;编程软件为 MATLAB
 

2021a。

3.2 不同改进策略的有效性分析

  为了分析不同改进策略对SCA优化性能的影

响,本节将原始 SCA、基于 LogisticTent序 列 的

SCA(简称CSCA)、基于疯狂秃鹰搜索策略的SCA
(简称 CBSSCA)、结合逐维反向柯西变异策略的

SCA(简称DRCSCA)同时用于求解表1中15个基

准函数。
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表1 基准测试函数

Table
 

1 Benchmark
 

functions

函数名称
Function

 

name
取值范围
Scope

理论
最优值
Optimum

 

value

精度
阈值
Accu
racy

f1:Sphere [-100,100] 0 1e-6

f2:Generalized
 

rosenbrock [-100,100] 0 1e+2

f3:Ackley [-32,32] 0 1e-6

f4:Generalized
 

griewank [-600,600] 0 1e-6

f5:Generalized
 

rastrigin [-5.12,5.12] 0 5e+1

f6:Noncontinuous
 

rastrigin [-500,500] 0 5e+1

f7:Schwefel's
 

function
 

2.26 [-500,500] 0 2e+3

f8:Schwefel's
 

function
 

1.2 [-100,100] 0 1e-6

f9:Schwefel's
 

function
 

1.2.1 [-100,100] 0 1e-6

f10:High
 

conditioned
 

elliptic [-100,100] 0 1e-6

f11:Weierstrass [-0.5,0.5] 0 1e-6

f12:Schwefel's
 

function
 

2.22 [-10,10] 0 1e-6

f13:Schwefel's
 

function
 

2.21 [-100,100] 0 1e-6

f14:Generalized
 

penalized
 

1 [-50,50] 0 1e-6

f15:Generalized
 

penalized
 

2 [-50,50] 0 1e-6

  由表2可知,由LogisticTent映射组合而成的

CSCA在增加种群多样性的同时保证了种群的均匀

分布,因此在SCA的基础上使收敛效果明显提升1
至3个数量级。引入疯狂算子对种群进行微小扰动

后,能使种群在充分搜索的过程中维持多样性。对于

较难收敛的f2、f7、f14、f15,CBSSCA
 

的性能相较于

SCA提升了0至4个数量级,而对于其余测试函数,

CBSSCA在4个函数上达到了理论最优值。尽管

LogisticTent映射和疯狂算子的加入使SCA在收敛

速度和精度上均取得满意结果,但SCA在迭代过程

中仍会逐渐收敛到局部最优。为此,在迭代后期提出

了逐维反向柯西变异策略。从表2可以看出,DRCS-
CA相较于SCA收敛性显著增强,这表明逐维反向

柯西变异策略的应用使算法性能得到了大幅提升。
实验结果表明,3种策略的引入均对算法性能产生积

极影响,且逐维反向柯西变异策略的效果最为显著。
将3种策略融合后,CSCACBS在各个阶段都表现出

更优异的性能。具体而言,融合策略在算法的初始阶

段、收敛阶段以及避免陷入局部最优方面均展现出明

显的优势。

表2 各个改进策略在SCA中的有效性分析结果(30维)

Table
 

2 Effectiveness
 

analysis
 

results
 

of
 

various
 

improvement
 

strategies
 

in
 

SCA
 

(30
 

D)

函数
Function SCA CSCA CBSSCA DRCSCA CSCACBS

f1 1.41E-04±3.92E-04 7.79E-06±1.37E-05 7.56E-186±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f2 1.24E+02±3.54E+02 6.57E+01±1.03E+02 2.66E+01±8.13E-01 2.87E+01±1.41E-01 2.88E+01±1.77E-01

f3 1.29E+01±9.23E+00 1.27E+01±8.36E+00 1.40E+01±9.67E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f4 1.09E-01±2.03E-01 1.87E-01±1.74E-01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f5 1.30E+01±3.12E+01 8.82E-01±1.49E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f6 7.32E+01±4.67E+01 6.10E+01±5.05E+01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f7 8.26E+03±3.25E+02 8.37E+03±2.41E+02 5.80E+03±6.02E+02 9.72E+03±2.95E+02 9.28E+03±3.42E+02

f8 9.65E+02±1.17E+03 1.29E+02±2.04E+02 1.17E-58±1.35E-58 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f9 2.16E+05±2.58E+05 3.06E+05±2.89E+05 3.52E+05±6.10E+05 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f10 1.03E-04±2.99E-04 7.10E-05±1.38E-04 1.09E-185±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f11 1.29E-05±2.61E-05 1.47E-05±2.97E-05 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f12 4.34E-07±5.97E-07 1.94E-08±3.74E-07 5.18E-96±8.53E-96 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f13 7.54E+00±5.80E+00 9.50E+00±1.01E+01 1.70E-30±4.12E-30 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f14 1.56E+03±3.62E+03 4.91E+03±1.19E+04 3.77E-01±5.60E-02 1.12E+00±3.66E-02 9.68E-01±1.30E-01

f15 2.16E+00±1.88E-01 2.09E+00±2.34E-01 1.19E+00±3.49E-01 2.80E+00±3.27E-02 2.83E+00±1.03E-01

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.

3.3 对比实验

  选择 ASCA[33]、IWCCSCA[34]、OBSCA[35]以及

IMCSA[36]等4种对比算法来展现本文所提出的

CSCACBS的竞争力。本文将从计算代价和可靠性、
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解的质量分析以及收敛性能这3个方面进行详细比

较。对比算法的各参数均按照对应文献进行设置,所
有测试函数结果均独立执行30维。

3.3.1 计算代价和可靠程度

  本文采用AI和SR这两个指标来评价各算法的

计算代价和可靠性。30维独立运行的 AI和SR结

果见表3。本文所提出的CSCACBS由于在初始化、
全局探测以及后期开发阶段都对种群多样性进行了

有效提升,大大加快了算法的搜索速度。这使得CS-
CACBS在优化的12个函数中均实现了100%的成

功率。另外,由于将透镜成像反向学习策略引入到后

期种群的大扰动阶段,CSCACBS极度地减小了计算

代价,平均仅迭代几次就可以达到所需精度。综合来

看,本文所提出的CSCACBS在计算代价和可靠程

度方面表现最佳。

表3 平均迭代次数和优化成功率的据对比(30维)

Table
 

3 Comparison
 

of
 

average
 

iteration
 

times
 

and
 

optimization
 

success
 

rate
 

(30
 

D)

函数

Function

SCA CSCA CBSSCA DRCSCA CSCACBS

AI SR AI SR AI SR AI SR AI SR

f1 N.A. 0% 76.43 100% 51.81 100% 51.81 100% 1.00 100%

f2 341.60 100% 32.77 100% 33.44 100% 33.44 100% 0.00 100%

f3 N.A. 0% 108.17 100% 73.67 100% 73.67 100% 1.53 100%

f4 968.97 6.67% 74.17 100% 62.00 100% 62.00 100% 1.00 100%

f5 23.43 100% 29.37 100% 17.40 100% 17.40 100% 0.00 100%

f6 617.53 73.33% 48.57 100% 37.60 100% 37.60 100% 0.20 100%

f7 9.23 100% 21.73 100% N.A. 0% N.A. 0% N.A. 0%

f8 N.A. 0% 79.23 100% 295.00 100% 295.00 100% 0.97 100%

f9 N.A. 0% 111.70 100% 197.00 100% 197.00 100% 1.10 100%

f10 978.87 3.33% 68.80 100% 52.61 100% 52.61 100% 1.00 100%

f11 N.A. 0% 150.53 100% 783.42 40% 783.42 40% 2.13 100%

f12 984.30 3.33% 102.27 100% 69.20 100% 69.20 100% 1.73 100%

f13 N.A. 0% 118.63 100% 103.01 100% 103.01 100% 1.73 100%

f14 N.A. 0% N.A. 0% N.A. 0% N.A. 0% N.A. 0%

f15 N.A. 0% 976.70 3.33% N.A. 0% N.A. 0% N.A. 0%

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.“N.A.”
 

indicates
 

a
 

solution
 

failure,i.e.,the
 

result
 

still
 

does
 

not
 

reach
 

the
 

threshold
 

accuracy
 

at
 

the
 

end
 

of
 

1
 

000
 

iterations
 

θ.

3.3.2 解的质量分析

  5种不同SCA变体求解15个基准函数在30维

下的质量分析见表4。本文通过 Wilcoxon秩和检验

进行统计,显著性水平为0.05。由表4可知,与AS-
CA、IWCCSCA、OBSCA 和IMSCA 相比,CSCA
CBS能够在11个函数上获得更优的结果,并且这11
个函数均获得理论最优值。对比ASCA,CSCACBS
在除f2、f7、f14、f15 以外均取得了更优结果。与

IWCCSCA相比,CSCACBS分别在6个函数上获得

最优结果以及在5个函数上取得相似结果,但在f2

上略逊一筹。与OBSCA相比,CSCACBS在6个函

数上表现更优。而与IMSCA相比,CSCACBS有4

个较优和8个同等结果。综上,本文所提的CSCA
CBS虽然在f2、f7、f14、f15 这4个函数上与其他

SCA
 

变体一样陷入局部最优,但在剩下的11个函数

均取得了理论最优,说明CSCACBS能够在大多数

函数上充分对搜索空间进行探索,并具备较强的全局

优化能力。为了观察和分析维度变化对算法性能的

影响,表5列出了在其他参数不变、问题维度为100
维的条件下5种SCA变体的求解精度,每个算法分

别独立运行30次并取平均值。由表5可知,CSCA
CBS的性能依然是最好的,对于f1、f3-f6、f8-
f13,CSCACBS在30次实验中均能找到理论最

优解。
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表4 ASCA、IWCCSCA、OBSCA、IMSCA、CSCACBS的优化结果(30维)

Table
 

4 Optimization
 

results
 

of
 

ASCA,IWCCSCA,OBSCA,IMSCA,and
 

CSCACBS
 

(30
 

D)

函数
Function ASCA IWCCSCA OBSCA IMSCA CSCACBS

f1 1.28E-01±2.87E-01 7.19E-128±3.94E-1271.78E-247±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f2 9.15E+00±1.34E+01 2.83E+01±4.82E-01 2.83E+01±4.84E-01 2.78E+01±7.01E-01 2.88E+01±1.77E-01

f3 3.10E-02±4.59E-02 0.00E+00±0.00E+00 3.55E-15±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f4 1.31E-01±2.40E-01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f5 5.65E-02±1.29E-01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f6 3.83E+01±4.87E+01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f7 1.36E-02±1.71E-02 5.81E+02±6.66E+01 8.42E+03±2.00E+02 1.07E+04±2.06E+02 9.28E+03±3.42E+02

f8 4.29E+01±7.77E+01 4.20E-127±2.17E-126 4.60E-53±1.03E-52 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f9 1.58E+04±3.84E+04 6.29E-112±3.44E-111 2.24E-84±3.10E-84 6.83E-292±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f10 5.12E-02±2.00E-01 2.80E-133±1.53E-1321.65E-247±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f11 9.11E-03±2.60E-02 0.00E+00±0.00E+00 2.11E+01±2.63E+01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f12 1.04E-04±1.57E-04 1.29E-68±6.37E-68 4.04E-149±8.89E-1493.42E-191±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f13 1.83E-02±1.51E-02 1.95E-64±1.06E-63 1.35E-72±2.98E-72 2.94E-168±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f14 7.80E-02±2.63E-02 3.01E-01±2.66E-01 3.62E+01±5.09E+00 7.40E-01±4.30E-02 9.68E-01±1.30E-01

f15 5.11E-03±1.58E-02 1.12E+00±1.10E+00 1.72E+00±1.91E-01 9.48E-01±1.06E-01 2.83E+00±1.03E-01

+/≈/- 4/0/11 1/5/9 2/3/10 3/8/4 -/-/-

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.-,+,and
 

≈
 

indicate
 

that
 

the
 

compared
 

algorithms
 

are
 

significantly
 

inferior,superior,and
 

approximately
 

equal
 

to
 

CSCACBS,respectively.

表5 ASCA、IWCCSCA、OBSCA、IMSCA、CSCACBS的优化结果(100维)

Table
 

5 Optimization
 

results
 

of
 

ASCA,IWCCSCA,OBSCA,IMSCA,and
 

CSCACBS
 

(100
 

D)

函数
Function ASCA IWCCSCA OBSCA IMSCA CSCACBS

f1 9.02E-02±1.59E-01 2.41E-127±1.15E-1265.94E-160±1.25E-159 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f2 7.26E+00±1.14E+01 9.82E+01±2.59E-01 1.39E+02±9.03E+01 9.87E+01±2.42E-01 9.89E+01±4.81E-02

f3 3.80E-02±5.52E-02 0.00E+00±0.00E+00 3.55E-15±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f4 7.53E-02±1.48E-01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f5 2.93E-02±4.34E-02 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f6 2.65E+02±23.37E+02 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f7 3.56E-02±5.24E-02 2.30E+03±1.51E+02 3.37E+04±5.63E+02 3.92E+04±3.87E+02 3.58E+04±7.61E+02

f8 6.46E+03±5.07E+03 5.70E-119±3.12E-118 4.90E+03±6.74E+03 9.71E-258±0.00E+000.00E+00±0.00E+00

f9 2.12E+12±1.38E+12 9.24E-41±4.94E-40 9.09E-02±2.00E-01 6.23E-167±0.00E+000.00E+00±0.00E+00

f10 8.20E-02±1.41E-01 3.33E-115±1.82E-1141.71E-161±3.79E-161 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f11 2.30E+00±1.81E+00 0.00E+00±0.00E+00 1.40E+02±7.85E+01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00

f12 1.89E-01±1.74E-01 8.08E-63±4.43E-62 5.99E-94±1.23E-93 2.10E-172±0.00E+000.00E+00±0.00E+00

f13 2.17E-02±1.93E-02 4.64E-62±2.52E-61 3.34E+01±1.66E+01 1.84E-116±9.98E-1160.00E+00±0.00E+00

f14 4.00E-02±1.03E-01 1.70E-01±2.52E-01 2.13E+01±4.52E+00 1.07E+00±6.77E-02 1.14E+00±6.30E-02

f15 2.55E-03±3.17E-03 3.27E+00±3.77E+00 7.33E+01±6.61E+01 3.97E+00±1.78E-01 9.88E+00±3.01E-02

+/≈/- 4/0/11 0/5/10 0/3/12 0/6/9 -/-/-

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.-,+,and
 

≈
 

indicate
 

that
 

the
 

compared
 

algorithms
 

are
 

significantly
 

inferior,superior,and
 

approximately
 

equal
 

to
 

CSCACBS,respectively.
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3.3.3 收敛性能

  图2和图3分别展示了CSCACBS以及其他几

种改进的SCA变体基准算法在维度为30和100时

对9个基准函数的收敛曲线,以直观地展示算法的收

敛速度和全局搜索能力。从图2、3可以看出,无论在

低维(维度30)还是高维(维度100)的情况下,当迭代

次数不到100次时,本文所提出的CSCACBS可以

找到9个函数的全局最优值,而对比算法则需要迭代

到接近1
 

000次才能接近或达到最优值,有的算法甚

至会在迭代过程中陷入局部最优。因此,无论函数特

征如何,CSCACBS均展现出强大的全局最优搜索能

力。
综上,相 对 于 ASCA、IWCCSCA、OBSCA 和IM
SCA,CSCACBS在计算代价和可靠程度、解的质量

分析、收敛性能方面都具有显著优势。

图2 CSCACBS、ASCA、IWCCSCA、OBSCA、IMSCA的收敛曲线(30维)

Fig.2 Convergence
 

curves
 

of
 

CSCACBS,ASCA,IWCCSCA,OBSCA,and
 

IMSCA
 

(30
 

D)

3.4 与非SCA比较

  为了进一步测试CSCACBS在其他非SCA中

的显著优势,选用了近3年内开发的4种优秀算法进

行比较,包括IAGA[30]、SOGWO[37]、ICSFG[38]、EF-

PAG[39]。表6列出IAGA、SOGWO、ICSFG、EF-
PAG和CSCACBS在30维下独立运行30次后获

得的平均值和标准差,其中算法参数设置来源于其对

应文献。
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图3 CSCACBS、ASCA、IWCCSCA、OBSCA、IMSCA的收敛曲线(100维)

Fig.3 Convergence
 

curves
 

of
 

CSCACBS,ASCA,IWCCSCA,OBSCA,and
 

IMSCA
 

(100
 

D)

表6 IAGA、SOGWO、ICSFG、EFPAG、CSCACBS的优化结果(30维)

Table
 

6 Optimization
 

results
 

of
 

IAGA,SOGWO,ICSFG,EFPAG,and
 

CSCACBS
 

(30
 

D)

函数
Function IAGA SOGWO ICSFG EFPAG CSCACBS

f1 1.54E-32±6.44E-32 4.92E-85±1.79E-84 2.02E-88±1.10E-87 2.82E-269±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f2 2.44E+01±9.75E+00 2.61E+01±6.00E-01 2.83E+01±3.80E-01 2.87E+01±6.90E-02 2.88E+01±1.77E-01
f3 2.96E-15±1.35E-15 9.59E-15±2.66E-15 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f4 0.00E+00±0.00E+00 1.01E-03±4.07E-03 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f5 0.00E+00±0.00E+00 1.78E-01±9.74E-01 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f6 0.00E+00±0.00E+00 2.50E+00±4.57E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f7 8.94E-02±4.22E-02 6.10E+03±7.61E+02 4.47E+03±1.37E+02 6.91E+03±6.56E+02 9.28E+03±3.42E+02
f8 3.51E-35±8.14E-35 3.21E-27±1.30E-26 8.51E-08±4.66E-07 1.85E-266±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f9 4.51E-20±9.39E-20 3.98E+02±2.12E+03 2.34E-61±1.06E-60 8.17E-225±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f10 1.08E-32±2.19E-32 6.82E-85±3.21E-84 7.26E-100±3.98E-99 3.67E-267±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f11 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00 0.00E+00±0.00E+00
f12 2.14E-22±3.57E-22 2.93E-49±2.65E-49 2.32E-34±1.25E-33 6.22E-135±2.86E-134 0.00E+00±0.00E+00
f13 4.83E-13±5.86E-13 2.36E-21±6.80E-21 8.87E-35±4.86E-34 3.98E-135±8.68E-135 0.00E+00±0.00E+00
f14 4.67E-01±6.36E-01 1.39E+00±4.50E+00 3.62E-01±1.29E-01 1.22E-01±5.20E-02 9.68E-01±1.30E-01
f15 5.74E-01±8.26E-01 1.72E-01±1.18E-01 2.13E+00±8.53E-02 2.21E-02±1.76E-02 2.83E+00±1.03E-01

+/≈/- 4/4/7 3/1/11 3/5/7 4/5/6 -/-/-

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.-,+,and
 

≈
 

indicate
 

that
 

the
 

compared
 

algorithms
 

are
 

significantly
 

inferior,superior,and
 

approximately
 

equal
 

to
 

CSCACBS,respectively.
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  由表6可知,相比于IAGA,CSCACBS对函数

f2、f7、f14、f15 的优化结果较差,而对于f4、f5、f6、

f11 这4个函数均能够搜索到全局最优解;CSCA
CBS对函数f2、f7、f15 的优化结果同样差于SOG-
WO、ICSFG和EFPAG,但所有算法对f11 有着一

样的优化效果;对于ICSFG和EFPAG来说,对函

数f3、f4、f5、f6、f11 的优化效果与CSCACBS相

近。综上,CSCACBS在数值优化结果、稳定性等方

面都比IAGA、SOGWO、ICSFG、EFPAG优异。

3.5 非参数检验

  为了进一步证明本文所提出的CSCACBS的显

著性能,本文采用两种非参数统计检验方法(包括

Friedman检验和 KruskalWallis检验)来对上述所

有比较算法进行分析和排名。

  表7列出了对所有基准测试函数在30维下的求

解性能排名统计情况。每个算法及其排名均按升序

列出(得分越低越好)。如表7所示,10种算法在两

次非参数统计检验中的排名几乎一致,本文所提算法

CSCACBS在优化问题中的综合实力为第一名,其中

OBSCA和ICSFG的排名略有不同。Friedman检

验和KruskalWallis检验方法表明,与其他9种先进

算法相比,CSCACBS明显更好,相对原始SCA来说

有着显著的性能改进。
表7 所有对比算法的平均排名

Table
 

7 Average
 

ranking
 

of
 

all
 

comparison
 

algorithms

排名
Rank

Friedman KruskalWallis

算法
Algorithm

得分
Score

算法
Algorithm

得分
Score

1 CSCACBS 2.60 CSCACBS 54.33

2 IMSCA 2.73 IMSCA 62.17

3 EFPAG 2.80 EFPAG 66.21

4 IWCCSA 3.27 IWCCSA 77.02

5 ICSFG 4.33 OBSCA 84.57

6 OBSCA 4.47 ICSFG 85.02

7 IAGA 4.53 IAGA 90.75

8 SOGWO 6.40 SOGWO 109.99

9 ASCA 8.20 ASCA 130.54

10 SCA 9.27 SCA 150.16

4 土壤水分特征曲线参数反演问题

  为了验证本文所提出的CSCACBS在实际应用

上的实用性和有效性,将其应用于土壤水分特征曲线

的参数反演问题上。

4.1 问题描述

  土壤水分特征曲线是获得土壤学传导率的常用

手段,也是定量分析土壤水分含量并用于预测的重要

理论依据。Van
 

Genuchten
 

(VG)方程是目前来说使

用最为广泛的模型,具体表达式如下:

  θ(h)=
θs -θr

[1+|αh|N]M +θr, (16)

式中,θ(h)是不同土壤吸水力h 下的土壤含水率;

θs 是土壤饱和含水率;θr 是土壤残余含水率;α、N、

M 为土壤水分特征曲线的形状参数,M =1-1/N,

N >1。由式(16)可知,[θs,θr,α,N]是需要根据实

测数据待反演的4个参数。

  本文使用绝对值误差来构成目标函数,反演的最

优参数如公式(17)所示:

  [θs,θr,α,N]=argmin{∑
m

i=1
|θ(h)-θi|},

(17)
其中,θi 为实测土壤含水率,m 为实测数据组数。

4.2 数值实验

  在VG方程参数反演的数值实验中,土壤数据来

源于对西北某干旱地区的实测采集[40]。本节主要分

为两个部分:①比较不同方法对粉壤土的求解结果,
主要将SCA、CSCACBS与非线性单纯形法(SM)、
阻尼最小二乘法(DLSM)、遗传算法(GA)、混合遗传

算法(HGA)、随机粒子群算法(SPSO)、混合粒子群

算法(HPSO)的求解结果进行比较;②比较不同改进

方法对3种类型土壤VG方程的求解精度和优化性

能,主要包括 HPSO[41]、改进 PSO(IPSO)[42]以及

SCA,并将反演结果与实测值进行比较。VG方程参

数的取值范围是θs ∈ [0.2,0.7],θr ∈ [0.0,0.2],

α∈ [0,1],n∈[1,10]。种群规模N=200,最大迭

代次数为1
 

000。整个数值实验均独立运行40次。

  表8列出了使用SM、DLSM、GA、HGA、SPSO、

HPSO、SCA和CSCACBS对粉壤土 VG方程进行

参数反演的结果,其中SM、DLSM、GA、HGA、SP-
SO、HPSO的求解数据来源于文献[41]。由表8可

知,GA和HPSO的反演结果较为相似,其函数值误

差仅相差0.000
 

1,于是可将粉壤土VG方程的参数

θr 和θs 分别锁定为0.057和0.363;其次,将CSCA
CBS与 GA 进行比较,可进一步将参数α 锁定为

0.014,并且CSCACBS的最优函数误差值达到最

小,证明了其在粉壤土中的应用效果。
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表8 不同方法对土壤含水率方程的参数反演结果

Table
 

8 Parameter
 

inversion
 

results
 

of
 

different
 

methods
 

for
 

soil
 

water
 

content
 

equation

算法
Algorithm θr θs α N 函数值

Function
 

value

SM 0.053 0.363 0.013 4.241 0.108
 

2
DLSM 0.053 0.363 0.014 4.197 0.147

 

3
GA 0.057 0.363 0.014 2.945 0.063

 

8
HGA 0.066 0.358 0.014 4.073 0.077

 

9
SPSO 0.066 0.359 0.013 4.044 0.077

 

4
HPSO 0.057 0.363 0.013 3.167 0.063

 

9
SCA 0.061 0.364 0.012 3.267 0.065

 

1
CSCACBS 0.057 0.363 0.014 2.949 0.061

 

7

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.

  表9给出了CSCACBS与SCA、IPSO、HPSO

在3类土壤(粉壤土、细砂和砾石)下的参数反演结

果,其中每种土壤具有脱湿和细湿两种情况。从计算

的最优函数值来看,CSCACBS无论在哪种土壤下都

能获得最优的函数值。由图4可以看出,CSCACBS
在迭代搜索过程中均表现出比其他方法更好的优化

性能,特别是对于细砂和砾石这两种土壤。另外,

CSCACBS也能够在不同土壤环境下计算出与实际

测量值十分吻合的反演参数,如图5所示。综上所

述,本文提出的CSCACBS可用于求解 VG方程的

参数反演问题,并能提供一种比较可靠的解决方案。

表9 不同方法在3类土壤下的参数反演结果

Table
 

9 Parameter
 

inversion
 

results
 

of
 

different
 

methods
 

for
 

three
 

soil
 

types

土壤类型
Soil

 

type
算法

Algorithm θr θs α n 函数值
Function

 

value

Dehumidification
 

of
 

silty
 

loam HPSO 0.057 0.362 0.014 2.983 0.062
 

5

IPSO 0.064 0.360 0.013 3.323 0.069
 

1

SCA 0.058 0.365 0.014 3.176 0.065
 

1

CSCACBS 0.057 0.363 0.014 2.949 0.061
 

7

Hygroscopic
 

of
 

silt
 

loam HPSO 0.061 0.347 0.013 5.779 0.058
 

2

IPSO 0.059 0.354 0.013 3.625 0.061
 

6

SCA 0.000 0.368 0.015 2.111 0.061
 

2

CSCACBS 0.061 0.361 0.013 5.501 0.057
 

8

Dehumidification
 

of
 

fine
 

sand HPSO 0.083 0.377 0.015 4.442 0.039
 

4

IPSO 0.050 0.700 0.330 1.542 0.076
 

7

SCA 0.000 0.700 0.550 1.349 0.039
 

5

CSCACBS 0.083 0.377 0.01 4.622 0.036
 

9

Hygroscopic
 

of
 

fine
 

sand HPSO 0.081 0.374 0.015 5.012 0.025
 

9

IPSO 0.059 0.700 0.271 1.648 0.035
 

2

SCA 0.083 0.371 0.015 5.170 0.033
 

6

CSCACBS 0.081 0.374 0.015 5.013 0.025
 

4

Dehumidification
 

of
 

gravel HPSO 0.060 0.275 0.024 2.801 0.016
 

7

IPSO 0.048 0.700 0.417 1.707 0.025
 

2

SCA 0.058 0.273 0.023 3.033 0.017
 

7

CSCACBS 0.061 0.273 0.023 3.223 0.015
 

6

Hygroscopic
 

of
 

gravel HPSO 0.045 0.589 0.322 1.718 0.020
 

9

IPSO 0.043 0.700 0.465 1.674 0.063
 

4

SCA 0.056 0.268 0.022 3.593 0.022
 

1

CSCACBS 0.056 0.269 0.022 3.630 0.020
 

3

Note:data
 

in
 

bold
 

are
 

the
 

optimal
 

results.
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图4 VG方程参数反演平均迭代曲线

Fig.4 Average
 

iteration
 

curves
 

for
 

parametric
 

inversion
 

of
 

the
 

VG
 

equations

图5 CSCACBS对不同土壤水分特征曲线的反演结果

Fig.5 Inversion
 

results
 

of
 

CSCACBS
 

for
 

different
 

soil
 

moisture
 

characteristic
 

curves

5 结论

  本文提出了一种融合疯狂秃鹰搜索算法的混沌

正余弦算法CSCACBS,主要从3个方面进行改进:

①引入一种混合的混沌映射策略,以提升初始种群的

多样性;②采用疯狂秃鹰搜索策略,以增强原始SCA
的全局探索能力;③提出逐维反向变异策略,以帮助

种群跳出局部最优。为检验CSCACBS的可靠性,
本文在不同维度和不同测试函数下进行了广泛的对

比实验。结果表明,与先进的SCA变体以及非SCA
相比,CSCACBS在收敛速度和精度上均优于对比算

法。随后,利用CSCACBS求解土壤水分特征曲线

参数的结果表明,CSCACBS具有更快的计算速度和

更高的求解精度,极大地提高了参数优化的普适性,
这为解决VG方程问题提供了有效方法。
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A
 

Chaotic
 

Sine
 

Cosine
 

Algorithm
 

Based
 

on
 

Crazy
 

Bald Eagle
 

Search

ZHOU
 

Tian,MAI
 

Xiongfa,LIU
 

Libin**,ZHENG
 

Guilin
(Guangxi

 

Applied
 

Mathematics
 

Center,Nanning
 

Normal
 

University,Nanning,Guangxi,530100,China)
 

Abstract:Aiming
 

at
 

the
 

slow
 

convergence
 

and
 

low
 

computational
 

accuracy
 

of
 

the
 

Sine
 

Cosine
 

Algorithm
 

(SCA)
 

in
 

optimization
 

problems,a
 

Chaotic
 

Sine
 

Cosine
 

Algorithm
 

based
 

on
 

Crazy
 

Baldeagle
 

Search
 

(CSCA
CBS)

 

is
 

proposed.CSCACBS
 

employs
 

LogisticTent
 

chaotic
 

mapping
 

for
 

population
 

initialization,thereby
 

obtaining
 

a
 

more
 

uniform
 

and
 

diverse
 

initial
 

population.Inspired
 

by
 

the
 

baldeagle
 

search
 

algorithm,CSCA
CBS

 

adopts
 

a
 

baldeagle
 

search
 

strategy
 

with
 

a
 

crazy
 

operator
 

to
 

enhance
 

its
 

global
 

exploration
 

capability.To
 

avoid
 

falling
 

into
 

local
 

optima
 

during
 

later
 

iterations,CSCACBS
 

utilizes
 

a
 

dimensionbydimension
 

reverse
 

911
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Cauchy
 

mutation
 

strategy
 

to
 

systematically
 

perturb
 

the
 

population,effectively
 

integrating
 

the
 

advantages
 

of
 

oppositionbased
 

learning
 

and
 

Cauchy
 

mutation.Simulation
 

experiments
 

with
 

15
 

benchmark
 

functions
 

show
 

that
 

the
 

CSCACBS
 

can
 

outperform
 

stateoftheart
 

SCA
 

variants
 

and
 

four
 

nonSCA
 

in
 

terms
 

of
 

computation-
al

 

cost
 

and
 

reliability,solution
 

quality
 

analysis,and
 

convergence
 

performance.Additionally,parameter
 

inver-
sion

 

experiments
 

on
 

soil
 

moisture
 

characteristic
 

curves
 

further
 

validate
 

the
 

excellent
 

practicality
 

and
 

effective-
ness

 

of
 

CSCACBS.
Key

 

words:sine
 

cosine
 

algorithm;LogisticTent
 

chaotic
 

mapping;baldeagle
 

search
 

algorithm;crazy
 

operator;

parameter
 

inversion
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