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有限集合不同构的等价关系数

户西计算中心 罗海鹏

关 系是代数学中的一个基 本概念
,

它在随着计算机科学的发展 而 流行起 来的 离散数学 中
,

也占有一个重要的地位
。

等价关 系是一 类重要 的关 系
。

本 文给 出有 限集合 的不 同构 的等价 关

系数的解析公式
,

并给 出 它的 递推公式的 计算程序
。

一
、

预备知识

本文的基本概念
,

均参照 ( 1 )
、

( 2 )
。

定义
、

如果 A
、

B是有限集合
,

A 二 { a , , a : ,

…
, a }

,

B 二 { b
: ,

b
: ,

一
,

卜
_

}
,

则

A 与B的笛卡尔积 A x B 二 了( a i ,

b J ) } 1 ( i ( n , i 《 j ( m }
。

由上面定义我们有 A
“ 二 A x A = ( ( a i , a 王) ! 1《 i ( n , 1 《 j( n }

。

定义
、

如果 R C A
“ ,

则 R是集合 A 的关系
。

定义
、

集合 A 的关系 R
,

如果满足

i ) 自反性
: v x 〔 A

,
( x , x ) 〔 R

,

11 ) 对称性
: v x ,

y 〔 八 ,

( x , 丁 ) 〔 R。 ( J , x ) e R
,

111 ) 传递性
: V x , y , Z 〔 A ,

( x ,
y ) 〔 R

,

( 少
, z ) 〔 R二 ( x , : ) 〔 R

,

则 R叫做集合 A的等价关系
。

定义
、

如果 〔 a 〕 = 弋x } ( x ,

a) 〔 R }
,

这里 R是等价关系
,

则 〔 a 〕叫做 关 系 R 的 一

个等价类
。

!

例 1
、

证明
:

} A
艺

}

如果集合 A的元素个数是
n ,

即 } A } = 。 ,

则不同构的关 系数 为 2

二 。 ! ,

在这 n :

个数对中
,

一个 也不取
,

则组成空关系
,

这样的关系有 ( 另
’

) ; 取
V

出一个数对
,

贝。组成一个元素的关系
,

这样的关系共有
( r

“

)
个 , … …最后

,

取 出 所 有 的

数对
,

贝。组成完全关系
,

这样的关系有 (二: )
个

。

,。么 ,

各种不同的关系的
`

。数为

(片
’

)
+

(号
’

)
·

·

… (又: )
一 ( ` · ` , ”

_ n 之

二 艺

即不同构的关系数为 2 “ ’

个
。
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在这 :” 2

个关系 中
,

有多少是等价关系呢 ? 这就是本文要讨论的问题
。

定义
、

对有 限 集 合 A 二 王a , , a : ,

…
, a }

,

如果 S 二 { A
: ,

A
a ,

…
,

A m
}

,

这里

八 c A ( 1 《 i ( m )
,

满足

i ) A 今小
,

1 ( i簇 m
,

11 ) A 门 A : = 小
,

i 斗 J
,

一 《 : 簇 m , 1 《 j《 m ,

1 1云) 曰 A
、 = A

,

i = 1

则 S叫做集合 A 的划分
。

设 A 的所有划分的集合为 5 . ,

所有等价关系的集合为 R . 。

例 2
、

5 补和 R
. 的元素是一一 讨应的

。

证明
:

对于 v s 〔 5气 不妨设 5 二 悦
: 、 : ,

人
、 , …

, 、

从 }
,

则我们可以构造一关系

R 二 A 子u A资.u
二 u A

才
。

对每一个确定的 s
,

用我们的构造方法
,

得到的 R是唯一的
.

一 1 甘 一 2 w w 一 k
` J

~
’ `

~ n

“
” ` ~ 一 ” 一

’ 一

` ’ -

一
` , ’

一
-

-
-

一
~ ,

一 一

进一步考查上面的 R
,

容易知道它满足

①自反性
。

因 为 对任意的
: 。 A , ,

急有 x 〔 “
、

( ` 、 `、 k )
·

( x , : ) 。 A
号

,

而

A
于=c R

,

故 ( : , x , ` “
·

②对称 性
。

因 为 对 任 意的
x , y 〔 A

,

如果 ( ` , 丁 ) 〔 R
,

由 x 〔 A
, ,

y 〔 A J ( i ( i《
。 _

, 、
,

`

2
. , 二 , _ _ _ _ 、

广
、

2
_ , _ ,

_ 、
厂 。

胶 ,
1 乓 J乓 k , 。 八 二 了气

,
日l』 L X , y 少 七 广飞 i , 贬lJ 、 y , 五 ] 七 八 i Q 、 J

’ 二 , 忆 几
.

③传递性
。

因为对任意的
x ,

y
, z 〔 人

,

如果 ( x ,

y ) 〔 R
,

( y
, z ) ` R

,

知为 J’,

“ A
百

中 ` x , z , 。 A

:
。

因此
,

关系 R是一等价关系
,

即 R 〔 R气

这样
,

我们构造了一个映射

f
:

5 .

一
R .

*

2
, . `

2
. 、 , ; *

2
A ` , 了、 : , ” ” 八 k 少

一
八 i U 八 Z U ”

`

u 八 k

另一方面
,

对于任意的 R 〔 R . ,

有 R的所有的等价类 〔 a

这些等价类满足

① 〔 a i 〕 今中
, 1 ( i 《 k

,

因为对任意 i
,

至少 ia 〔 〔 a . 〕
。

② (
a : 〕 门 〔 a : 〕 二

小
, i年 J

,

因为如果不是这 样
,

则有 、 〔 〔 a 」

〕且 x 〔 〔 a J 〕。 ( a

k

③U 〔 a i 〕 = A
,

i 一 1

因为 v x 〔 A
, x 〔 〔 二 〕

。

那 么
,

我们令 S 二 {沙
: 〕

,

二
,

〔 a
.

〕 }
,

则 S 〔 5气

又每一个等价关系
,

它所对应的等价类的集 合是唯一的
。

a :

〕
,

…
,

〔 a k 〕
,

而

a 」 ) 〔 R。 〔 a 〔 a i
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故我们有一映射

g :
R铸

一
S 朴

〔 a,

〕
“

U… U 〔 a k 〕
“

一
{ 〔 a : 〕 ,

…
,

〔 a 、

〕 J

综上所 述
,

S补和 R劳是一一对应的
。

二
、

不同构的等价关系数

由以上讨论我们知道
,

对于有限集合 A
,

不同构的等价关系数和它的不同的划分数是一

样的
。

如果我们求 出 A的不同的划分数即得到了不同构的等价关系数
。

( 3) 用 B e ll 数给出划 分

的数 目和列表算法
。

本文给 出划分的直接解析公式和划分的递推公式的计算程序
。

定理 l
、

对于
n
个元素的集合 A

,

它的不同的划分数为

艺卫
. ll ,

n 1 1 一 n k I k !

n i +

…
+ n k

一 n

n i > 0

证明
:

设 S “ { A
, ,

A
Z ,

…
,

A k } 是 A 的一个划分
,

这里 {A
,

卜
n : ,

I A
:

卜
n : , ” ,,

! A k卜
n k那么根据划分的定义知道 艺 in 二 n , n l

> 。 ( i = l , 2 ,

…
,

k )
。

下面讨 论这

种形式的划分的个数
。

从
n
个元素中取一个的方式有

(置
,

)
种

,

从余下的元素中取
。 2

个的方式有 (
n

一了
’

)
种

,

最后
,

剩下的全部
n k个元素都取出来的方式有

(盆: )
种

·

则在这种形式下的不同的划分数共有

f
”

、 (
” 一 ”

八 …`
” k

、
二

一卫
里
一一、 n 一 I \ n : / \ n k 1 n l ! n ,

,
`
二 n k l

这是第一类斯特林数
,

即 k个变量的多项式

( X , + x : + … + x k )
“

的 x : ’ x 2 2

k可取

艺
n

k =

二

;
k 项的系数

·

2 ,

一
, n ,

故总的划分数为

n 里
I n , 1 … n k 1 k l

n , +

…
+ n k . n

n i > 0

上式的分母中有 k l ,

这是因为对于每一个 k
,

当 n : ,

…
, n k固定时

,

这 k个数 的 任 意

一个排列得到的划分是同一个
,

故在求和的分母中
,

要加上 k 生
。

由于对于
n
个元素的集合 A

,

不同的划分数和不同构的等价关系的数目是一一对 应 的
,

故不同构的等价关系数为

云班
蕊 .

n ,
n : !

,

一 n k ! k !

n : + ’ . ` + n k
. n

n :

夕 0
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只要给出一个集合 A
,

罗海鹏
:

有限集合不同构的等价关系数 1 5二

}八 } = n ,

我们就可以通过上面的公式计算 出不同构的等价 关 系

数
。

不过这个计算特另lj繁
,

如果 用计算机来算
,

这个程序也很不好编
。

卜面我们给 出求 n 个元素的有限集合的划分数的一个递推公式
,

在实际应用中
,

它比 上

面的公式方便些
。

设 5 为 i个元素的集合的不同的划分数
,

并设 5 = 1
。

S
、百..万厂1生,

.孟
óùnn定理 2

、

5
」

二 5

一 (
”

奋
’

)
S

- 呈 ·
·

…

证明
:

设 A 二 笼

A \ { a ,

划分
。

A
、

{ a ,

谧{ a , , a :

} }
,

a J , a Z 一
’

一 a

} 的不同的划分数是 S
n 一 , ,

这其中的每一个划分并上 丈{ a :

} }
,

构成一个 人 的

一
( 2 、

,

咖 ) 的不同的 划分数是 (
”

至
`

)
·

5 : ,

这其中的每一个划分并 上

构成 A 的一个划分
,

这些划分和上段那些划分显然是不同的
。

A \ 道a , , 。 a z
} ( 1今 J

,

中的每一个划分并上 { { a : , a

是不同的
。

2自咖
,

2
自咖 , 的不同的划分数是 (

”

二
`

)
·

S
。 一 : ,

这其

a 片
,

即构成 A的一个划分
,

这些划分和上面那些划分显然

a :

} ( 、 、 1 ) 的不同的划分数是 (旦
一

乏、
·

s
; ,

这些划分中的每一个井上 ( 人 \ { 。 ” ,

、 二
一 ` /

即构成 A的一个划分
,

它和 上面所有的划分都是不同的
。

小的划分数是 1 ,

我们不妨把它记为
(又

一

{)
·

S
,

这个划分并上 { A }
,

构 成 A 的 一 个

划分
,

它和
_

_

匕面所有的划分是不同的
。

故 A 的不同的划分的总数

s n 一 s
一 , +

(
“

i

由 5
、 “

S
」 = S

1
,

有

S
之 二 S

, +

( {)
S

」

= 2

S
昌 二 5

2 +

(圣)
S

: +

+

(只二{)
S

5 : = S
: +

(全)
S

! +

(里)
5

1 +

(雪)
5

〔 ) = ` 5
,

往下
,

如用手算
,

还是很繁的
。

我们在 Z一 80 B档微型计算机上用 C B A S I C语言编 了 个

程序
,

它计算 。 一 20 个元素的集合的不同的划分数
。

程序如下
:

D 1M S ( 2 0 )
,

C ( 1 9 )

S ( 0 ) = 1 :
S ( 1 ) 二 1 ,

S ( 1 ) = l
,
C ( 0 ) = 1

F O R I = 2 了
、

0 2 0

5 吃I ) 二 0
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F O R k = 1 T O I一 1

C ( k ) 二 C ( k 一 1 )
二

( I 一 k ) / k

N E X T k

F O R J = 0 T O I 一 1

S ( I ) 二 S ( I ) + C ( J ) * S ( J )

N E X T J

P R I N T S ( I )

N E X T I

E N D

上机计算
,

得到的结果列在下面
:

S
: = 2

S
: 二 5

S
` 二 1 5

S
。 = 5 2

5
. “ 2 0 3

S , = 8 7 7

S
, 。 = 6 8 2 0 7 6 8 0 6 1 5 9

S
: 。

和 S
: 。

在这台计算机上已不能用整型数表示
。

三
、

一个猜测

定义
、

对有限集合 A == { a : , a : ,

…
, a 。

}
,

如果 P = 笼A
, ,

A
, ,

…
,

A k }

1 《 i ( k
,

满足

i ) A s今中
, i 《 i 《 k

,

k

ii ) 日 A = A
,

i · 1

A i c A

则 P叫做集合 A 的一个复盖
。

设 P
,

为 i个元素的集合的不同复盖的总数
,

我们猜测

P
n 二 ( 2 2 n 一 1 一 1 ) 一 n ( 2 Z n 一 ’ 一

1 一 1 ) + n
( 2 2

’ 一 ’ 一

1 一 i )

一
士 n ( 2 2 ’ 一 1 一 i )

按这个公式计算

P
, = i ,

P Z 二 5 ,
P

: = 1 0 9 ,
P

` = 3 2 2 5 3 ,

… 用穷举法检验
,

P
: ,

P
: ,

P
。

都是 对 的
-

P
`

数目太大
,

已无法这样验证
。
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