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摘 要 

本 文 讨 论 了 Kerr— Ni~wman— Kasuy~．时 空 背 景 下 玻 色 子 束 缚 态 及 裸 奇 点 态 问题 及 

K-- N— K操奇点和荷电玻色子束缚态间的关系． 

其中 

一

、 引 言 

KcH— Newman-- Kasuya度规 为． 

1一 +丢 +∑ { 
+a2)Sin20}cl~ 一坐  dld妒

， 

∑= +#cos20， 

△ = +a2+日 +巾 一2Mr 

Klein—Gordon 方程为 ： 

吉 (寿 一i 一 )× 嘣 瑚’)]。 
= Ⅱ 

1989年3月26日收祷 

(2) 

(3) 
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式中 

Ao= - ， 

Al=A2=0 ， 

A3： +中(1-警 co 
= 一 华 ， 

BL= =0 

丁~rafin~O_Q(1一半 删)’(t'r )-(o ，3) 
为 Kcrr— Newman--IC~suga时空的电磁势 。 

二、中性玻色子 

(2．1)、a2+ +中 一M2 情况 

考虑中性玻色子(例如 。介子)，(3)式简化为 

1 
a 中 ， 

通过计算并分离变量可得径向方程．当M2= + +中 时该方程可简化为 

+2xR + 1 [b
一 2
+b一【x+ +b】x + R=O ， 

其中 

b [EM(1+畚)一 ma 
b l 4EM√b一： ， 

= 6】 M2+E a2一 M 一工I
． 

， 

bl=4E2 M 一 

(4) 

(5) 

(6) 

= (E2一 )M2 ， 

式中M，Q及中分别为黑洞的质量、电荷及磁苟， 是玻色子质量，a是黑洞的角动量，e、g及 

m是荷电一 荷磁粒子(双子)的电荷、磁荷及磁量子数。角度部分的解是椭球谐函数， 为 
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其本征值 ． 

“≠ 0时，束缚态波函数解为： 

R(p)=p̂c一}F(1+A—B，2A+2，P)， 

这里 

P x ， 

A={(一1+瓜 )， 
B= b 

2、／ 

束缚态能级为： 

E： =需 著等 ‰ -24E2M2-删 } 

Ill=0，1，2，⋯ (7) 

当l足够大时，i=t(t+1)一 1 a2(E2-#~)+O(1 )
． 可以证明，(7)的解确实存在． 

(2．2)、0<a< 情况 

磁精细结构常数为 ： 

137Ⅱ 
g — e ’ 

引进荷质比概念，令 

Q= M ， M ， 

即 

丽  M， 麻  

(8) 

(9) 

(10) 

则可得径向方程： 

x(x+2d) +2(x+d)R +而 1 [a +a2x+a3)【2+ R=O
， 

(11) 

其中 

a。=4E{2EM2[(1+d)(1+d+d2)]卜 2d(1+ ) M 一2d(五 ． +E a2) 

= 4[【1+d)(2+d)+2。 E2 M2一(1+d)(1+5d) f2一(上1． +E a2)， 
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一 4(1+d)EZMz一2(1+2d)M ， 

=一K2=(E )M2，E = ma 
扑 1+d) ’ 

(0< x<∞ ) 

(12) 

r ；M±√M2(1一 )一a2 ， 

d； 丽1 (r
+

_r_)= 1 
． 

令y=x+2cl，再令R(Y)=l(Y)c一 ， 

可得 f(y)的二阶方程： 

y(y一2d)，+[一2Ky2+(2+4Kd)y-2d]f +[bDy +(b2—2K一2dK ) 

+(b1+2dK)If=0， (13) 

式中 

b0=aI一2da~+4d％一8d~a,， 

bl= 一4da3+12( ， 

=as一6dl ． 

~-f(y)=∑c。 ≠ 0)，代人(13)式得三相邻系数的递推公式： 。 

[ 一2dK 一2x(n+1)]吒+t-(n+1)(2+4Kd+n)+b。+2dK]cn+I ‘ 

。+[b。～2c1(n+2)~Co+2=0． (14) 

为使 Y)：∑ c。≠0)不发散，只能令自某项n 开始为零。此时级数截断， 即存在下 

式： 

一  

1'1 2 
坐  ． (15) 

一 2d( + ) ’ 。 

为便 cB一 0，必须cB q ， ，-J的系数为零。 因此截断等价于下述两方程： 

： (n+1)K+2K： ， 

(6—2 )K +[(7+2d一 )(n+1)+2d]k+{(n+1)(n+2) 

 ̂ + (1一 )])=0． 

利用(12)式及d的恒等式又可将(16)式化为： 

+(n+1)K一可m2( ) 

(16) 

(17) 

(18) 

巨 
并 
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(17)式和【18)式是同一个 K的两个一：次方程，若有解，喇 K的两根之和必相同。这导致 

(n+1)．(d十1)。十2d 0，但不存在．=壬何正整数满足北式 因此证明除了d三三0之舛，方程 

束缚态解． 

三、荷电玻色子 

这里我们讨论荷电玻色子(例如 介子)。这时回到 砌ein— Gordon方程(3)。 

将(3)式化为如下形式： 

寿  a ) g‘’(a,-ieA m ， (19) 
经过适当计算并分离变量： 

m=a 【m @ (0)g(r)， 

且引人变换： 

dU = 一 ， =2d=r+ ，x=r1  

得径向方程： 

十{[E( 圳 +(2ME )x+c2M ⋯ E一 厅 

一 (x2+缸)[M +2r + ++2】
． jR：0， (20．a) 

或者 

(x2+缸) d'
I_
R +(2x+ )(x2+敏) dR +([耳x：+ x)+(2ME

—

eQ)x 

+(2Mr+一Q 一m )(E一 丽aim二+ eQ ~, )] 一(x2一 )( +2r + + 
． )】R 

0 。 (20．b) 

以下分两种情况讨论。 

(3．1)a 4—xe-Q—~-,t,, 情况 

． ． 
IⅡ√1一 +eQ 

I )当E≠ 广  时，在X一0处，(20．a)式的渐近解为 

R + c×Pf±i(2M ～ —m )[E 

因为(21)式是具有无限多节点的共振态 

一

m  

}， [21) 

R在F，O处非正则 故无束缚态存在。 
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m41一 +eQ 
(2)、当E=—]面 时，在x一∞处(舱 b)式 如下形式 

x4 d：R + dR +{(酽一 )x4+[2E(2ME—cQ)一2ttrMJx~ 

I． + M 一(2ME—eQ)ZJx~}R=0， 

将(22)式改写为： 

+詈R 一(导_[一( 一 +_4ME2-2eQxE-2u~'l一])R=0 
其中 iI． + ≈ 一(2ME．eQ) ． 

“≠0时束缚态渡函数为： 

R(p)=p F(1+A—B，2A+2，p)， 

其中
p=2 x ， 

A=÷(一l )， 

2E~Vl—eQE= 
B (tt2-E2)手 ’ 

F是台流超比级数． 

令 )一 e一}一 0，F退化为多项式，此时要求 2(B 

l，2，⋯)，代^(25．b)式，得： 

一

4ME 2-2
一

eQE
、

-  2
,

urM
一

一 (I+4LE2 3- )÷
： N l。 ( ) 一 

(26)式成立的前提条件是： 

．  

m4l一 +eQ 将
E —] = 广一 代人(2 )式， 

褥： 

高 M 止 

(22) 

(23) 

(24) 

(25．a) 

(25．b) 

A一1)+l=N=2n+l(12=0， 

(26) 

(27) 

(28) 

其中E 为 4ME2—2eQE一 2M=0的根。 

当中=0时，(28)式与文献[6]的结果相符，当中=0时，Q=0时，(28】式与文献[7]结果 

相符。 
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适当选取N 及m，~dE(26)式得到满足，因此证明了 ≠ 0，a √M 一Q 一 

M、，丁二 情况，荷电玻色子存子束缚态，其能级为： 

m、厅 +cQ 
—  

‘  

(3．2)、 O<a<,~—Ma-Q—2-O a情况 

(1】、当≠ 精 帅一 2cL a) ’ 
a

_ Z
： +[(龇一 )(E一 眷 0 (29) 

夸 

= ( +一 )(E一 ， 

( )式有解： 

R： = 《 })， (3O) 

因为R在 x一 0处非正则，故无束缚态存在． 

(2)、当E= 丽a m=+ cQ r+ 时
，在x一 0处，(2o．b)式为： 

x + 一腿 ：0， (31) 
c1)【‘ C1．X 

其中 

T f ±z!． ! 
o 

夸y=√i，(30式可以化为零阶虚宗量Bessel方程： 

罟+专×詈 o， 
仿文献[6]，在0<x<∞区间内，至少存在一个)(o，使得 R(xo)取极大值，即对束缚态，必满足条 · 

件： 

R )(0)=o， R (Xo)<O ， (33) 

否则 R便是非束缚态· 

考虑R )(o)=o，并且E= 丽am + eFQ r+ 
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由(20．b)式 ，即有 

R”(xo)= J 
( + )(o) ’ (34) 

其 中 

J亍 +b3x +b赢 +b【xo ， (35) 

而 

= P一 ， 

2(2．M+6)E 一2cQE一2r+ ～ ， 

b =[(2M+ )E—eQ] 一( ++z
． ． 
+2xr+ )， 

bI 一( ++2 ) 。 

医为束缚态要求 E< ，则 b4<O 又显然 b <0，故若 <0，b3<0成立，则必有： 

()【0)一志  ， 
此与(33)式予盾。因此b2<0， <O时必无束缚态存在。由b2<0， <0，可得两不等式 

∞ >E> ， r 36) 

E+>E>E
一 ， r 37) 

其中 

。 = +轰  ， 

E ： ．+ 一[e~Qa+(2r++a)(26+4M)#zJv2 
2 +4M 4r 

r M± M(1± 

四、荷电玻色子与K—N—K裸奇点 

利用线性微分算子自共轭方法 可以计论 K— N— K型裸奇点和荷电玻色子束缚态间 

的关系。 

回到方程(19)，将(19)式分离变量后得径向方程，进而化为能量本征方程： 

(Hii)( )：E( ) (38) 
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Hll—一 ×毒+ ．堋+eQr)一 [(am+ ) 一△( 2r + +号 

= 一  × 毒+ arn+cQr卜寄[(arn+eQ妒一△( 2~-A L,m 号 
=  

A4
× 毒一 踟+eQr)+ am+eQr) 一△( + )] 芋， 

H丑= ×毒+ 踟+eQr)+ A4[(am+eQr) 一△( +“m)]一号， 
其中Az= ． 

由(38)式解得： 

[一篇 =嚣 f【， (39) 

p_(r)； arn+cQ) 一△( + )]一2 arn+eQr)吾}，【40) 
与文献[s]相同。取 

刖=等 ， 
则(39)式可写为自共轭微分表示： 

1 [ r)+pJfl= f 

其中 = ．当 r一 0时 

r 0：r一 ∞ 时j r ∞ 。 

可以 =罱 。。，盖 ) 十 1。L 
中只能是离散的，即 

一 ∞ < <苦 十L L 
因此有 

一  

<E< ， 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 
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其中 

：  里± ! 
2Mr 一Q 一 。 r45) 

条件(44)在一定意义上是普适的。它给出在 K⋯ N---K裸奇点周围形成束缚态的可能性： 

面当西：=0时，则给出在 K一一N操奇点厢围形成束缚态的可能性；当 ：0时，O=0月$，则给 

在 K裸奇点周围形成赢缚态的可能性 

在 =0时情况，(39)式化为： 

[一 2 r)] E‘ ， (46) 

其中 
^ 

(f) 音fAHr珊+eQr) 一△ Ⅲ]一2A电×(am+eQr)) ， (47) 
根据宣共轭微分表示理论，不能得到离散谱，因此对 =0的玻色子不存在束缚悫。 

五、 结 论 

总结上面的讨论，我们得出如下结论： 

有质量的 K】cin— Gordon方程在中性玻色子极端黑洞形式fMzu a2+Q + )下存在康 

束缚态解。在普遍情形(0<a<M~／1一 2)下不存在柬缚态解。对荷电玻色子情况，有质量的 

K—G方程在极端黑洞形式下，束缚态能量为E= 。在 <M 雨  

情形下，如E≠ 则无束缚态解；如 丽am + e Qr4 
， 删非束缚态存在的必要 

条件与文献[6]所得相同。从 K— N— K型棵奇点和荷电玻色子束缚态间的关系表明，对有 

质量情况，玻色子的Harniltonian算子在能限(一 ， )中公出现离散谱，K— N～ K裸奇点周 

固有玻色子束缚态形成； =0对则不存在束缚态。 

作者感谢章世伟先生的有益讨论。 
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ABSrRACT 

Tl'fis paper cfiscusses the problem of beson stricture mxtnaked singularity condition in the 

time——space hackgrotmd of Kerr——Newman——Kasuya and the relation tzet~en K——N——K naked 

singularity and cb甜gcdboson Stficttre Conditiov_ 
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