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摘要 提出了计算经典多色Ramsey数 R(q ，吼，⋯． )下界的一个算法 ．得到 8个新 的 

下 界 ：R(3，3，3t11)≥ 314，R(3，3，3，12)≥ 354，R(3，3，3t1 3)≥ 432，R(3．3，3t14)≥ 

462，R(3，3，3，l5)≥ 522，R(3，3t3．16)≥ 618，R(3，3，3，17)≥ 674，R(3t3，3，18)≥ 

等O1蔫5 5 T旦P 312墼 廷 tsD孕敬 中围法分类号 7；  ̈JL／ 、 
Abstract An algorithm tO compute lower bounds of classical muhicolor 

Ramsey numbers R(q】，q2，⋯ ， )was presented． Eight new lower bounds 

were obtained：R(3，3，3，11)≥ 31 4，R(3，3，3，12)≥ 354，R(3，3，3，13)≥ 

432，R(3，3，3，1 4)≥ 462，R(3，3，3，1 5)≥ 522，R(3，3，3，1 6)≥ 618，R(3，3， 

3．17)≥ 674．R(3，3，3，1 8)≥ 770． 

Key words muhieolor Ramsey number，lower bound，circuIant graphs，algc~ 

rithm 

多色 Ramsey数 R( ， ，⋯ ，吼)是具有下述性质的最小正整数 r：用 n(n≥ 3)种颜色把 r 

阶完全图 ，的边 任意染色 后 ， 中一定存在单色 的 。，这里 i是 1，2，⋯ ，”中的某一个． 

除了早已证明的存在性外 ，人们对函数 R(吼，q ，⋯， )所知极少 ，迄今只知道唯一的一 

个准确值 R(3，3，3)= 17口-．近 30多年来各国学者工作的一个主要方向是借助计算机得到一 

些下界，综述文献[3]列出了多色Ramsey数 目前 已知的最好下界 1 2个 ，其中的R(4，4，4，4)≥ 

458，R(3，3，9)≥ 90，R(3，3，11)≥ 108是我们在文献[4～ 6]中给出的． 
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鉴于多色 Ramsey数的研究如此 困难 ，本 文提 出 了一个 算法 ，这个算法 相 当有效 ，利用素 

数 阶循 环图得到 了 8个 4色 Ramsey数 的新 下界 ： 

定理 1 R(3，3，3，1])≥ 3H ．R(3，3，3，12)≥ 354，R【3，3，3，1 3)≥ 432，R(3，3，3，14)≥ 

462，R(3，3．3，15 J≥ 522，R(3，3，3，1 6)≥ 61 8，Rt3，3，3，17)≥ 674，R(3，3，3，18)≥ 770． 

1 素数阶循环 图的同构变换 

给定整数 ≥ 3和素数 p一 2m一 1，记z = {一 ，⋯，一 1，0，1，⋯ }= [一 n ](对 

于整数 ≤ ，记[ ， = { ， 1_1，⋯， j)．以下除非另有说明 ，所有整数及其运算结果都理解为 

模 p后属于 z ，并用通常的等号”一”表示“模 p相等”． 

定义 l 对于集合 S一 -1， n]的一个 n部分拆S—US．．设 p阶完全图 的顶点集 — 

z ，其边 集 E是 z 的所有 2元子集 的集且有 分拆 

E— UE．、E．一 “工、 ∈ E：l l∈ S--- 

把 E 中的边叫做 s，色的，记 K 中s色边所导出的子图为G Ls．)， ∈ [1， ]．于是我们按照参 

数集台 S— US．把 的边 染色 ，简记为 G (S)． 
： 

引理 1 设 是 的一个原根，则对于任意J， ∈z ．z 到自身的线性变换f：3-卜 g"x+ 

6是 G ( )的同构变换； 

f：G (s)b-G (s。)并且 G (s．)一 G S )． 

S =US ’．s 一 {j l： ∈S }． 
T一 1 

证 对 于任 意 r， ∈ z ．恒 有 

jtz)一 jt 一 tT一 

即得 ( )= ，( )等 一 并 且有 

I32一 Yl∈s l，【 ) f(3)l— Ig (z— )I∈ s ，i∈ -1， ]、 

因此 ／是顶 点集 的 1～ 1变按 ．且把 G (5)的 S．色边变换成 G (S )的 5 色边 ，即得引理 1 

的结 论．∥ 

图 G (s)，从而每个 G (s )‘ ∈ ：l， ])，是 类特殊 的Cayey图，称为循环 陶(circulanl 

graphs)．按照定 义 1，图 ( )有分拆 G (S)一 UG S )，根据 Ramsey数 的定义 即得 

定理 2 记图G，(s )的团数为 0一 c( (s ))， E [1， ]，则有 

R(c L+ 1，c2— 1，⋯， + 1)≥ 声+ 1．∥ 

2 G (s)的团和团数 

对于任意 i E[1， ]，考察G (5 )的团和团数．我们知道循环图是顶点可迁的，因此G，f5．) 

的团数 等于 G (S．)中含顶 0的 团的最大 阶，我们 只顽考察台顶点 0的团．据定 义 1知这样 的 

回的其他非零顶点是集 台 A = { ：1 ∈ S．}的元．故柏 

引理2 记A={ ： ∈s．．在图G ( ．j中记顶点集为A．的导出子图为G ： ]，G [̂ 

的团数为[，1． ，则有 

G (s )的团数 一 ：̂  ]+ 1．∥ 
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于是求 G ( )的团数就转化为求 G EA ]的团数．为了求得 G [J40，引进 J4 的一种垒序． 

定义 2 设 z∈ A。，记 

( )一 l{ ∈ A ：l — l∈S。)1． 

在 A 上的序 < 规定如下 ： 

1)A 中的二元 子集 扭，一 n)对于序 < 构成区问 ，并且 a∈ S 目d<一 d． 

2)对 于 A 中分属 不同的二 元子集 的元 z∈ {d，一 Ⅱ)和 ∈ {b，一 b)，规定 l-< 当且仅 

当 ( )< d ( )，或 d Cr)一 d。( )但 Ⅱ< b，其 中 Ⅱ，b∈ S ． 

注 意到 A 的二元 子集 扭，一 n)中有且仅有一个元属 于 S ，并且 

∈ A ，l 一 dl∈ S 一 Y∈ A。，l一 + Ⅱ ∈ S．． 

即 (d)一 d (一 Ⅱ)，由此 易知上 述 < 是 明确定义的 ，并且 (A ，<)是垒序集． < 3-'称为 工前 

于 或 后 于 32"． 

定义 3 全序集(A ，<)上的长为 ( ≥ 1)的链 。< 函 < ⋯ < 32" 称 为起 点是 El"。的(S 

色的)链 ，如果对 于 0≤ h< ≤ 有 l 一 z l∈S。．起点是 ．72。的链 的最大长记为 。(z )．如果 

上述 起点是 z。的长为 ≥ l的链 不存在 ，就记 。(z。)一 0． 

引理 3 EA。]一 1+ max{z (日)：n∈S )． 

证 设EA。]一1，即对于任意d∈S 与Y∈A 恒有 I 一Ⅱf告S ．据定义 3有 (n)=0， 

此 时就有 max{ 。(d)： ∈ S )一 0，引理 3成立． 

以下考察EA。]一 1+ ( ≥ 1)的情形．据定义 3可知链 。< ．27 < ⋯ < 的^4-1个元 

构成 G EA．]的一个团，即得[A]≥ 1 4-nl&x{ 。(d)：＆∈ S 下面再证[A_]≤ 1 4-max )：Ⅱ 

∈ S )． 

设EA ]一 1+ ／̂-> 2．则G [ 中有 +1个顶点的团．把这是4-1个顶点按 < 排序后得 

(A ，<)上的长为是的链 ，再在所有(A ，<)上的长为是的链中取起点按 <来说最前面的一条， 

记 为 上。< 上 < ⋯ < ．72。我们断言一定有 z ∈ S。． 

假设不然 ，即 一 。∈ S。．由于 g是 的原根有 g“州一 1但 g ≠ 1，从而有 g 一 一 1．在引 

理 1中令 — ，b一 0则变换 f：zl一一 ．72是 G (s)的白同构，从而 ，也是 G EA。]的 白同构， 

它把G [A 中 + 1个顶点的团 。，上 ，⋯，工 变换成G [A 中另一个团 一 。，一 ，⋯，一 

． 据定义 3知这 是+ 1个元 一 。，一 ，⋯，一 在(A，<)上构成长为是的链．由定义 2所 

规定的全序集( ，<)的排序方式并注意到 ( )一 (一 ) ( ∈Ai)可知这条链可表示 

为 一 o<一 < ⋯ < 一 ，其起点 一 。< 上。．因此原来给定 的链 32"。< < ⋯ < 不是 

“起点按 < 来说最前”的一条，矛盾．于是断言 。∈S。为真，从而有EA ]一 1+ ≤ 1+ (z。) 

≤ 1+ max{L(d)：d∈ S }．引理 3得证 ．∥ 

注 意到 ．如 果对 于 d∈S。与任意 3-'∈ A。恒有 lY— dl∈S ．那么据 d 妇)与 “d)的定 义就 

有 d (d)一 0且 (d)一 0．根据引理 3即得 

引理 4 max{d。(d)：d∈S )一 0耸[』4]一 1．∥ 

3 计算多色 Ramsey数下界的算法 

上述理论 为计算 G (S)的团数提供 了一个新 的思路 ．在用计算机计算循环 图的团数 时，通 

常是用深度优先搜索法(depth first search)，所需要的运算时间随着结点个数的增加而呈指数 

型的增长．由于 IA l远远小于P，所以计算 G [A]的团数(考察 l 1个结点)要比计算G ( ) 
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的团 数 (要 考察 P个 结 点)容 易得多．另一 方 面 ，由于 ( ，<)的排 序 方式 也 能 够节 省 回溯 

(backtracki“g)的运算量 ：设 t— lS 】并且 

( ，< )一 {d L，一 d L．“：，一 啦，⋯ ， ．一 n (1) 

则有 d．(d )≤ d 。)≤ ⋯ ≤ d ( )．除 了 。( )= 0的特 殊情 形 ，一般地说 d ( )要 比 d，(屿) 

小得多，此时按照定义 3依次计算，．( )， ．(d )．⋯， (日)就能提高运算的效率． 

现在给 出计算 多色 Ramsey数 尺(q ，g ，⋯ ，g )的下 界的一种 算法 ，步骤如下 ： 

1)对于 给定 的 ≥ 3)个 有序的整数 叮】，啦．一一，q ≥ 3，选取适 当的素数 P一 2m + 1和 

[1．m]的一个 部分拆 S= -_1Ⅲ ]一US。，按照定义 l作图 G (s)．设 i— 1． 

2)设 A 一 {z：l }∈ s j．对于 ∈ S。，计 算 )一 l{ ∈ A ：】 — dl∈ S )1．如 果 

mRx{d (n)：“∈S }= 0，根据引理 4得EA． 一 1，转到 6)． 

3)根据定 义 2作全序集 (A，<)，设这全序集 的各元 排列 如(1)式 ，令 — L 

4)对于 “J∈5．n ，根据定义 3作起点为 的链．如果存在一条长为 是≥口 一 2的起点 

为 ＆ 的链 ，运算结柬 ；否则 ，根 据定义 3有 ，。( )≤ q 一 3． 

5)令 J— J+ 1．如果 ≤ ls，．转到 4)；否 则，根据引理 3有 

EA．]一 1+ mRx{ ( )：Ⅱ∈S． ≤ 一 2． 

夸 r= i— 1．如果 ≤ n．转到 2)；否则，对于 ∈ [1，n]有-A ]≤ 2． 

7)根据引理 2．得到 G ( )的团数 = -_A ]+ 1≤口|一 l，其 中i∈ [1，H]．根据定理 2，得 

到 R([A ]一 2，[A ]+ 2，⋯，[̂  ]+ 2)≥ P 1． 

上述算法中的 1)是给定初始数据，此后计算机可按预先设计好的程序 自动完成算法的整 

个 过程．显 然只有输入经过精 心设计 的初始数据 ．才能进入算法 的最后一步成 功地 得到一个 待 

定的多色 Ramsey数的下界；否则，算法的过程将在 4)结束运算，此时可以考虑更新初始数据 

进行新 一轮 的运 算． 

上述算法是行之有效的．下述例子得到迄今最好的下界 R(3，3，4)≥ 30． 

倒 尺(3，3，4)≥ 30． 

证 取 一 3，q =q 一3，q 一4．选定素数 P一29和[1，14]的一个 3部分拆 S一[1， 

l4]一 S U S U S。，其中 

S．一 {1，4，lo．1 2)， 

S2一 {2，5，6，14 J， 

S 一 {3，7．8，9，1l，1 3}． 

根据算法的第 二．步．当 i一 1．2时有 

max、i 0 )：Ⅱ∈ S． 一 0． 

故有EA ]一 EA：]一 1．当i一 3时有 

( ．< )一 f 7，一 7，9，一 9，13，一 l3，3，一 3，8，一 8，U ，一 1l J 

进入算法 的 4)、5)，得 到 max{， (“)： ∈ S 一 l，其 中长为 1的以 n∈S 为起 点的链 ，按 照 < 

来说排列在最前面的一条为 7<一 9．故由 5)得到结论EA ]一 2．由 6)进入 7j，就得到结论 

R(3，3，4)≥ 30． 

这 是计算 多色 Ramsey数的一个最简 单的例子 ，按照上述极其有 效的算法 ，甚 至用手算也 

不 会 很 困 难．用 计 算 机 完 成 上 述 算 法 所 需 要 的 运 算 时 间 远 远 不 到 1 S(CPU：Pentium 
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4 定理 1的证 明 

由于上述 算法和所举 的例子已经叙述 得很 具体 了，而且 在给定 初始数据 以后计算 机 可按 

预先设 计好 的程序 自动 完成算法 的整个 过程 ，固此在下述证 明中我们 略去算 法一些 细节 的叙 

述 ，仅写 出构造图 G (s)的素数P和参数集合 s—U (注意到 S一 [1， ]，固此我们只写出 

s ， z，⋯，s 一 而不必写出 S )，并报告按照上述算法得到的 ．] ∈ [1，n )和完成算法全过 

程所需 要 的 CPU(Pentium 200MMX)时间 
1 

1)取 P一 313，整数 n一 4，参数集合 S—US ，其中 
- 一 I 

S1一 {l5，l8，2O，21，22，24．28，29，32，34，59，67，69，75，86，92，94，100，10j，U 7，130，131， 

140，143，147，156}， 

S2一{l，5，7，19，23，27，33，3G，44，48，58，61，64，73，79，82，93，95，1O3，U1，113，124，133， 

135，148，1 50}， 

S3一 {9，10，11，l2，14，16，17，43，46，47，50，65．7O．78，83，8j，9l，98，104，U 9．122，1 23， 

127，142，146．149l， 

根据上述算法，得到EA ]一 h[A ]一 1，[，1。]一 1， ]一 9．固此有 R(3，3，3，11)≥ 31 4．所 

用 的 CPU 时间为 58 s 

2)取 P一 353，整数 = 4，参数集合 S— US ，其中 
一 1 

Sl一 {8，U ，l7，44，54，0 ．6 9，74，78，83，90．97，99，103，1O9．U 2，l15，130，1 31，136，146， 

1 50，162，165}， 

52一{22，23，24，3l，32．38，39，4o，51，52，65-66，68，81，85，93，91，11o，122，127，128，135， 

155，156，164，169，171，172}， 

S 一 {1，12，16，2O，29、34，37，42，48，56，61，70，80，88，91，lo2，116，110，134，1 42，1j1， 

1 59，166，17。}， 

根据上述算法，得到[A ]一 1，[ ]一 1， ]一l， ]一 lO，固此有 R(3，3，3，12)≥ 354．所 

用 的 CPU 时 间为 328 S 
4 

3)取 P一 431，整数 n一 4，参数集合 S— US ，其 中 
r 1 

L一 {l，3，14，18，2O，26，3l，37，56，61，67，72，78，83，89，9j，10O，1O6，U o，116，1 27，138， 

140，146，1 48，l57，159，l63，1 65，1 70，1 76，180，186，1 92，203}+ 

2一 {4，13，1j，16，33，40，41，51，58，69，70，76，79，87，90，93，96，1O1，104，107，U 3．1l8， 

124，132，143，161，168，l78，l79，185，1 96，204，207，21o，215}， 

S3一 {1o，28，36，39，42，47，53，54，55，71，73，74，85，88，11l，114，122，l31，133，134，136， 

137，lj1，1 52，1 55，l71，174，200，2O1．21 4}， 

根据上述算法，得到[A ]一 1，：A ：一 1，L．4 ]一 1，[A ]一 11，因此有 R(3，3，3，13)≥ 432 所 

用的 CPU 时 间为 222 s． 

4)取 P一 461，整数 一 4，参数 集合 S— US．，其 中 
J l 

51一 {1，12，15，39，56，61，63，66，70，72，83，88，90，93，107，11O，U 4，11 6，1l8，134+137+ 
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41 

42 

14 

S2 

14 

1 45，148，164，1 67，1 85，1 91，1 94，196．205，212，21 6，21 9}， 

f 3，1 4，1 8，29，37，41，48，49，53，54，60．64，69，75，79，80，81，1O0，119，125，131，1 36 

1 51，157，163，1 70，1 82，1 97，201，208，209，213．21 4}， 

{6，28，33，35，36，43，45，58，59，67，74，82，96，97，98，106，108，12O，1 21，1 28，135， 

138，147，150，158，1 59，160，1 62，1 69，1 77，189．199，200，211，223}， 

根据上述算法，得到EA ]一 l，[A ]一1，EA ]一 1，EA ]一12，因此有 R(3，3，3，14)≥462．所 

用的 CPU 时 问为 455 s． 

5)取 P一521，整数 一 4，参数集合 S—US．，其中 
J— L 

S 一 {1，5，1 3，25，27，34，36，44，56，58，62，65，82，93，97，104，l11，113，125，1 32，1 35． 

1 39，1 42．154，1 63，1 70，1 72，180，182，184，189，192，1 96，203，211，220，227，231，241，249)， 

S 一 {4，20，2l，23，32，47，48．54，59，76，78，81，88，89，100，105，̈ 5，1l6，1 22，131，133， 

1 34，141．144，1 49，1 58．160，168，184，199，202，21 3，21 8，224，226，235，240．242，251，252j， 

S：一 {8，17，19，31，40，41，42．46，51，69，74，85．94．95，96，98，108，l18，l1 9，1 23，1 28， 

1 5l，152，1 53，1 55，1 62，176，178，200，205，210，228，230，232，233，234，239，244，254，255j， 

根据上述算法，得到EA ]一 1，[A ]一 1， ；]一 1，EA。]一 1 3，因此有 R(3，3，3，1 5)≥ 522．所 

用的 CPU 时 间为 902 s． 
● 

6)取 P一 617，整数 一 4，参数集合 S—US ，其中 

59 

02 

74 

oo 

S1= {1 4，1 7，1 9，23，41，45，54，56，66，69，74，87，116，117，129，137，144，119，1 50，155， 

18o，181，1 84，187，192，202，21 2，21 4，220，227，230，251，262，263，264，269，290，291，295 

306)， 

S 一 {27，28，34，35，36．37，46，51，77，89，9O，91，108，11 5，1 20，132，162，163，17o，172， 

175，1 76，1 77．193，194，21 7，232，233，234，236，243，255，256，257．258，274，288，298，299 

3051 

S。一 {1，11．18，25，33，60，62，65，75，88，97，102，105，1lo，l14，̈ 8，126，1 42，146，l52， 

154，156，1 61，1 66．169，173，1 95，1 97，200，203，209，237，246，250，267，273，277，281，286，289， 

293，301}， 

根据上述算法，得到 ]一 l，[A]一1，EA。]一1，EA。]一 1 4，因此有 R(3，3，3，16)≥ 618．所 

用 的 CPU 时间为 12 515 s． 
4 

7)取 P一 673，整数 一 4，参数集合 S—US。，其中 
l 1 

S
．

一 {1，1 3，1 9，37，40，52，55，58，64，76．81，102，125，127，130，132，1 37，141，153，1 55， 

1 59，1 75，200，202，226，241，244，253，275，301，303，319，321，326，331}， 

S 一 {25，39，51，54，56，57，59，7l，72，73，74，75．77，8O，83，85，86，88，89，91，1O1，103， 

104，106，109，̈ 7，1 20，1 35，1 38，167．196，199．201，21 6，217，21 9，222，230，233，243，245，246， 

248，249．251，254，259，262，264，265．266，277．280，283，309，31 2}， 

S3一 {2．3，9，1 5，16，2o，21，43，60．61，66，79，97，98，110，111，11 5，116，123，128，1 29，133， 

1 34，151，156，1 68，1 73，1 74，1 79，180，186，191．192，197，198，204，210，215，237，242，255，269， 

282，286，287，292，299，300，304，305，310．311．317，322，323，328)， 
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根据上述算法，得到 ]一1，[̂ 2]一 lt[̂ ]一 1，[A ]一15，因此有R(3，3，3，1 7)≥ 674．所 

用 的 CPU 时 间为 21 812 S． 
‘ 

8)取 P一 769，整数 ： 4，参数集合 S—US ，其中 
|一 1 

S 一{6，20，2l，23，31，35，60，64，68，71，93，97，109，112，l22，l23，1 25，126，134，1 37，1 38、 

1 5l，163，l67，203，212，229，236，240，241，253，254，255，266，269，282，298，306，331，339，343． 

356，357，368．371，372，383，384)， 

Sz一 {1'4，7，l2，25，30，40，45，48，53，56，59，62，67，72，77，95，100，103，108，1 32，14l， 

1 50，152，155，1 60，1 73，179，187，193，196，202，207，210，21 5，220，225，228，231，234，239，248， 

257，262，275，280，283，289，294，309，322，327，332，335，338，341，373，379，382}， 

S 一 {5，9，1 3，1 7，1 9，33，37，44，5l，55，58，78，82，86，89，96，107，l27，1 3l，1 35，139，143， 

159，166，1 77，184，200，204，208，2̈ ，2l8，222，249，261，265，267，281，285，287，295，299，303， 

310，326，330，334，337，344，348，360，362，364}， 

根据上述算法，得到[A ]一 1 ]= 1，[̂ ]：1I[A。]一 1 6，因此有R(3，3，3，L8)≥ 770．所 

用 的 CPU 时 间为 1l1 843 s． 
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